Kapitola 6 — Symetrické grupy
6.1. Symetricka grupa mnoZiny

6.1.1. DEFINICE
Necht M je mnozina. Permutaci mnoziny M rozumime kazdou bijekci mnoziny M na
mnozinu M . MnoZzinu viech permutaci mnoziny M budeme znacit S(M ) .
Tedy S(M)={m:M — M| je permutace} .

6.1.2. VETA
Mnozina S(M) s operaci skladani zobrazeni je grupa.
Diikaz: Necht 1, p€S (M) . ProtoZe sloZeni bijekci je bijekce (viz 1.1.8.(c)), je mpES(M ).
Necht 1, p, 0€S(M) . Pak (mp)o=m(po) na zakladd 1.1.3.(a). Ziejmé id ,€S(M) a
id \, je neutralni prvek vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Kone¢ng, necht meS(M ) .
Pak 7t je bijekce (viz 1.1.8.(d)), m'€S(M) a ' je inverzni prvek k prvku .

6.1.3. DEFINICE
Grupa S(M) se nazyva symetricka grupa mnoziny M .
Necht n€N . Misto S({1, 2, ..., n}) piseme S, ahovoiime o symetrické grupé n prvka.

6.1.4. VETA
Necht M je mnozina. Plati:
Grupa S(M) je komutativni pravé tehdy, kdyZz mnozina M ma nejvyse 2 prvky.
specielné: S, S, jsou komutativni, S;, S,, S5, S¢, .- jsou nekomutativni.
Diikaz:
= : Pfedpokladejme, ze M ma aspon tii prvky a, b, ¢ . Definujme m: M —->M a p:M > M
takto:

w(x)=x pro xeM —{a, b, c} .

Ziejmé 1, p€S(M).Dile (mp)(a)=p(m(a))=pla)=b, (pr)(a)=m(p(a))=m(b)=c.
Vidime, ze mp#p 1. Takze grupa S(M ) neni komutativni.

< Jestlize M=8 ,pak S(M)=(0] .Jestlize M je jednoprvkova, pak S(M) je
jednoprvkova. Jestlize M je dvouprvkova, pak S(M) je dvouprvkova. Stac¢i si uvédomit, ze
kazda jednoprvkova a dvouprvkova grupa je komutativni.

6.1.5. VETA
Necht n€IN . Grupa S, je kone¢nd ama n! prvka.
Dtikaz: pfenechavame Ctenafi.

6.1.6. OZNACENT
Necht nelN, weS, . N&kdy budeme psat m= nl

6.1.7. DEFINICE
Necht n€N, i, j€(1, 2, ..., n}, i#j.Definujeme permutaci (<> j)€ES, takto:
(i j)i)=j
(i) j)=i
(i< j)(k)=k prokazdé ke(l, 2, ..., n}—{i, j
Permutace (i< j) se nazyva transpozice prvkil i a j .



6.1.8. VETA
Necht n€N, n=2, wES, . Plati:
existuji transpozice T, Ty, ..., T,ES, (k€N)tak, 7e T=T,T,""'T,.
Dukaz: Indukci vzhledem k # :
(D n=2
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(II) n=3

Rozlisime 2 piipady:

(1) m(n)=n

Definujeme PES, | :

p(1)=m(1), p(2)=m(2), ---, p(n—1)=m(n—1). Podle indukéniho predpokladu existuji
transpozice 0, ..., 0,E€S, | (k€N)tak,ze p=0,--0,.

Definujeme T, ..., T,E€S, takto:

Ti(l):O-i(l)a XS Ti(n—l):()'i<l’l—l) 5 T,‘(n):n pro i:1, ceey k.

Ziejmé Ty, ..., T,ES, jsou transpozice a T=T, " T,.

(2) m(n)=i<n

Polozme m'=m-(i<>n).Pak 7'(n)=n takze podle jiz diskutovaného ptipadu (I) existuji
transpozice T, ..., T,E€S,, (k€IN) tak, ze T'=T---T,.Pak
n=m(ion)(icon)=n'(icon)=1,1,(i<n),

6.2. Sudé a liché permutace

6.2.1. DEFINICE
Necht neN, meSs,, (i, j)€(1,2, ..., n}*:
Dvojice (i, j) se nazyva inverze v permutaci 7 , plati-li:
@) i<j
a0 m(i)>ml(;)
T se nazyva suda permutace, je-1i pocet vSech inverzi v permutaci 1 sudy.
1T se nazava licha permutace, je-li pocet vSech inverzi v permutaci 1 lichy.
Dale definujeme
je-litt suda

je-litr licha

6.2.2. TVRZENI
Necht n€IN, TES,, T je transpozice. Plati: Sg(7)=—1.
Dikaz: T=(i <> j) projista i, j€{1, ..., n}, i#j.Lze pfedpokladat, ze i< .
Inverze v permutaci T :
(i, i+1), (i, i+2), ..., (i, i+(j—i—1))
(i+1, j), (i+2, j), ..., (i+(j—i—1), j)
(i, J)
Celkovy pocet inverzi v permutaci T je 2+(j—i—1)+1.Cislo 2:(j—i—1)+1 je liché, takZe
Sg(t)=—1.

r=(i j)=



6.2.3. VETA
Necht n€IN, ™, TES,, T je transpozice. Plati Sg(tm)=—Sg ().

Dikaz: T=(i<> j) projista i, j€(1, ..., n}, i#j.Lze predpokladat, ze i< j.Postupujme
indukci vzhledem k j—i:
() j—i=1
Tr:(l AV & A n)
w(l) ... w(i)m(j) ... m(n)
PG | ij n
(i j)m (nu) ()l . Tr(n))

Je ziejmé, 7e v permutaci (i <> j) T je o jednu inverzi vice, nez v permutaci 7t (kdyz (i, j)
neni inverze v 1t ), nebo o jednu inverzi méné nez v permutaci  (kdyz (i, j) je inverze
v 7). Kazdopadné plati, ze Sg(tm)=—Sg ().

(B) j—iz2
Tri=(i< j)w=(i<>j—1)(j—1¢<> j)(i<>j—1)m . Podle indukéniho predpokladu
Sg(tm)=S8g((i<>j—1)(j—1<j)iej—1)m)

=—Sg((j—1< j)liej-1)m)

=Sg((i<>j—1)m)

=—Sg ().

6.2.4. VETA
Necht n€IN, m, pES, . Plati: Sg(mp)=Sg(m) Sg(p).
Dukaz: Pokud n=1, je tvrzeni ziejmé, nebot’ m=p=id .
Necht' n>2 . Podle 6.1.8. existuji transpozice T, ..., T,ES,, k€N tak, ze T=T,T, " T,.
Aplikaci véty 6.2.3. snadno dostaneme
Sg("ﬂ)ZSg(TlTz"'Tkﬂ)Z—Sg(Tz"'TkP)Z“‘(—l)k'S
Ovsem Sg(m)=Sg (7,7, T4id)=—Sg (1, Tid)=""-
takze Sg(mp)=Sg(m) Sg(p).

(p).
(—1)"Sg (id )=(—1)"1=(-1)",

IS

6.3. Alternujici grupa

6.3.1. OZNACENI
Necht n€N . Klademe 4,={T€S,|Sg(m)=1} .

6.3.2. TVRZENI
Necht' n€IN . Plati: 4, je podgrupa grupy S, .
Dukaz:
(a) Chceme: id €A, . To viak plati, nebot’ Sg(id)=1.
(b) Necht 1, pEA4, . Chceme: TpE A, . Tedy chceme: Sg(mp)=1.Podle 6.2.4. mame
Sg(mp)=Sg(m)Sg(p)=1-1=1.
(c) Necht WE A, . Chceme: 1 '€4, . Tedy chceme: Sg(m")=1.Vime, ze 7t '=id, tedy
Sg(m)-Sg(m ')=Sg(id)=1, coz dava Sg(m')=1, protoze Sg(m)=1.

Grupa 4, se nazyva alternujici grupa n prvka.

6.3.3. TVRZENI

!
Necht n€IN, n>2 . Plati: card(An)Z%card(Sn) (tedy card(A”):%).
Dikaz: Oznatme L,={m€S |Sg(m)=—1} . Je S,=A,UL,, A,NL,=0  takze

card S,=card (A,)+card (L,) . Stadi tedy sestrojit bijekci ¢ 4,— L, .Pro TE 4,



definujeme @(m)=(1<>2)-1r . Podle 6.2.4. 2 6.2.2. je
Sg(@(m))=Sg((1<2)m)=Sg((12))-Sg (m)=—1-1=-1.

Vidime, ze @(m)€L, . Tudiz ¢ je korektné definované zobrazeni mnoziny 4, do mnoZiny
L, .Zbyva ukazat, ze ¢ je bijekce. Zdivodnéni pfenechavame Ctenafi.



