Linearni algebra

Kapitola 1 - Zakladni matematické pojmy

1.1 Relace a funkce
V celém textu budeme pouzivat nasledujici oznaceni pro ¢iselné mnoziny:

IN..
IN,.
Z...
Q... mnozina vSech racionalnich ¢isel
R...
C..

. mnozina vsech pfirozenych ¢isel bez nuly, IN =(1,2,3,...}
1

.- mnozina vSech piirozenych ¢isel s nulou, N,={0, 1,

, 3, ..
mnozina viech celych &isel, Z={..., -3, -2,-1,0,1,2,3, ...}

mnozina vSech realnych ¢isel

. mnozina vSech komplexnich ¢isel

1.1.1 DEFINICE
Necht A, B jsou mnoziny. Kartézsky sou¢in AXB mnozin A, B je mnozina vSech
uspotadanych dvojic (a,b),kde a€A, bEB . Tedy AXB=((a,b)lac A, beB] . Kazda
podmnozina mnoziny A XB se nazyva (binarni) relace z mnoziny A do mnoziny B .V
ptipadé A=B hovofime o relaci na mnozin¢ A .

1.1.2 DEFINICE
Necht A, B, C jsoumnoziny, REAXB, SSBXC . Definujeme
(a) Defini¢ni obor Def R relace R jako Def R={a€A| existuje b€B tak,7e aRb] .
(Zde i v dal$im textu piSeme aRb &asto misto (a,b)ER )
(b) Obor hodnot Im R relace R jako Im R=[beB| existuje a €A tak,7e aRb}
(c) inverzni relaci R™' krelaci R jako R™'=((h,a)€BXA|(a,b)ER]
(d) slozeni RS relaci R a S jako RS={(a,c)e AXC| existuje b€B tak, ze aRb a bSc|

1.1.3 TVRZENI
Necht A, B, C, D jsoumnoziny, REAXB, SSBXC, TSCXD . Plati:
(a) (RS)T=R(ST) (skladani relaci je asociativni)

(b) (R7')'=R
(c) (RS)'=8""'R”'
Dukaz:

(a) Necht a€A, deD . Pak

a((RS)T)d < existuje ceC: a(RS)c, cTd
o existuje c€C, existuje bEB : aRb, bSc, cTd
© existuje bEB: aRb, b(ST)d.

< a(R(ST))d .

Zavér: (RS)T=R(ST).

(b) SAMI

(¢)Necht ceC, a€A . Pak

c((RS)")a < a(RS)c”

< existuje bEB : aRb, bSc

© existuje bEB: ¢S 'b, bR 'a

e (SR Na.

Zavér: (RS)'=S"'R7".

1.1.4 DEFINICE
Necht A, B jsou mnoziny, F SAXB . Relace F se nazyva parcialni funkce (Castecné
zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B, pokud pro viechna a€B, b,, b,€B plati:



Jestlize a F'b,, aFb, pak by=b,. a Fb zapisujeme Casto ve tvaru F (a)=b.

Pokud navic Def FF'=A ,pak F nazyvame totalni funkce (aplné zobrazeni) mnoziny A do
mnoziny B . Tuto skute¢nost vyjadiujeme zapisem F A — B . Misto totalni funkce (Gplné
zobrazeni) fikdme nékdy pouze funkce (zobrazeni).

1.1.5 TVRZENI
(a) SloZeni parcialnich funkci je parcialni funkce.
(b) Slozeni totalnich funkci je totalni funkce.
Dukaz:
(a) Necht A, B, C jsoumnoziny, FEAXB, GEBXC, F a G jsou parcialni funkce.
Necht a€A, ¢, ¢,€C, a(FG)c,, a(FG)c,.
chceme: ¢,=c,.
a(FG)Cl<=> existuje bIEB : anl , bchl .
a(FG)02© existuje bZEB : ClFb2 , b2G62 .
Vidime, ze a F'b, , a Fb, . Jelikoz F je parcialni funkce, je b,=b, . Oznaéme b=b,=b, .
Pak bGc,, bGc,  Jelikoz G je parcialni funkce, je ¢,=c, .
(b) Necht A, B, C jsoumnoziny, /':A—B, G:B—C. Dle casti (a) jiz vime, Ze FG je
parcialni funkce. Zbyva tedy dokazat, ze Def (FG)=A .
Def (FG)S A : to je zfejmé.
ACSDef (FG): Necht a€A . Vime, ze Def F=A . Existuje tedy bEB tak, 7e a Fb.Vime
také, 7e Def G=B .Tudiz b€ Def G aexistuje ¢c€C, tak, ze bGc . Potom a(FG)c,
a€Def (FG) .

1.1.6 TVRZENTI
Necht F:A—-B, G:B—>C, a€A .Pak (FG)(a)=G(F(a)).
Dukaz:
A B C
F G
FG

Vime: (a,F(a))€F, (F(a),G(F(a)))€G.Tudiz (a, G(F(a)))EFG coz zapisujeme (dle
1.1.4.) ve tvaru (FG)(a)=G(F (a)).

1.1.7 DEFINICE
Necht F: A—B . Funkce F se nazyva
(a) injekce (injektivni, prosta), pokud po viechna a,, a,€4 plati:
Jestlize a,#a,,pak F(a,)# F(a,).(Ekvivalentng: Jestlize F (a,)=F(a,),pak a,=a, )
(b) surjekce (surjektivni, na), pokud plati:
Pro kazdé b€B existuje a€A tak, ze F(a)=b.(Ekvivalentn&: Im F =B )
(c) bijekce (bijektivni, vzijemné jednoznacna), pokud je injekce a surjekce soucasné.



1.1.8 TVRZENI
(a) SloZeni injekei je injekce.
(b) Slozeni surjekci je surjekce.
(c) Slozeni bijekci je bijekce.
(d) Inverzni relace k bijekei je bijekce.
Diikaz:
(a) Necht F:A—B, G:B—=C, F, G jsouinjekce. Necht a,, a,€A |
(FG)(a,)=(FG)(a,) .Chceme: a,=a, . Vime, ze G(F(a,))=G(F(a,)).Jelikoz G je
injekce, mame F(a,)=F(a,) . Jelikoz F je injekce, mame @,=a, .
(b) Necht F:A—-B, G:B—>C, F, G jsousurjekce. Necht c€C . Hleddme a€A tak,
aby (FG)(a)=c.Jelikoz G je surjekce, existuje bEB tak, ze G(b)=c. Jelikoz F je
surjekce, existuje a €A tak, ze F(a)=b.Pak (FG)(a)=G(F(a))=G(b)=c.
(c) Tvrzeni ihned plyne z (a) a (b).
(d) Necht F:A—B jebijekce. Je F"'CBXA . Nejdfive ukdzeme, ze F~' je parcidlni
funkce: Necht h€B, a,, a,€A | bF 'a,, bF 'a,.Chceme: a,=a, . Vime, ze a,Fb,
a,Fb  tedy F(a,)=b, F(a,)=b, F(a,)=F(a,).Protoze F je injekce, nutné a,=a, .
Nyni ukdZzeme,7e Def F~'=B.
Def F'SB : To je ziejmé.
B< Def F~' : Bud beB . Protoze F je surjekce, existuje a €A tak,ze F(a)=b . Tudiz
aFb, bF'a, beDef F™'.
Jiz jsme dokdazali, ze F~': B— A . Zbyva dokazat, 7e F~' je bijekce.
F~' je injekce:
Necht b,, b,€B | F~'(b,)=F'(b,) . Chceme: b,=b, .Budiz a€A, a=F'(b,)=F'(b,).
Tak?e b,F'a, b,F 'a, aFb, aFb, Jelikoz F je funkce, dostivame b,=b, .
F™' je surjekce:
Necht a€A . Hleddme bE€B tak, aby F~'(h)=a . Hleddme tedy takové b€B ,aby bF 'a,
Cili aFb . Takové b existuje, nebot’ F je funkce atudiz Def F=A .

1.1.9 DEFINICE
Necht A je mnozina. Funkce id , - A— A definovana predpisem id ,(a)=a pro viechna
a€A se nazyva identita (identicka funkce) na mnozin¢ A .

1.1.10 TVRZENI
Necht A, B jsou mnoziny, F': A—B. Plati:
(a) Funkce id , je bijekce
(b) id ,F=Fid,=F
(c) FF™'=id ,, F~' F=idy (zapiedpokladu, Ze F je bijekce.)
Dukaz: SAMI

1.2 Operace na mnoziné

1.2.1 DEFINICE
Necht' A je mnozina. Zobrazeni mnoziny AXA do mnoziny A se nazyva (binarni) operace
na mnoziné A .Je-li * operacena A, pak misto *((x,y)) piseme x*y (pro viechna
X, yEA).

1.2.2 DEFINICE
Necht' * a [ jsou binarni operace na mnoziné A .
(a) Rikame Ze operace * je asociativni,pokud pro viechna x, y, zEA plati:
x*(ykz)=(x*y)*z



(b) Rikame, e operace * je komutativni, pokud pro viechna x, y€A plati:

Xk y=P*X

(c) Rikame, Ze operace O je distributivni vzhledem k operaci * pokud pro viechna

X, Yy, zEA plati:

xO(y*z)=(xOy)*(xOz), (y*z)Ox=(yOx)*(z0x).

(d) Necht e€A . Rikame, Ze e je neutralni prvek operace * , pokud pro viechna x€A plati:
exxX=Xx, Xx*ke=x.

(e) Necht e, x, yEA, e je neutralni prvek operace * . Rikame, e prvek y je inverzni
(inverze) k prvku x vzhledem k operaci * , pokud plati: x* y=e, yxx=e.

1.2.3 TVRZENI
(a) Kazda operace ma nejvyse jeden neutralni prvek.
(b) Pro kazdou asociativni operaci s neutralnim prvkem plati:
Ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni.
Diikaz:
(a) Necht * je operace na mnozin¢ A .Necht' e, €, jsou neutralni prvky operace
Chceme: e¢,=¢,
Pocitejme: e,=e *e,=e, (prvni rovnost plyne z toho, Ze €, je neutralni, druha rovnost plyne
z toho, ze €, je neutrélni)
(b) Necht” * je asociativni operace na mnoziné A s neutralnim prvkem e . Necht’
X,Y.V,€A | ¥, a y, jsouinverze k x.Chceme: y,=Y,.Pogitejme:

yl=y1*e=y1*(x*yz)z(yl*x)*y2=e*y2=y2,

*

V pripadé binarnich operaci se velmi casto pouziva multiplikativni nebo aditivni symbolika.

Multiplikativni symbolika:

Operace se znaci - a nazyva se ndasobeni. Neutrdlni prvek se znaci 1 a nazyva se jednotkovy
1

prvek. Inverzni prvek k prvku x se znaci x~' nebo L

Aditivni symbolika:

Pouziva se predevsim pro komutativni operace. Operace se znaci + a nazyva se scitani. Neutralni
prvek se znaci 0 a nazyva se nulovy prvek. Inverzni prvek k prvku x se znaci —x a nazyvd se
opacny prvek k prvku x .

1.2.4 DEFINICE
Grupa je mnozina spolu s bindrni operaci, jez je asociativni, ma neutralni prvek a kazdy prvek
ma prvek inverzni.

1.2.5 TVRZENI
Necht' G je grupa, x,y€G . Plati:
(a) (x')'=x
(b) (x-y)'=yTx™
(Pouzili jsme multiplikativni symboliku.)
Diukaz:
(a) SAMI

(b) Je tieba ukazat, ze plati dvé rovnosti: (x-y)- (y LxT=1, (37 a7 (xy)=1. Pocitejme:
1

(x-y)~(y'1'x'l)=x~(y-y‘1)-x‘1=x1x =x-x'=1,
(7 x ) () =y (xex T ) y=y  y=yy=1

1.2.6 DEFINICE
Okruh je mnoZzina spolu se dvéma binarnimi operacemi, vétSinou zvanymi s¢itani a nasobenti,



pficemz vzhledem ke sc¢itani se jednd o komutativni grupu a nasobeni je distributivni vzhledem
ke s¢itani. Okruh se nazyva asociativni (komutativni, s jednotkovym prvkem), pokud operace
nasobeni je asociativni (komutativni, ma neutralni prvek).

1.2.7 TVRZENTI
Necht' R je okruh, x,y€R . Plati:
(a) x-0=0-x=0
(b) x(=y)=(=x)-y=—(x-y)
(¢) (=x)(=y)=xy

x
Dtkaz: x:0=x-(0+0)=x-0+x-0
x

0=x-0+(x-0+(—x-0))

Obdobné se dokaze, ze 0-x=0 .

(0) x(—y) -y =x-((~ )+ y)=x-0=0

Vidime, ze x-(—») je prvek opaény k prvku x-y, &ili x-(—y)=—(x-y) . Obdobné se dokize,
ze (—x)-y=—(xy).

(c) Vyuzijeme jiz dokazanou &ast (b): (—x)-(—y)=—(—(x-y))=x-y.

1.2.8 DEFINICE
Obor integrity je asociativni a komutativni okruh, v némz pro kazdé dva prvky x, y plati:
Jestlize x-y=0,pak x=0 nebo y=0.

1.2.9 DEFINICE
T¢leso je aspon dvouprvkovy asociativni okruh s jednotkovym prvkem (ozna¢me jej 1), v
némz pro kazdy nenulovy prvek x existuje prvek y takovy,ze x-y=y-x=1.

1

- 1 . .
Prvek y sezna¢i x~ nebo ;.Znacenl je mozno zavést, nebot’ prvek y je uren

jednoznaéné (necht x-z=z-x=1;pak y=y-1=y(x-z)=(y-x)z=1z=2z).

Je-li v télese nasobeni komutativni, pak hovorime o komutativnim télese. ProtoZe v tomto textu
budeme pracovat vyhradné s komutativnimi télesy, budeme pro strucnost misto ndzvu
komutativni téleso pouzivat pouze slovo téleso.

1.2.10 TVRZEN(
(a) Kazdé téleso je obor integrity
(b) Kazdy aspont dvouprvkovy kone¢ny obor integrity s jednotkovym prvkem je téleso.
Diikaz:
(a) Necht' x, » jsou takové prvky télesa, ze x-y=0.Chceme: x=0 nebo y=0.

Rozlisme dva ptipady:
I x=0
) x#0
ad (I): Jsme hotovi.
ad (II): x y=0
x ' (x-y)=x"0
(x"-x)-y=0
1-y=0
y=0
(b) Necht obor integrity ma n prvka x;, X,, ..., X,.Vezméme libovolny prvek x, x#0.

Hledame y tak, aby x-y=1 (vztah y-x=1 ihned vyplyne z komutativity nasobeni).
Ukazeme, ze prvky X-X;, X'X,, ..., X'X, jsou navzajem rizné. Pro dikaz sporem



predpokladejme, ze x-Xx,=x-x; prongjaka i, j€[1,2,3,...,n}, i#j.Pak
X+ (=(xx;))=xx ,+(=(xx,))
x-x;+x(=x,;)=0
x+(x,+(=x,))=0

Protoze poc¢itame v oboru integrity a x# 0, nutn¢ X+ (—x‘,)=0 , takze X;=x;, spor. Vime
tedy, ze prvky X-X;, X-X,, ..., X*X, jsou navzdjem ruzné. ProtoZe je jich 7, jedna se o
viechny prvky oboru integrity a tedy 1=x-x, pro n&jaké k€(1,2,...,n} . Stadi polozit y=x,.

Zakladnimi priklady téles jsou telesa Q, R, C. Viechna jsou nekonecnd. Pozdeji uvedeme
nekonecné mnoho prikladi konecnych téles.

1.2.11 DEFINICE
Necht' R jerelace na mnozin¢ A . Relace R se nazyva
reflexivni, pokud pro vSechna x€A plati xRx
tranzitivni, pokud pro vSechna x, y, z€A plati: jestlize xRy a yRz,pak xRz .
symetricka, pokud pro vSechna x, y€A plati: jestlize xRy, pak yRx.
antisymetrickd, pokud pro Vsechna X, YEA plati: jestlize xRy a yRx,pak x=y.

1.2.12 DEFINICE
Ekvivalence je relace (na néjaké mnozin¢), kterd je soucasné reflexivni, symetricka a
tranzitivni.

1.2.13 DEFINICE
Necht' A je neprazdna mnozina. Rozklad mnoziny A je systém mnozin S spliujici:
(a) Jestlize BES , pak B# 0 .
(b) Jestlize B, Ces, B#C,pak BNC=4 .
(©) U B=A

Beg

Vsimnéme si, Ze z podminky (c) v definici 1.2.13. ihned plyne: jestlize BES , pak BEA .

1.2.14 TVRZEN(
Necht' ~ je ekvivalence na neprazdné mnoziné¢ A . Polozme pro libovolné a €A |

=[{x€A|x~al .
Necht § ={ala€A4] . Pak S je rozklad mnoziny A .
Dukaz

(a) Relace ~ jereflexivni. Tudiz a~a, a€a, a#0.

(b) Necht a, b€A, a#b.Chceme: anb=40 .

Piedpokladejme opak, tj. anb# 8 . Bud x€anb . Pak x~a, x~b. Ukazeme, ze ac
Bud y€a.Je y~a.Z x~a plyne a~ x, protoze relace ~ symetricka.Z y~a, a~
plyne y~x ( ~ jetranzitivni relace). Z y~x, x~b dostavame y~b .Tudiz y€ Z) .
Obdobné Ize ukazat, ze b<a . Takze celkem @=b . to je viak spor. Nutné tedy anb=49 .

(c) agAa A : To je jasné, protoze aS A . ACaU @ : Sta¢i uvédomit, Ze pro kazdé a€A je

aca.
Rozklad S, sestrojeny ve tvrzeni 1.2.14., se zna&i A/~ a nazyva se faktorovd mnoZina
mnoziny A podle ekvivalence ~ .

= >

5

1.2.15 TVRZENI
Necht' ~ je ekvivalence na neprazdné mnoziné A . Pro libovolné prvky a, b€ A plati:
a=b pravé tehdy, kdyz a~b .
Duikaz:
(I) Necht a=b . Jelikoz a€a, mame a€b atedy a~b .



(IT) Necht' a~b .

ach:Bud x€a.Je x~a.Protoze ~ je tranzitivni, dostavame x~b, x€b.
b<a : Obdobné.

Celkem jsme dostali fakt a=b .

1.2.16 DEFINICE
Necht a, b, m jsou cela ¢isla, m>0 . Rikdme, Ze a je kongruentnis b modulo m , pokud
m dé&li b—a . Tento vztah zapisujeme a=b(m) . Bude-li z kontextu jasné, o jaké m se jedna,
muzeme psat pouze a=b .

1.2.17 TVRZEN{
= jerelace ekvivalence na mnozin¢ Z .
Diikaz:
(a) = jereflexivni: m|0=a—a , takze a=a.
(b) = je symetricka: Necht a=b . Chceme: b=a . Vime, ze m|b—a . Existuje tedy c€Z ,
b—a=c-m.Pak a—b=(—c)m, mla=b, b=a.
(c) = je tranzitivni: Necht’ a=b, b=c.Chceme: a=c.Vime, ze m|b—a, m|c—b .
Existuje tedy d, e€Z , b—a=d-m , c—b=e-m . Pak
c—a=(c=b)+(b—a)=e-m+d-m=(e+d)m, mlc—a, a=c.

Faktorovou mnozinu Z /= budeme znacit Z,, .

1.2.18 TVRZENI
Mnozina Z, ma piesné m prvkd, totiz 0,1,
Diikaz: Je tfeba dokazat dvé zalezitosti:
@ (0,1,..,m—1}=Z,
(I 0, 1, ..., m—1 jsou navzajem rizné.
ad(1): (0,1, ..., m—1|SZ, : To je ziejmé.
Z,={0,1,...,m—1} : Necht a€Z . Chceme: a€{0, 1, ..., m—1} . Vydélme ¢&islo a se
zbytkem ¢islem m : a=q-m+r projistd q, r€Z , 0<r<m .Pak ovSem a—r=q-m,
mla—r, r=a, F=a, a0, 1, ..., m—1]
ad (II): Necht a, b€Z , 0<a<b<m—1.Chceme: a#b . Pro diikaz sporem predpokladejme,
7e a=b .Pak a=b, mlb—a, b—a=c-m projisté c€Z, ¢>0 (uvédomme si, ze b—a>0,
m>0). Oviem b—a<(m—1)-0=m—1 takze m<c-m=b—a<m—1spor.
Na mnoziné Z,, piirozenym zplisobem zavedeme operace s¢itani a nasobeni. Necht' a, bEZ
.Klademe a+b=a+b, a-b=a-b
Necht ¢, de€Z, c¢=a, d=Db.Aby vyie zavedené operace s¢itini a ndsobeni v Z,, byly
definovany korektnd , musi platit a+b=c+d , a-b=c-d .




1.2.19 TVRZENI
Necht a, b, ¢, d€Z .Jestlize a=c, b=d ,pak a+b=c+d, a-b=c-d.
Dikaz:Necht a=c, b=d . Existujetedy p, q€Z, c—a=p-m, d—b=qg-m.
c—a=p-m
d—b=q-m
(c+d)—(a+b)=(p+q)m
Vidime,7e m|(c+d)—(a+b),tedy a+b=c+d . Dile,
cd—ab=cd—cb+cb—a-b=c-(d=b)+(c—a)b=cqgm+p-mb=(c.q+ p-b)-m.Cili
mlc-d—a-b, a-b=c-d.

1.2.20 TVRZENI
Necht na Z,, definujeme séitani a nasobeni takto: a+b=a+b, a-b=a-b (a,b€EZ).Pak Z,, je
komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem 1 .
Dikaz: (I) Z,, s operaci + je komutativni grupa s nulovym prvkem O :
Operace + je asociativni:
a+(b+c)=a+b+c=a+(b+c)
(@+b)+c=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)
Operace + je komutativni:
a+b=a+b=b+a=b+a.
0 je nulovy prvek:
a+0=a+0=a
Existence opacnych prvku:
a+(—a)=a+(—a)=0
(vSimnéme si, Ze —a=—a)
(IT) Operace - komutativni, asociativni, 1 je jednotkovy prvek: Postupuje se obdobné jako v &asti (I).
(IIT) Operace - je distributivni vzhledem k operaci + :
a(b+c)=a-b+c=a-(b+c)=a-b+a-c, ab+ac=ab+

1.2.21 TVRZENI
Necht m je celé &islo, m>1 . Plati: Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.
Dtikaz:
= : Necht d je celé &islo, d >0, d|m . Chceme: d =1 nebo d =m .
m=d-e prongjaké e€Z , e>0.
Ziejmé 0=m(m) . Takze 0=m=d-e=d-e . Protoze Z,, je téleso, je Z,, obor integrity (viz
1.2.10.)a d =0 nebo e=0.
Necht d =0.Pak d =0(m), ml|d . Protoze d|m ,je d=m .
Necht e=0.Pak e=m, d=1.
<: Z,, je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem (1.2.20). Jelikoz Z,, ma m prvkl
(1.2.18.), je okruh Z,, aspoii dvouprvkovy. S ohledem na 1.2.10. zbyva dokézat: Jestlize a-b=0 , pak
a=0 nebo b=0.Pocitejme: 0=a-b=a-b, 0=a-b(m), mla-b . Jelikoz m je prvocislo, m|a

nebo mlb .V ptipadd mla mame a=0(m), a=0.V ptipadé m|b mame b=0.

Pro ilustraci uvedeme tabulky operaci s¢itani a nasobeni v okruzich Zs a Z .

+ 0 1 2 3 4 o 1 2 3 4
o,0 1 2 3 4 0,0 O 0 0 O
111 2 3 4 0 1,0 1 2 3 4
202 3 4 0 1 2,0 2 4 1 3
3 /3 4 0 1 2 30 3 1 4 2
4 14 0 1 2 3 4 10 4 3 2 1




+ 0 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 53
o 0 1 2 3 4 5 0,0 O O 0 0 O©
11 2 3 4 5 0 10 1 2 3 4 5
2,2 3 4 5 0 1 2 .0 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 3,0 3 0 3 0 3
4 14 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
55 0 1 2 3 4 5,0 35 4 3 2 1

Z; je téleso (viz 1.2.21.); Z4 je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem 1 (1.2.20.),
avSak neni to obor integrity, nebot’ naptiklad 3-4=0 .

1.3. Usporadani

1.3.1 DEFINICE
Uspotadani je relace (na n¢jaké mnozing), ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Mnozina, na
niz je definovano uspofadani se nazyva uspotradand. Usporadani budeme vétSinou oznaCovat symbolem
< .Je-li a<b ,budeme fikat, Ze a je mensinebo rovno b .Je-li a<b a a#b ,piseme a<b a
fikame, Ze a je mensinez b . Relace inverznik < a < budeme oznaovat symboly > a >.Je-li
a<b nebo b=<a,pakprvky a, b jsou porovnatelné. Pokud neplati ani a<b ,ani b<a, prvky
a, b jsou neporovnatelné.

1.3.2 DEFINICE
Necht' A je usporadana mnozina, X €A . Prvek x se nazyva minimalni prvek mnoziny A , pokud
neexistuje zadné y €A splijici podminku y<x . Jinymi slovy, pokud pro viechna y €A plati:
jestlize y<x,pak y=x.Obdobné se zavadi pojem maximalni prvek mnoziny A .

1.3.3 DEFINICE
Necht A je uspotadana mnozina, BE A, x€A . Prvek x se nazyva horni hranice (horni odhad,
horni mez) podmnoziny B v mnoziné A, pokud pro kazdé y€B je y<x.Podmnozina B se
nazyva shora omezend, existuje-li v mnoziné A aspoi jedna horni hranice mnoziny B . Obdobné se
zavadéji pojmy dolni hranice podmnoziny a podmnozina zdola omezena. Je-1i podmnozina zdola
omezend a soucasné shora omezena, pak se nazyva omezena.

1.3.4 DEFINICE
Necht A je uspofddana mnozina, BE A . PodmnoZina B se nazyva fetézec, pokud pro kazda
x, YEB je x<y nebo y<x (kazdé dva prvky z B jsou porovnatelné). Retézec B se nazyva
maximalni, jestlize neexistuje Zadny fetézec CS A spliujici B C (tj. B&EC, B#C).

1.3.5 DEFINICE
Uspotradand mnozina, v niz kazda neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek se nazyva dobie
usporadana mnozina.

Piipomeiime Ze mnozina @ (A), ktera sestavé ze viech podmnozin mnoziny A , tedy
® (A)={X|X<SA}, se nazyva potence mnoziny A .

1.3.6 DEFINICE
Funkce ¢ , definovana na mnoziné ® (A) , pro kterou plati (X€® (AAX#H)=>p(X)eX, se
nazyva selektor na mnoziné @ (A) .
Je-li mnozina A kone&na, pak Ize (aspon teoreticky) sestrojit selektor na mnoziné @ (A) . Necht
napiiklad A={a, b, c|.Pak ® (A)={H,(a}, (b}, (¢}, |a, b], a, ¢}, |b, c], (a, b, c}]



X P (X)
)] Na této hodnoté nezalezi
la) 1 moznost: a
[b] 1 moznost: b
{c] 1 moznost: ¢

{a, b) 2 moznosti: a, b

la, c} 2 moznosti: a, ¢

(b, cf 2 moznosti: b, ¢

{a, b, c] 3 moznosti: a, b, ¢

Pokud odhlédneme od hodnoty ¢ (&), existuje celkem 1-1-1-2-2-2-3=24 selektorti na mnoziné
®(A).

Problém je s existenci selektoriina @ (A) , je-limnozina A nekone¢na. Tento problém obejdeme

prijetim nasledujiciho axiomu.

1.3.7 AXIOM VYBERU
Na kazdé potencni mnozin€ existuje selektor.

1.3.8 ZERMELOVA VETA
Kazdou mnozinu Ize dobfe uspotadat.

1.3.9 HAUSDORFFOVA VETA
Kazdy fetézec usporadané mnoziny je obsazen v nékterém maximalnim fetézci.

1.3.10 VETA KURATOWSKEHO — ZORNOVA
Je-li kazdy fetézec usporadané mnoziny shora omezeny, je kazdy prvek mensi nebo roven nékterému
maximalnimu prvku.

1.3.11 TVRZEN(
Zermelova véta, Hausdorffova véta, a véta Kuratowského - Zornova jsou ekvivalentni s axiomem
vybeéru.
Dukaz:
(D) Z axiomu vybéru plyne Zermelova véta.
Viz A. G. KUROS, Kapitoly z obecné algebry, Academia, Praha, 1977, strany 23-24.
(IT) Z Zermelovy véty plyne Hausdorffova véta.
Viz A. G. KUROS, Kapitoly z obecné algebry, Academia, Praha, 1977, strany 24-25.
(II) Z Hausdorffovy véty plyne véta Kuratowského — Zormova.
Necht M je uspofadana mnozina, @ €M . Hledame prvek bEM splitujici dvé podminky: (x)a<b ,
(B) b je maximalni
Uvazme fetézec A={a] . Dle Hausdorffovy véty existuje maximalni fetézec C takovy, ze ASC .
Kazdy fetézec usporadané mnoziny M je shora omezeny. Existuje tedy prvek bEM , jenZ je horni
hranici fetézce C . Ukéazeme, ze b spliiuje podminky () a ()
ad (o ): Jelikoz b je horni hranici mnoziny C,je x<b pro kazdé x€C.Ovsem a€A SC, takze
aeC, a<b
ad ( B ): Piedpokladejme, ze prvek b maximalni neni. Existuje tedy d € M, b<d . Uvazme mnozinu
D=CU{d | . Mnozina D je fetézec: Zvolme libovolné x, yE€D . Chceme: x<y nebo y<x.
Rozlisime 4 piipady:
(1) x, yeC
2) xeC, y=d




3) yeC, x=d

4) x=y=d.

ad (1): Jelikoz C je fetézec, mame X<y nebo y=<x.

ad (2): b je horni hranici mnoziny C , takze x<b .Také b<d=y  takie x<y.

ad (3): Obdobné jak v ptipade (2) se dokaze, ze y<x.

ad (4): Protoze x=y ,nutné¢ x<y.

Dale vidime, ze d €C . Kdyby totiz platilo d €C , byloby d <b (b je horni hranici mnoziny C)a
tedy b=d (vime totiz, ze b<d ). To by vSak byl spor s faktem b<d .

Protoze d €C ,je CcD .Avsak D je fetézec, spor (piedpokladali jsme, Ze C je maximalni fetézec).
Nutné tudiz prvek b je maximalni.

(IV) Z véty Kuratowského — Zornovy plyne axiom vybéru:

Viz A. G. KUROS, Kapitoly z obecné algebry, Academia, Praha, 1977, strana 25.

1.3.12 POZNAMKA
Je snadné dokazat, ze z Zermelovy véty plyne axiom vybéru. Predpokladejme platnost Zermelovy véty.
Ukazeme, Ze plati axiom vybéru. Necht A je libovolna mnozina. Je tieba sestrojit selektor ¢ na
mnoziné @ (A) . Definujeme funkci ¢ takto: Necht BE® (A) . Pak

¢ (B)=
(I) COKOLI pokud B=4
(IT) nejmensi prvek mnoziny B pokud B# 0



