Kapitola 8 — Aplikace probrané teorie

8.1. Frobeniova véta

8.1.1. VETA (Frobeniova)
Necht' T je téleso, m, neN, a,,€T be€T (i=1,2,...,m,j=1,2,...,n). Uvazme
nasledujici soustavu rovnic:

a,x,ta,;x,+-+a, x
Ay X +a,, X, ++a,,  x

:b1
:b2

n

’ (*)

aml.x1+an12.x2+“ .+amn"xi :b

Necht A€T,, , je matice soustavy ( * ), 4,€T, .., je rozsifena matice soustavy ( * ),

a; ap a, ayy ap a,, b,
A=|%1 92 s, A =% 9» a,, b,
b r

aml Ao amn aml amZ amn bm

Plati: Soustava ( * ) ma aspon jedno feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz 4 (A)=h(4,) .

Dukaz: Ozna¢me
a\=(a,, @y ...y a,y)
a,=(a,y, aysy .. a,,,)

mn)

E :(bla bZa Ty bm)

Protoze h(A)=h(A") (viz 5.3.5.), méme h(4)=dim((a@,, @,, ..., T,}) .

Protoze h(A,)=h ( ) (viz 5.3.5.), mame h (A4 dzm<{a’ a, ..., a, I;}>

(I) Necht soustava ( * ) ma aspoil jedno feseni.

Existuji ¢, ¢y, ...y ¢, €T | b=cyd,+cyar+ +c, a, .

L a)eld@, @, ... @, b)).

ovsem (@,, @, ..., @,, bIC((@,, @, ..., @), takze ([T, @y, ..., @), b))<((@), @y ..., T,)).
\=((a@, @ ..., @, b)), h(4)=h(4,).

—

a,=(a,,, ay,, -,

N

Ztejmé ((a), @, .

—_——

Celkem <{Zf1, ayy ey @,
(II) Necht' h(A4)=h(4,) .
Jeﬂl,%,m,awgﬂa,i,”” nzmammua Ty ... @))=dim| (T, @, ..., @), D))
Z toho plyne, Ze <{c_1’1, a,, < ld,,d,, ..., a, l;}> Pak b€<{a1, sy ...y a,,}> . Existuji
tedy ¢, ¢35 ..., ¢, €T, h= cy a1+02 a,+-+c,a, (viz2.2.7.). Vidime, Ze n-tice

(¢, €35 -5 €,) Fesi soustavu ( * ).

8.2. Cramerova véta

8.2.1. VETA (Cramerova)
Necht' T je t&leso, n€N, a,;, b,€T (i=1, ..., n, j=1, ..., n). UvaZme soustavu rovnic
a, ' x,ta,,x,++a, x,=b
=b,

n

Ay "X, ta,, X, ++a, x

(*)

a, x,ta,x,t-+a,, x,=b

n



Oznacme

ayp Gy " dy, Ay o 4y g b, Ay jv1 7 A,

d=[%1 G2 7 Gy, d =% a4y by a4,
. Jj . .

anl anZ ann anl an,]—l bn an,j+1 ann

(j=1,2,...,n).

Plati:

Jestlize d #0 , pak soustava ( * ) ma prave jedno feSeni. V tomto piipadé pak
dl d2 dn

x1=g, x2:7, ...xn=7 .

Dtikaz: Necht d#0 . Nejdiive ukazeme, ze soustava ( * ) ma feSeni. ZapiSeme soustavu ( * )
v maticovém tvaru: 4-X=8,

a;; dyp, o dyy, Xy b,

a a -ea X b

— 21 22 2n = 2 = 2

kde A . b X : 5 B :
anl an2 ann x” b"

d =|A|#0 , takze matice A4 je regularni a existuje matice 4~ (viz 7.4.3.25.6.4.).

Polozme X =4""-B. Ziskali jsme feSeni soustavy: 4-X=A-(4'-B)=(4-A"')-B=E-B=B.
Soustava ( * ) ma tedy aspoii jedno feseni;oznaéme ho (¢, ¢,, ..., ¢,) .

Zvolme libovolng j€(1, ..., n}, e, e,, ..., ¢, €T .

PoloZzme
Ay 0 Ay € Ay T 4y
A'=|%21 7 Gy € Ay T Gy
anl an,j—l en an,j-H ann

Spocitejme |A'| (pouzijeme rozvoj podle prvki j—tého sloupce - viz 7.3.3.a 7.2.1. (VI)):
|4 '|:z e D’
i=1

Ovsem D', =(—1)"-4", =(=1)"-4,,=D,, (viz73.2.), takze |4'|=) e D,,.
i=1

L

Dostali jsme toto:

(1) Zaij'Dij:d
i=1

2) 2.b:D,,=d,
i=1

(3) 2. a,'D, =0 pro k€[l, ..., n}, k+].
i=1

n
(Uvédomme si, ze Z a;;-D;; je determinant matice, jez ma 2 sloupce stejné — totiz sloupce
i=1

kaj).

Necht' j€(l, ..., n} . Vime, ze
a,;-¢c,tac,t+a,,c,=b |'D1j
4y ¢+ a,,cteta,, ¢, =b, |'D2j
anl.Cl+an2'62+.”+ann'cn:bn |'Dnj



cl'(a11'D1j+a21'Dzj+"'+an1'Dnj)
+Cz'(a1z'D1j+a22'D2j+'"+an2'Dn_;)

+cn~(a1n~D1j+ a2n~D2_].+--~+ann-Dn/):
=b,-D, +by D, +-+b,D, .

n n n n
cl'z ail'Dij+Cz'z aiZ.Di‘j+"'+Cj71'Z ai,j—l'Dij+Cj'z aij'Dij+Cj+1'Z ai,j+l'Dij+
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

+“'+Cn'z am'Di_;:z by D;;.
i=1 i=1

S ohledem na vztahy (1), (2), (3) dostavame

¢:0+c,,0+...4¢;, ;-0+c d+c;,-0+---+c,0=d .

cyrd=d,
d.
c]:d_j.

8.3. ReSeni systémii linearnich rovnic

8.3.1. VETA
Necht' T je téleso, m, neN, a, €T bE€T (i=1,2,..m, j=1,2, ...n). Uvazme
nasledujici soustavu rovnic:
a,;x,ta,,x,++a,, x,=b,

:b2

n

n

Ay "X Ty Xyt ta,, X

(*)
anzl'x1+an12.x2+. Tt amn.xn :bm .

Necht’ soustava ( ** ) vznikla ze soustavy ( * ) uzitim kone¢ného poctu nasledujicich uprav:
(1) Nahrazenim rovnice tou rovnici plus jina rovnice vynasobena néjakym prvkem télesa 7.
(2) Vyménou dvou rovnic.

(3) Vynésobenim rovnice néjakym nenulovym prvkem télesa T .

Pak soustava ( ** ) je ekvivalentni pivodni soustavé ( * ) v tom smyslu, Ze soustavy ( ** ) a
( * ) maji tataz feseni.

Dukaz:

Staci ukazat nasledujici:

Necht’ soustava ( ** ) vznikla ze soustavy ( * ) uzitim jedné z Gprav (1), (2), (3). Pak soustava
( ** ) je ekvivalentni soustaveé ( * ).

(I) Necht’ soustava ( ** ) vznikla uzitim tpravy (1).

Necht p, g€{l, 2, ..., m}, p#q, c€T . Necht soustava ( ** ) m4 tvar
a,;'x,ta,,x,++a,, x,=b,

(a, +ca,)x+(a,,tca,)x,+-+(a,,+ca,)x,=b,+cb,

a, X, +ta, x,+-+a, -x,=b,

anzl.x1+an12.x2+” .+amn'xn:bm'

Piedpokladejme, ze (y,, y,, ..., v,)ET", (¥1, Y25 ..., ¥,) fedisoustavu ( * ). Chceme
ukézat, ze (Vi Vs -oe v,) fesi soustavu ( ** ).



Pocitejme:
(ap1+c'aql)'yl+(ap2+c'aq2)'y2+'"+(apn+c'aqn)'yn:
:apl.y1+c'aq1'yl +ap2'y2+c'aq2'y2+”.+apn'yn+c.aqn.yn:
=(a, yta,, y,tta,, y,)tcla,, y+a,, y,++a, v,)=
:bp+c-bq.

Nyni naopak. Piedpokladejme, ze (¥, ¥y --.» V,)ET", (¥, ¥5s --os ¥,) Fesi soustavu ( ** ).
Chceme ukézat, ze (¥,, Vs, ..., ¥,) Tesisoustavu ( * ). Pogitejme:

Apyitayy y,tta,, y,=
=(a,yita,,y,tota,,y,)tela, yitagy v, +ota,, v,
—cla,yita v, tta, y,)=

=a, 'y, tca,yta,y,tea,y,++a,, y,+tca, y,—cb=
=(a,tcay)yitla,nteagn) yt+-+la,,+teag)y,—cb=

=b,+cb,—cb,=

=b

p*

(IT) Necht’ soustava ( ** ) vznikla uzitim Gpravy (2). Je ziejmé, Ze soustava ( ** ) je
ekvivalentni soustave ( * ).

(IIT) Necht soustava ( ** ) vznikla uzitim upravy (3).
Necht p€(l, 2, ..., m}, c€T, ¢#0 . Necht soustava ( ** ) ma tvar
a, ;' x;+ a,yx,+-+ a, x,=b,

ca,; X, tca,x,t+tea,, x,=cb,

n m*

a,,"x,+ a,,x,t-+ a,,x,=b

Predpokladejme, Zze (¥, V55 - ¥,)€T", (¥15 V55 > ¥,) Tedisoustavu ( * ). Chceme

ukazat, ze (V1> Vg -es ¥,) Fesi soustavu ( ** ). Poc¢itejme:
C.apl.y1+c.ap2.y2+...+c.apn.yn:

=cla, yita,y,+teta,, v,)=

=cb,.

Nyni naopak. Pfedpokladejme, ze (> V5> ---» ¥,)ET", (¥1s V2 ..., ¥,) Tedi soustavu ( ** ).

Chceme ukazat, ze (¥,» Vas ---s ¥,) Fesi soustavu ( * ). Pocitejme:
a,yita,,y,t-+ta, -y,=

=c hela, ytay yytta,, y,)=

:C_l'(c‘apl'yl“'c'apz')h‘l""+C'apn'J7n):

=c_1~c-bp:

=b

p*

8.3.2. VETA
Necht' T jetéleso, m, n€N, a,, €T beT (i=1,2,...,m, j=1,2, ..., n). Uvazme
nasledujici soustavu rovnic:
a, ' x,ta,,x,++a, x,=b

:bz

n

n

Ay "X, Fa,y Xy++a,, x

(*)

a,, x,ta,,x,+-+a, x,=b

m*



Necht' 4,€T,, ., je rozsifena matice soustavy ( * ),

a, a;, - a, b
_|a ay - oay, by

Ar_ .
aml am2 amn bm

Necht’ na matici 4, je aplikovan Gaussiiv-Jordaniv elimina¢ni algoritmus (viz 5.4.2.) a na
vystupu je ziskana matice 4, , nebo A, . Necht

a, a, = a, b ayy ap a, Zﬁ

A =|%1 Ga 0 Ay, b, 1 =% 9 a,, b,
r . 5 r .

aml Clm2 am” bm aml m2 amn bm

Uvazme nasledujici dvé soustavy rovnic:
a,;x,ta,x,++a, x,=b,

a,;"x,tay, x,++a,, x,=b

|38
~
*
*
~

a,,; x,ta,,x,+-+a, -x,=b,.

mr

B
3

a, - x,ta,x,+-+a,,

dy X dyy Xyt tdy, X, =0, (%%%)

a,, x,+a,,x,+--+a, -x,=b,.

Plati: Soustava ( ** ) je ekvivalentni soustaveé ( * ) v tom smyslu, Ze soustavy ( ** )a ( *)

J A

mayji tataz feSeni. Také soustavy ( *** ) a ( * ) jsou ekvivalentni.

Dukaz:

Gausstiv-Jordaniiv elimina¢ni algoritmus (5.4.2.) mlzZe provadét nasledujici Gpravy ve
zpracovavané matici:

(1) vyména dvou fadkt

(2) vynasobeni fadku nenulovym prvkem télesa 7'

(3) nahrazeni fadku timto fadkem plus jiny fddek vynasobeny néjakym prvkem télesa T .
Algoritmus provede pouze konecny pocet uprav (1), (2), (3). Tvrzeni véty nyni ihned plyne
z 8.3.1.

8.3.3. POZNAMKA
Véta 8.3.2. ukazuje, Ze k feSeni systémil linearnich rovnic miizeme pouzivat Gausstiv-Jordaniv

eliminacni algoritmus.

8.3.4. PRIKKLAD
Vyfeste soustavu rovnic nad télesem IR :

X,+ 3x;—x, =3

X, +3x,— x;+2x,=5
—2x,—5x,+2x;+x, =—4
—X;— X,+4x;+2x, =4



Reseni: Pouzijeme Gausstiv-Jordaniv eliminacni algoritmus:

o 1 3 -1 3 1 3 -1 2 5 1 3 -1 2 5
1 3 -1 2 5 o 1 3 -1 3 01 3 —-13
- - —
-2 =5 2 1 -4 -2 =5 2 1 -4 01 0 5 6
-1 -1 4 2 4 -1 -1 4 2 4 0 2 3 4 9
1 3 -1 2 5 1 3 -1 2 5 1 3 -1 2 5
o1 3 -13 /01 3 -1 3| _ (01 3 -1 3|_
0 0 -3 6 3 0 0 1 -2 -1 00 1 -2 -1
0 0 -3 6 3 0 0 -3 6 3 00 0 0 O
1 30 0 4 1 0 0 —15 —14
010 5 6| _ (010 5 6
0 01 -2 -1 0 01 -2 -1
000 0 O 0 00 O 0
Ziskali jsme tuto ekvivalentni soustavu rovnic:
X, —15x,=—14
x, +5x,=6
x;—2x,=—1
0=0
Vidime, ze zadana soustava ma nekone¢n¢ mnoho feSeni
(15p—14, =5p+6,2p—1, p), pER..
8.3.5. PRIKLAD
Vyfeste soustavu rovnic nad télesem IR :
X, +x,+2x,=—1
2x,—x,+2x,=—4
4x,+x,+4x,=-2.
Reseni: Pouzijeme Gausstiv-Jordaniv eliminaéni algoritmus:
112—1112—1113_21113_21
2—12—4—>0—3—2—2—>01§§—>01§§
4 1 4 =2 0 -3 -4 2 0 -3 -4 2 00 -2 4
1 1 2 -1 1 1 0 3 100 1
0122H0102H85?22
33 001 -2 a
0 0 1 =2
Ziskali jsme tuto ekvivalentni soustavu rovnic:
X, =1
X, =2 Vidime, ze zadand soustava ma pravé jedno feSeni (1 , 2, — 2) .

xX,=—2



8.3.6. PRIKLAD
Vyfeste soustavu rovnic nad télesem R:
X, +2x,+3x,=4
2x,+ x,— x;=3
3x,+3x,+2x,=10.
Reseni: Pouzijeme Gausstiv-Jordantiv elimina¢ni algoritmus:

1 2 3 4 1 2 3 4 b2 g 451 !
21—13—>0—3—7—5—>01§§—>0
33 2 10 0 -3 -7 =2 0 -3 -7 _» 0
1234 1230 1020
0 1 73 0 1 7 3
337 30 7o Lo
0 0 0 1 00 0 1 3
0 0 0 1
Ziskali jsme tuto ekvivalentni soustavu rovnic:
5
X, —3—x3=O
7
x2+3—x3=O
0=1.

Vidime, ze zadana soustava nema zadné feSeni.

S W3 W

W Wl



8.4. Homogenni systémy linearnich rovnic

8.4.1. VETA
Necht' T jetéleso, m, n€N, a;, €T (i=1,2,...,m, j=1,2,...,n).
Uvazme nasledujici homogenni soustavu rovnic:

a,,-x,ta,,x,++a,, x,=0
a,;"X,ta,, x,++a,, x,=0 ()

anzl'x1+an12.x2+” '+amn.xn:0 .

Necht' A€T,, , je matice soustavy ( * ),

a; 4y a,
A=|%1 92 a,,
aml amZ amn

Necht W je mnozina vSech feSeni soustavy ( * ).
Pak W je podprostor vektorového prostoru 7" a plati vztah dim W=n—h(A4) .

Dtkaz: Polozme U=T", V=T" . Definujeme zobrazeni ¢ .U — V' timto pfedpisem:
e (X)=%4" (xeU).

(I) ¢ je homomorfismus:

Necht X, JEU.Pak @ (3+7)=(34+7)- A =%A"+7-A"=p(X)+¢(7)
Necht X€U, c€T.Pak @(c-X)=(c-%)-A =c (34" )=c-p(F)
(II) Ker o :
Necht X€U . Plati:
X€Kerpe p(x)=0
=% A4"=0
( AN)'=(0)"
N\T
4(%)"=(0)
a, X, ta,x,tta,x, 0
PN azl'x1+a22'x2+"'+a2n'xn = 0
a, - x +a Xyt ta, 0

< X fesi soustavu (*)
oxelW

(IIT) Dasledek: W je podprostor vektorového prostoru U (viz 2.7.4.)
ay, dy o a ﬂ:<allaa21a-- s dy)

a
b,=(a,,, ay,, ..., a,,)

ml

r_|a a e a v ,
A'=|%12 S m2| Zavedeme oznadeni

|

S
I

aln aZn amn n <a1n’ aZn’ o amn)



=((x;a,,+xya,++x,a,, X0, +Xya,,++x, a5, ...,
xa,, +x,a,,++x-a, )| x;, Xy ..., x, €T}

={x;(a,;, Gypr oer @) FX,7(a1y, Ayyy vy @,,)+oF

x,(a,,, ayy, ..., a'”_".) |x1, X5y ..., x,ET}

:[xl'l;:""xz'gz"'"'xn'bn | X1, xp, ey X, €T
=({b,, b,, ..., b,}).

(V) dim (Imp)=h(A):

dim (Im @)=dim ({(b,, b,, ..., b,}))=h(A")=h(4).
Ptedposledni rovnost plyne z definice hodnosti matice (definice 5.3.2.), posledni rovnost pak
plyne z véty 5.3.5.

(VI) Disledek: Dle véty 3.2.3. plati: dim (Ker @ )+dim(Im@)=dimU .
Tedy dimW +h(A)=n.



