Zaklady teorie grup

Martin Kufil

Abstrakt

Text je vhodny pro samostudium a jako studijni opora pro studenty
distan¢ni a kombinované formy studia. V textu jsou vylozeny zaklady
teorie grup od zavedeni pojmu grupy az po nékteré hlubsi vysledky
(Sylowova véta, popis vSech koneénych komutativnich grup). Vyklad je
veden ve volném tempu a je provazen mnoha piiklady. Dtkazy tvrzeni
a vét jsou az nezvykle podrobné.
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1 Zakladni pojmy

1.1 Definice grupy

V celém textu budeme pouzivat néasledujici oznaceni pro ¢iselné mnoziny:
e N zna¢i mnozinu v8ech pfirozenych ¢isel bez nuly, N = {1,2,3,...}
e Nj zna¢i mnozinu v8ech pfirozenych ¢isel s nulou, Ng = {0,1,2,3,...}
e 7 zna¢i mnozinu vsech celych ¢isel, Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}
e (Q zna¢i mnozinu vsech racionalnich cisel
e R znac¢i mnozinu vsech realnych cisel

e C znac¢i mnozinu vSech komplexnich c¢isel

Q™ znadi mnozinu vSech kladnych raciondlnich cisel

R* znac¢i mnozinu vsech kladnych realnych ¢isel

S zna¢i mnozinu vsech sudych celych ¢isel, S = {...,—4,-2,0,2,4,...}
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e (Q* znac¢i mnozinu vSech racionalnich cisel bez nuly
e R* znac¢i mnozinu vsech realnych ¢isel bez nuly

e C* znac¢i mnozinu vSech komplexnich ¢isel bez nuly

Mohutnost (kardinalitu) mnoziny M budeme znadit card(M). Specielné,
jestlize M je konefna mnozina, pak card(M) ozna¢uje pocet prvki mnoZiny
M.

V kapitole 1 jsou opravdu uvedeny zakladni pojmy a poznatky. Dale, v
prubéhu vykladu, je budeme pouzivat zcela bézné, velmi casto bez odkazu
na prislusnou definici, tvrzeni ¢i vétu.

1.1.1. Definice. Necht A je mnozZina. Zobrazeni mnoziny A x A do mnoziny
A se nazyvéa (binarni) operace na mnoziné A. Je-li * operace na mnoziné
A, pak misto *((z,y)) piSeme x * y (pro vSechna x,y € A).

1.1.2. Definice. Necht * a [J jsou binarni operace na mnoziné A.

1. Rikdme, Ze operace * je asociativni, pokud pro vSechna z,y,2 € A
plati
rx(yxz)=(r*y)* 2.

2. Rikdme, Ze operace * je komutativni, pokud pro vSechna z,y € A
plati
THRY=1Y*T.

3. Rikame, Ze operace (I je distributivni vzhledem k operaci *, pokud
pro vSechna x,y, z € A plati

20y * 2) = (20y) * (z02), (y * 2)0z = (yOx) * (202).

4. Necht e € A. Rikdme, 7e e je neutralni prvek operace *, pokud pro
vSechna x € A plati
exTr =T, T*xe=zI.

5. Nechf e, z,y € A, e je neutralni prvek operace *. Rikdme, Ze prvek y je
inverzni (inverze) k prvku z vzhledem k operaci *, pokud plati

TxYy=e, yxxr =e.



1.1.3. Tvrzeni.
1. Kazdd operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

2. Pro kaZdou asoociationi operaci s neutralnim prvkem plati: Ke kaZdemu
prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni.

DUKAZ.

1. Necht * je operace na mnoziné A. Necht eq, ey jsou neutralni prvky
operace *. Chceme: e; = eq. Pocitejme: e; = e; *xeg = ey (prvni rovnost
plyne z toho, Ze ey je neutralni, druha rovnost plyne z toho, ze e; je
neutralni).

2. Nechf * je asociativni operace na mnoziné A s neutrdlnim prvkem e.
Necht z, 41, y2 € A, y; ays jsou inverze k x. Checeme: y; = y5. Pocitejme:

=11 xe=y x (xxys) = (Y1 *T) kY2 = € * Yo = Yo.

V ptipadé binarnich operaci se velmi casto pouziva multiplikativni nebo
aditivni symbolika.

Multiplikativni symbolika: Operace se znac¢i - a nazyva se nasobeni.
Neutralni prvek se znac¢i 1 a nazyva se jednotkovy prvek. Inverzni prvek k
prvku z se zna¢f 27! nebo 1.

Aditivni symbolika: Pouziva se predevsim pro komutativni operace.
Operace se znaci + a nazyva se sc¢itani. Neutralni prvek se znaci 0 a nazyva
se nulovy prvek. Inverzni prvek k prvku x se znac¢i —x a nazyva se opacny
prvek k prvku z.

1.1.4. Definice. Grupa je mnozina spolu s binarni operaci, jez je asocia-
tivni, ma neutralni prvek a kazdy prvek ma prvek inverzni.

1.1.5. Tvrzeni. Necht G je grupa, x,y € G. Plati:
1. (z7H) =2
2 (@-y) =y 0!

(Pouzili jsme multiplikationi symboliku.)

DUKAZ.



1. Dikaz prenechdvdme ctendri.

2. Je treba ukdzat, Ze plati dve rovnosti: (z-y) - (y™ ' a7 =1, (y*-

7Y (z-y) = 1. Pociteyme:
(z-y) o )=z (yy)a'l=0-12 =027 =1,
') @y)=y @) y=y - ly=yly=1

-1 1

Nyni tfi poznamky k terminologii a jedna k symbolice:

1. Grupa s jednim prvkem se nazyva trivialni. Grupy, které maji vice
nez jeden prvek, se nazyvaji netrivialni.

2. Rikdme, Ze grupa je komutativni (neboli Abelova), pokud binérni
operace v grupé je komutativni.

3. Pocet prvku konecné grupy G nazyvame fad grupy G. Tedy fad grupy
G je ¢islo card(G).

4. Jestlize pouzivame multiplikativni symboliku, pak misto x - y casto

piseme xy (tyka se to samoziejmeé libovolnych prvku z,y).

1.1.6. Tvrzeni. (zdkony o kraceni) Bud G grupa, z,y,z € G. Pak plati:
1. Jestlize vy = xz, pak y = 2.

2. Jestlize yxr = zx, pak y = z.

DUKAZ.

1. Necht zy = xz. Pak

y=1ly=(z'2)y=aYay) =2 (22) = (2 ')z = 12 = 2.

2. Obdobné jako c¢ast 1.



Necht G je konecnd grupa fadu n, G = {ay, as, . . ., a, }. Multiplikativni
tabulka (tabulka nasobeni) grupy G je nasledujici schéma:

aq a9 (07%
ap|ar-ap ap-az ... Qaq-Qap
Q2 [ Ao - A1 Q2 °-A2 ... Q2 Qap
Ap | Ap A1 Ap - QA2 ... Q- Qp

V kazdém radku multiplikativni tabulky jsou vypsany v urcitém poradi
vSechny prvky grupy G. Zduvodnéni: Necht i € {1,2,...,n}. Tvrdime, ze
prvky a; - aq,a; - as, ..., a; - a, jsou navzajem rizné. Kdyby tomu tak nebylo,
bylo by a; - ay = a; - a; pro né&jaka k,l € {1,2,...n}, k # [. Pak by ovSem
bylo ar = a;, k = [ (uzili jsme zakon o kraceni), coz by byl spor.

Obdobneé plati, ze v kazdém sloupci multiplikativni tabulky jsou vypsany
v ur¢itém poradi vSechny prvky grupy G.

Byva zvykem sestrojovat multiplikativni tabulku tak, Ze a; je neutralni
prvek.

1.1.7. Piiklad. Bud G C C, G = {1,4, —1, —i}. Snadno se lze presvédcit, ze
pro vSechna z,y € G je x -y € G (operace nasobeni je zde obvyklé nasobeni
komplexnich ¢isel). Tudiz: ndsobeni komplexnich ¢isel je operace na mnoziné
G. Tato operace je asociativni, mé neutralni prvek 1 a ke kazdému prvku
existuje prvek inverzni (17! = 1, i1 = —i, (=1)7' = -1, (=)~ = 1).
Pravée jsme ovérili, ze G spolu s operaci nasobeni komplexnich ¢isel je grupa.
Sestrojime multiplikativni tabulku grupy G:

1 ¢ -1 —
1171 ¢+ -1 —i
l . =1 —1 1

-1|/-1 —2 1 3

- | =t 1 ¢ =1

Uvedeme nyni nékolik mélo ptrikladi grup. V této souvislosti upozornu-
jeme, zZe cela druha kapitola tohoto studijniho textu je vénovana piikladim

grup.
1.1.8. Priklad.



1. Mnoziny S, Z, Q, R, C spolu s operaci sc¢itani jsou nekonec¢né komuta-
tivni grupy. Neutralnim prvkem je ¢islo 0.

2. Mnoziny Q*, R*, C*, Q*, R" spolu s operaci ndsobeni jsou nekonecné
komutativni grupy. Neutralnim prvkem je ¢islo 1.

3. Prikladem konec¢né grupy je grupa trivialni, tj. grupa obsahujici pouze
neutralni prvek 1. Netrivialni konecna grupa je napiiklad grupa radu 4
uvedena v 1.1.7.

1.2 Mocniny
1.2.1. Definice. Necht G je grupa, a € G, k je kladné celé ¢islo. Klademe

1.2.2. Tvrzeni. Necht G je grupa, a € G, k,l jsou kladnd celd cisla. Pak
plati:

DUKAZ.
1 ak al:(a_”a).(a”'a>:a”.a:ak‘—i-l
= = N——
k l k+1
2. (a*)!'=(a...a)-(a...a)...(a...a) =a...q=a"
k k k k-l

1.2.3. Tvrzeni. Necht G je grupa, a € G, k je kladné celé ¢islo. Pak plati:

(a—l)k; — (ak)—l.

DUKAZ. Postupujme indukci vzhledem ke k.
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1. Necht k = 1. Plati: (a ) =a™!, (a')' =a™l.

2. Necht k > 1. Indukéni predpoklad: (a=1)* = (a®)~1.
Chceme: (a=1)F1 = (a*1)~L. Pocitejme:

(ak—i-l)—l — (ak . CL>_1 — a—l . (ak)—l — a—l . (a—l)k — (a—l)k—i-l'

1.2.4. Definice. Necht G je grupa, a € G, k je zdporné celé ¢islo. Klademe

a®=1,ad"=(a ) *= ("""

1.2.5. Véta. Necht G je grupa, a € G, k,l jsou celd ¢isla. Pak plati:

DUKAZ.

1. Jestlize k = 0, pak

a¥-d=a-d=1-d=a

P R R

Jestlize [ = 0, pak
a*-al=d"-a’=d"-1=a
aFH — gk t0 — gk

Necht tedy k& # 0, [ # 0. Rozdélime ditkaz do ¢tyf ¢asti:
(I) k>0,1>0

(I) k>0,1<0

(IIT) k< 0,1>0

(IV) k<0,1<0

ad (I): Tvrzeni plyne z 1.2.2.

ad (II): Rozdélime dtikaz do t¥i ¢asti:

> —l

l
)

k

)

k
k
k



ad (III): Rozdélime dikaz do t¥i ¢asti:
(a) —k <
(b) —k =1
(c) =k >1

ad (a):a*-a' =g '...al-a...q=ad"F =g

“k I
ad (b): a*-al=g'...a'- a=1=a’=a"
! I
ad (c):d*-dl =g . .al-a...q=(a"")F = (a7!) ") = gkH
— e

2. Jestlize k = 0, pak
(ak)l — <a0)l — 1l — 1’
bt =a% = a® = 1.
Jestlize [ = 0, pak
(b)) = (a) = 1,

bl = a0 =a = 1.
Necht tedy k # 0, [ # 0. Rozdélime ditkaz do ¢tyf ¢asti:

() k>0,1>0

(I) k>0,1<0

(IIT) k< 0,1>0

(IV) k <0, 1 < 0.

ad (I): Tvrzeni plyne z 1.2.2.

ad (1) (a4)! = ((a*) )1 = (D) = (a:0)1 = g

ad (I1I): (a ) (@) ) = ()P = (a7) ) = oM

ad (IV): (a")! = Ma ” )l = ((( ) N7 = (e )P D) =
(™D = ((@") ™)~ =’

1.2.6. Definice. Necht G je grupa, a € G. JestliZe existuje kladné celé ¢islo
k takové, ze a* = 1, pak ¥Ad prvku a je min{k € N| a* = 1}. JestliZe pro
véechna kladna cela ¢isla k je a* # 1, pak ¥ad prvku a je co.

1.2.7. Tvrzeni. Necht G je konecnd grupa adu n. Pak vSechny prvky grupy



G mayji konecny tad mensi nebo rovny ¢islu n. (Poznamka: Uvidime pozdéji,
Ze Tdd kazZdého prvku grupy G déli c¢islo n.)

DUKAzZ. Bud a € G. Prvky 1,a,a?,...,a" nemohou byt navzijem riizné,
nebot by to znamenalo, Ze G ma vice nez n prvku. Existuji tedy i,j €
{0,1,...,n} tak, ze a' = a’,i < j. Paka'-a " =a’-a",a® =/, 1 = a’ ",

Polozme k = j —i. Je k celé &islo, k > 0, a* = 1, k < n. Ziejmé tedy prvek
a ma rad mensi nebo roven ¢islu n.

1.2.8. Priklad.

1. Pro kazdy prvek a grupy G plati:
prvek a mé rad 1 pravé tehdy, kdyz a = 1.

2. V libovolné grupé jsou fady prvki a, a~! stejné. Zdtvodnéni: Necht k
je celé ¢islo. Pak
a® = 1 pravé tehdy, kdyz (a=1)F = 1.

1.2.9. Poznamka. Pii pouziti aditivni symboliky misto a™ pisSeme na. Bud
a prvek grupy C (s operaci s¢itani), bud n celé ¢islo. Pak na =n-a (zde n-a
oznacuje soucin celého ¢isla n a komplexniho ¢isla a). Zdivodnéni rozdélime
na 3 pripady:

(I)n=0

(Il) n >0

(II1) n < 0.

ad (I): Oa = 0 (viz definici 1.2.4.), 0-a =0

ad II):na=a+---+a=1+---+1)-a=n-a
ad (IIT): na = (—n)(—a) = (—n) - (—a) =n - a.

1.2.10. Piiklad. Uvazme grupu Z s operaci s¢itani. Cislo 0 ma ¥ad 1, ostatni
¢isla maji fad oo (pro kazdé kladné celé ¢islo k a kazdé x € Z, x # 0, totiz
mame k- x # 0).

1.2.11. Priklad. Uvazme grupu C* s operaci nasobeni. Najdéme vsechna
¢isla fadu 4. Jestlize z € C*, x ma ¥ad 4, pak 2* = 1. Takze x € {1,4,—1, —i}.

Pocitejme:
=1
il =4,i2=—1,=—i,i*t=1
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(-D)'=-1(-1)2=1

(=)' = —i, (=) = -1, (=i’ =4, (—1)* = 1

Zjistili jsme, ze 1 ma 7ad 1, 7 ma rad 4, —1 ma 7ad 2, —i ma 7ad 4. Uzavirame:
grupa C* méa dva prvky tadu 4, totiz ¢ a —1.

Podivejme se jesté na umocnovani prvkia v komutativnich grupach. Sa-
moziejmé, dosud uvedend pravidla plati ve vSech grupach, tedy také v ko-
mutativnich. Avsak v komutativnich grupach navic plati

1.2.12. Vé&ta. Necht G je komutativni grupa, a,b € G, k je celé ¢islo. Pak

(a D) =d"- V"

DUKAZ. Rozdélime dikaz na t¥i pfipady:

(I) k>0

(I) k=0

(IT) & < 0

ad (I): Postupujme indukci vzhledem ke k.

Necht k = 1. Pak (a-b)' =a-b,a'-b' =a-b.

Necht k& > 1. Indukéni predpoklad: (a - b)* = a* - b*. Chceme: (a - b)Ft =
a* Tt pE+L Pocitejme: (a-b)**t = (a-b)*-(a-b) = a*-V*-a-b = (a*-a)-(V*-b) =
ak+1 . bk+1.

ad (II): Je (a-0)°=1,a"- 0" =1-1=1.

ad (III):Budeme pocitat a pii vypoctu pouzijeme jiz dokdzanou ¢ast (I):
(CL . b)k — ((a . b)fk)fl — (aik . bfk)fl — (bfk)fl . (afk)fl — bk . ak — CLk . bk

Necht G je grupa, a € G, a ma konecny fad n. Je a™ = 1. Zabyvejme se
nyni uréenim vsech celych &isel k splitujicich a* = 1.

1.2.13. Tvrzeni. Necht G je grupa, a € G, a md konecény vdd n. Pro kazdé
celé cislo k plati
a* =1<+=n/k.

DUKAZ.
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1. Piedpoklddejme, Ze a* = 1. Vydélme se zbytkem ¢islo k néislem n.
Existuji cela ¢isla ¢, r, 0 < r < n, spliujici £ = ng + r. Potom

akZGHQ+r:(an)q-G/T:1q'ar:1‘a/7l:ar-

Takze a" = 1. Jelikoz 0 < r < n a n je fad prvku a, musi byt » = 0.
Takze k = ng, n/k.

2. Predpokladejme, ze n/k. Existuje tedy celé ¢islo ¢ spliujici & = ng.
Potom
a* =a" = (a")1=17=1.

1.3 Homomorfismy

1.3.1. Definice. Necht Gy, G5 jsou grupy, ¢ : G; — Gs. Zobrazeni ¢ se
nazyva homomorfismus grupy G; do grupy G, pokud pro vSechna z,y €
G1 plati

p(x-y) = p(x) - o(y).

1.3.2. Tvrzeni. Necht Gy, Gy jsou grupy, ¢ : G; — Go je homomorfismus.
Plati:

1 op(1) =1
2. p(x™1) = (p(x)) (pro libovolné x € G ).

DUKAZ.

Loo(1) =@(1-1) = (1) - ¢(1), takze ¢(1) - 1 = (1) - ¢(1) a pouzijeme
zékon o kraceni.

2. ¢(x) - (p(z)) "t =1 = (1) = p(z-27") = p(z) - p(z™") a pouzijeme

zékon o kraceni.

1.3.3. Tvrzeni. Necht G1, Go, G3 jsou grupy, ¢ : G1 — G, ¥ : Gy — G3
jsou homomorfismy. Pak o : G; — G3 je homomorfismus.

DUKAz. Budte z,y € G1. Pak (p¢)(z - y) = ¥(p(z - y)) = ¥(p(r) - ¢(y)) =
V() - b(e(y)) = (p) (@) - () (y).
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1.3.4. Priklad. Necht G, G5 jsou grupy. Definujeme zobrazeni ¢ : G; — Gj.
Pro kazdé x € G polozime p(z) = 1. Pak ¢ je homomorfismus. Zdtvodnéni:
Budte z,y € G;. Pak p(x - y) =1, p(z) - p(y) =1-1=1.

1.3.5. Pfiklad. Necht ¢ : Z — Z, p(x) = 3 - x pro kazdé = € Z. Pak ¢ je
homomorfismus. Zdtvodnéni: Budte =,y € Z. Pak p(x +y) =3 - (x + y) =

3-x+3-y=p)+ey).

1.3.6. Priklad. Uvazujme grupu Z s operaci s¢itani a grupu Q* s operaci
nasobeni. Definujme zobrazeni ¢ : Z — Q* takto:

(z) = 1 z€8
PI=Y 21 zez—s.

Pak ¢ je homomorfismus grup. Zdtvodnéni: Zvolme libovolné x,y € Z. Po-
tiebujeme, aby p(z + y) = ¢(x) - ¢p(y). Rozlisime 4 piipady:

(I) x je sudé, y je sudé

(II) = je sudé, y je liché

(III) z je liché, y je sudé

( V) x je liché, y je liché.

d (I): Cislo = + y je sudé. Takze p(z +y) =1, p(x) - p(y) =1-1=1

ad (II): Cislo z +y je liché. Takze p(x+y) = —1, p(z)-p(y) = 1-(—1) = —1.
ad (II1): Cislo z+y je liché. Takze p(x+y) = —1, p(z)-¢(y) = (=1)-1 = —1.
ad (IV): Cislo x+y je sudé. Takze p(x+y) =1, p(z)-¢(y) = (—1)-(—=1) =1

Zabyvejme se nyni otazkou, kdy dvé grupy G, G5 jsou v podstate stejné, i
kdyz tfeba maji jiné prvky. Predpokladejme nejdiive, ze grupa G je konecna
fadu n. Pak zfejmé grupa (G5 musi byt kone¢na a musi mit stejny pocet
prvki jako Gy, tj. G5 mé fadd n. Necht grupa G; mé prvky aq,as,...,a,
Jestlize grupa GG, je v podstaté stejna jako grupa (1, pak prvky grupy Gs lze
sefadit do posloupnosti by, bo, . . ., b, tak, ze multiplikativni tabulka grupy G
je v podstaté stejnda, jako multiplikativni tabulka grupy Gs. Co tim minime?
Zvolme libovolné 4,j € {1,2,...,n}. V tabulce grupy G na pozici (i, j) je
prvek a;-a; = ay, v tabulce grupy G na pozici (4, j) je prvek b;-b; = b;. Jestlize
multiplikativni tabulka grupy G; je v podstaté stejnd, jako multiplikativni
tabulka grupy G, pak k = [. Setazeni by, bo, ..., b, dava bijekci ¢ : G; — G5
takovou, Ze p(ay) = by, p(ag) = be, ..., p(a,) = b,. Tato bijekce pro libovolna
i,7 €{1,2,...,n} spliuje

o(a; - aj) = p(ag) = b = b; - bj = p(a;) - p(a;).
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Shriime tedy, co jsme zjistili:

Jestlize dvé konecné grupy G, G jsou v podstaté stejné, pak existuje bijekce

¢ : G1 — G4 takova, Ze pro vSechna z,y € Gy je p(z - y) = p(z) - p(y).
Vyse uvedend tivaha nas motivuje k nasledujici definici. Pritom se jiz

neomezujeme na konecné grupy a slovni obrat ”grupy G, G jsou v podstaté

stejné” nahrazujeme obratem ”grupy (1, G5 jsou izomorfni”.

1.3.7. Definice. Necht G4, G5 jsou grupy. Rikame, Ze grupy G, G jsou
izomorfni, pokud existuje bijekce ¢ : G; — G5 spliujici

o(r-y) = () - oY)

pro vSechna x,y € G. To, ze grupy Gy, Gy jsou izomorfni, zapisujeme sym-
bolicky G; = (5. Zobrazeni ¢ nazyvame izomorfismus grupy G; na grupu
Go. (VSimnéme si, ze izomorfismus je totéz, co bijektivni homomorfismus.)

1.3.8. Tvrzeni. Necht G je grupa. Zobrazeni id : G — G dané predpisem
id(x) = x pro kazdé x € G, je izomorfismus.

DUKAZ. Dikaz pfenechavame ¢tenaii.

1.3.9. Tvrzeni. Necht G, G5 jsou grupy, ¢ : G1 — Go je izomorfismus.
Pak o' : Gy — Gy je izomorfismus.

DUKAZ. Ze zdkladfi matematiky vime, Ze ¢~ : G5 — G je bijekce. Zvolme
2,y € Gy. Checeme: oYz -y) = o 1(z) - ¢ (y). Protoze zobrazeni ¢ je
prosté, tak staci ukazat, ze (o 1z -y)) = p(p~H(z) - ¢ ' (y)). Oviem

ol Ha-y)) =z -y,

Pl (z) - o7 (W) = e~ (@)) - (e (y)) == -y

1.3.10. Tvrzeni. Necht G1, Go, G3 jsou grupy, ¢ : G1 — Go je izomorfis-
mus, Y : Gy — Gj je izomorfismus. Pak i : Gy — G3 je izomorfismus.
DUKAZ. Ze zékladi matematiky vime, Ze ¢ je bijekce. Pak sta¢i pouZit
tvrzeni 1.3.3.

1.3.11. Tvrzeni. Necht G je grupa. Pak G = G.

DUKAz. Dikaz pienechdvame ¢tendri.
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1.3.12. Tvrzeni. Necht Gy, G5 jsou grupy. Jestlize G1 = G5, pak Gy = G;.

DUKAZ. Diikaz prenechéavame Ctenéii.

1.3.13. Tvrzeni. Necht G, Go, G5 jsou grupy. Jestlize G1 = Gy a Gy = G,
pak Gl = Gg.

DUKAZ. Dtkaz pfenechavame ¢tenaii.

1.3.14. Piiklad. Grupy Z, S (obé& s operaci s¢itani) jsou izomorfni. Izomor-
fismem je zobrazeni ¢ : Z — S dané pfedpisem ¢(x) = 2z (pro vSechna
r €Z).

1.3.15. Priklad. Grupa R s operaci s¢itani a grupa Rt s operaci ndsobeni
jsou izomorfni. Izomorfismem je zobrazeni ¢ : R — R dané predpisem
o(x) = exp(z) (pro vsechna z € R). Vskutku, ze zédkladi matematické ana-
Iyzy vime, Ze ¢ je bijekce. Déale, necht x,y € R. Pak

o(r +y) = exp(x +y) = exp(x) - exp(y) = () - p(y).

1.4 Podgrupy

Mgjme néjakou grupu G a néjakou jeji podmnozinu H (tj. H C G). Jsou-li
x,y € H, pak v grupé G lze urcit souéin z - y. Samoziejmé, pro vsechna
r,y,z € Hjex-(y-z) = (x-y)- 2z Zda se tedy, ze podmnozina H bude
sama grupou, budeme-li prvky z mnoziny H néasobit stejné, jako nasobime
tyto prvky v grupé G. Uvazme napiiklad grupu Z a H = {1,2}. Pak 1 € H,
2 € H, avsak 1 + 2 = 3 ¢ H. Tudiz, aby podmnozina H byla grupa, musi
pro vSechna x,y € H platit:

reHNye H=x-ye H.

Aby podmnozina H byla grupa, musi také obsahovat néjaky neutralni prvek
e. Pak bude v H platit e-e = e. Jisté téz v G plati 1-e = e (1 je neutralni prvek
grupy (). Protoze v H nésobime stejné jako v G, nutné e-e = 1-e. Zakon o
kraceni dava e = 1. Dostavame dalsi pozadavek zajistujici, aby podmnozina
H grupy G byla grupa:

leH.
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Déle, aby podmnozina H byla grupa, musi pro kazdé x € H existovat y €
H takové, ze -y = 1, y - x = 1 (nasobime v H). Protoze v grupé G je
-2~ ' =1 av H nasobime stejné jako v G, médme x -y = x - v~ *. Zakon o
kraceni dava y = x~!. Dostavdme dalsi (jiz posledni) pozadavek zajistujici,
aby podmnozina H grupy G byla grupa. Pro vSechna x € H musi platit

re H=z2'eH.

Provedena ivaha nas motivuje k nasledujici definici, ktera popisuje ty podm-
noziny H grupy G, jez jsou grupami, nasobime-li prvky z H stejné jako v G.
Takovéto podmnoziny budeme nazyvat podgrupy.

1.4.1. Definice. Necht G je grupa, H C G. Rikadme, 7e H je podgrupa
grupy G, pokud plati:

1.1e H
2. Jestlize x € H, pak 27! € H.
3. Jestlize x,y € H,pak z-y € H.
1.4.2. Priklad. Necht G je grupa. Pak {1} a G jsou podgrupy grupy G.

Kazda podgrupa H grupy G, pro kterou H # G, se nazyva vlastni. Podgrupa
{1} se nazyva trivialni podgrupa.

1.4.3. Priklad. S je podgrupa grupy 7Z, Z je podgrupa grupy Q, Q je pod-
grupa grupy R, R je podgrupa grupy C (uvazujeme operaci s¢itani ¢isel).
1.4.4. P¥iklad. Q* je podgrupa grupy R*, R* je podgrupa grupy C* (uva-
Zujeme operaci nasobeni ¢isel).

1.4.5. Priklad. Bud H = {z € C| |z| = 1}. Pak H je podgrupa grupy C*
a {1, —1} je podgrupa grupy H.

1.4.6. Tvrzeni. Necht G je grupa, H,, Hy jsou podgrupy grupy G. Pak
H, N Hs je podgrupa grupy G.

DUKAZ. Je tfeba ukizat t¥i véci:
(I) le HHNH,
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(IT) Jestlize x € H, N Ho, pak x~1 € H; N Ho.

(III) Jestlize z,y € Hy N Hy, pak x -y € H; N H,.

ad (I): Protoze Hy, Hy jsou podgrupy, je 1 € Hy, 1 € H,. Pak ovSem 1 €
H; N H,.

ad (II): Necht & € H; N Hy. Chceme: 271 € H N Hy. Je v € Hy, v € Ho.
Protoze H,, H, jsou podgrupy, je x=' € Hy, = € Hy. Pak 2=t € H, N H,.
ad (II1): Necht x,y € HiNH,. Checeme: -y € HiNH,. ProtoZze z,y € H;NHs,
mame z,y € Hy ataké x,y € Hy. Jelikoz H, je podgrupa, je x-y € Hy. Jelikoz
H; je podgrupa, je x -y € Hy. Celkem: x -y € Hy N Hs.

1.4.7. Tvrzeni. Necht G je grupa, H; proi € I (I # () jsou podgrupy grupy
G. Pak (e, Hi je podgrupa grupy G.
DUKAzZ. Diikaz prenechéavame Ctenéii.

1.4.8. Definice. Necht G, G5 jsou grupy, ¢ : G; — G5 je homomorfismus.
Definujeme jadro homomorfismu ¢ jako

kero = {x € G4] ¢(z) =1}
a obraz homomorfismu ¢ jako

im ¢ = {p(z)| z € G1}.

1.4.9. Piiklad. Uvazme homomorfismus ¢ : Z — Q* z piikladu 1.3.6. Pak
kerp =8, im ¢ = {1, —1}.

1.4.10. Tvrzeni. Necht Gy, Gy jsou grupy, ¢ : G1 — Go je homomorfismus.
Pak ker ¢ je podgrupa grupy G a im ¢ je podgrupa grupy Gs.

DUKAZ. Nejprve dokazeme, Ze ker ¢ je podgrupa grupy Gi. Je tfeba ukéazat
tTi véci:

(I) 1 € kerp

(IT) Jestlize = € ker ¢, pak 7! € ker .

(III) Jestlize x,y € ker ¢, pak = -y € ker p.

ad (I): Chceme: ¢(1) = 1. To vsak vime (viz 1.3.2.).

ad (IT): Necht z € ker ¢. Chceme: 7! € ker . Protoze x € ker ¢, je ¢(z) =
1. Pocitejme: p(x™!) = (p(x))™! = 17! = 1 (pouzili jsme 1.3.2.). Protoze
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(z71) =1, jex™! € kerp.

ad (I I) Necht z,y € ker p. Chceme: = -y € ker . Protoze x,y € ker g, je
o(x) =1, p(y) = 1. Pocitejme: p(z -y) = p(z) - p(y) = 1-1 = 1. Protoze
o(x - y) = 1,Je x -y € ker p.

Nyni dokazeme, ze im ¢ je podgrupa grupy G,. Je tieba ukazat tii véci:
(I)1leim e

(IT) Jestlize y € im ¢, pak y~! € im .

(III) Jestlize y, z € im ¢, pak y - z € im .

ad (I): Je ¢(1) =1 (viz 1.3.2.), takze 1 € im ¢.

ad (II): Necht y € im . Chceme: 3y~ € im . ProtoZe y € im ¢, existuje
r € G, y=¢p(x). Pak y=! = (p(x))™! = p(z7!) (pouzili jsme 1.3.2.) a tudiz
y~! €im .

ad (III): Necht y,z € im ¢. Chceme: y - z € im . Protoze y,z € im ¢,
existuji u,v € G, y = ¢(u), z = p(v). Pak y - z = p(u) - p(v) = p(u-v) a
tudiz y - z € im .

K tvrzeni 1.4.10. ucinime jesté poznamku. Jestlize homorfismus ¢ je in-
jektivni (prosty), pak zobrazeni ¢ : G5 — im ¢ je injektivni a surjektivni
soucasné, tj. je to bijekce. Tudiz, jestlize homomorfismus ¢ je injektivni, pak
zobrazeni ¢ : G; — im ¢ je izomorfismus a G; = im .

Nyni nas bude zajimat tato otdzka: Necht G je grupa a H je jeji podm-
nozina, tj. M C G. Ziejmé M nemusi byt podgrupa grupy G. Bude nas tedy
zajimat nejmensi podgrupa grupy G, kterd obsahuje mnozinu M. Takovou
podgrupu grupy GG budeme nazyvat podgrupa generovana mnozinou M.

1.4.11. Definice. Necht G je grupa, M C G, H C G. Rikame, 7ze H je
podgrupa grupy G generovana mnozinou M, pokud plati:

1. H je podgrupa grupy GG

2. MCH

3. Jestlize M C K, K je podgrupa grupy G, pak H C K.
1.4.12. Tvrzeni. Necht G je grupa, M C G. Pak podgrupa grupy G gene-
rovand mnozinou M vidy existuje a je urcend jednoznacne.

DUKAZ.
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1. Existence. Necht H;, i € I, je systém vSech podgrup grupy G, které
jsou nadmnozinou mnoziny M. Je I # (), protoze G je podgrupa grupy
G a M C G. Polozme H = (,.; H;. Ukdzeme, ze H je podgrupa grupy
G generovana mnozinou M. Je tfeba provérit:

(i) H je podgrupa grupy G

(i) M CH

(iii) Jestlize M C K, K je podgrupa grupy G, pak H C K.

ad (i): Viz 1.4.7.

ad (ii): Pro kazdé ¢ € I mame M C H;, coz dava M C (., H; = H.
ad (iii): Necht M C K, K je podgrupa grupy G. Pak existuje ig € I,
K = H;,. Z toho plyne, ze H =(,.; H; C H;, = K.

2. Jednoznac¢nost. Budte Hy, H, C G, H; a H, jsou podgrupy grupy G
generované mnozinou M. Chceme: Hy = Hy. Vime, ze H, je podgrupa
grupy G, M C H, (pouzili jsme 1. a 2. z definice 1.4.11.). Déle vime,
ze Hy splnuje 3. z definice 1.4.11., coz dava H; C H,. Vyménou role
mezi H; a Hy dostaneme, ze Hy C H;. Celkem tedy H, = H,.

Tvrzeni 1.4.12 umozni zavést oznaceni pro podgrupu generovanou mnozi-
nou M. Tuto podgrupu budeme znacit (M). Mnozinu M nazyvame mnoZi-
nou generatoru grupy (M). Pokud M = {ay,as,...,a,}, pak hovofime
o podgrupé generované prvky aq,as,...,a, a oznacujeme ji casto strucné
<CL1, as, . .. ,an>.

1.4.13. Tvrzeni. Necht G je grupa, H je podgrupa grupy G, a € H, n je
celé cislo. Pak a™ € H.

DUKAZ. Nejdiive dokdZzeme pomocné tvrzeni: Jestlize b € H, k je kladné celé
¢islo, pak b* € H. Postupujme indukci vzhledem ke k.
E=1:VV=0b0=bc H

k > 1: Indukéni predpoklad: b* € H. Chceme: b**! € H. Poditejme: b*! =
Vo - bt =0 be H (protoze H je podgrupa a b*,b € H).

Nyni jiz dokdzeme, ze a™ € H. Rozlisime tii pfipady:

(I)n>0

(II) n = 0

(III) n < 0

ad (I): Aplikujeme pomocné tvzeni na b = a, k = n.

ad (II): a" = a” = 1 € H (protoze H je podgrupa)
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ad (II): a" = (a~')™™ € H (Jelikoz H je podgrupa, je a~' € H. Pak apliku-
jeme pomocné tvrzeni na b =a ', k = —n.)

1.4.14. Véta. Necht G je grupa, a € G. Pak (a) = {a"| n € Z}.

DUKAZ. Ozna¢me H = {a"| n € Z}. Je tieba ukazat nasledujici:

(I) H je podgrupa grupy G

() ae H

(III) Jestlize K je podgrupa grupy G, a € K, pak H C K.

ad (I): Je tfeba provéfit t¥i véci:

(a) 1€ H

(b) Jestlize x € H, pak 27! € H.

(c) Jestlize x,y € H, pak x -y € H.

ad (a): 1 =a" € H (je 0 € Z)

ad (b): Necht z € H. Pak z = a" projisté n € Z. Jex ™' = (a") ' =a " € H
(zfejmé —n € Z).

ad (c): Necht z,y € H. Pak z = a*, y = o' pro jistd k,l € Z. Je z -y =
a*-al =a"*' € H (ziejmé k + 1 € Z).

ad (I):a=a' € H (je 1 € Z)

ad (IIT): Necht K je podgrupa grupy G, a € K. Chceme: H C K. Bud
x € H. Jex = a" pro jisté n € Z. Dle tvrzeni 1.4.13 je a™ € K. Tudiz z € K.
Protoze x bylo libovolné, mame H C K.

1.4.15. P¥iklad. V libovolné grupé G je (0) = {1}.

1.4.16. Priklad. V tomto pfikladu bude zakladni grupou mnozina Z s ope-
raci séitani. Pak (1) = Z, (2) = S. Vskutku,

() ={n-1lneZ}={n|lneZ} =127,

(2)={n-2|neZ}=S.

1.4.17. Priklad. V tomto piikladu bude zakladni grupou mnozina R* s
operaci nasobeni. Necht P je mnozina vSech prvodisel. Zfejmé P C R*.

Ukézeme, ze (P) = Q.

1. (P)CQT":
Je P C Q" a Q" je podgrupa grupy R*. Proto (P) C Q™.

2. QY C (P):
Nejdfive si uvédomime, ze N C (P). Ziejmé 1 € (P). Bud a € N,
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a # 1. Pak existuji p1,...,px € P, e1,...,ex € N, a = pi*...p~.
Prvocislo p; € P C (P). Dle 1.4.13. je pi* € (P). Obdobné pak
ps? € (P),...,p¥ € (P). Protoze podgrupa (P) je uzaviena vzhledem
k sou¢inu, mame a = p{'p3?...pi* € (P). Bud nyni 2 € QF. Existuji
a,b €N, z =% Vime jiz, ze a,b € (P). Pak ; € (P), x =a- § € (P).
JelikoZ prvek = € QT byl libovolny, dostali jsme vysledek QT C (P).

1.4.18. Tvrzeni. Necht G je grupa, a € G, a md 7dd n € N. Pak (a) md
ridn a (a) = {1,a,a®,...,a" " '}.

DUKAZ. Dle 1.4.14. je {(a) = {a*| k € Z}. Chceme tedy ukazat, ze {a*| k €
7} ={1,a,a®, ...,a" '}.

{1,a,a?, ...,a" '} C {d*| k € Z}: To je ziejmé.

{a*| k € Z} C {1,a,a?,...,a"'}: Bud k € Z. Cislo k vydélime se zbytkem
¢islem n. Existujiq,r € Z, k = ¢-n+r,0 < r < n. Pak a* = ¢ = q™-a" =
(a™)-a" =1%-a" = 1-a" = a". Jelikoz 0 < r < n, jea* € {1,a,d?,...,a" 1}
Zbyvé ukdzat, ze prvky 1,a,a?,...,a" ! jsou navzajem riizné. Piedpokla-
dejme opak, tj. ' = @’ pron&jaka i,j € {0,1,...,n—1},i < j. Pak 1 = a’~,
kde j —i € N a pfitom j —i < (n—1) —0=n—1 < n. Dostali jsme spor s
faktem, ze ¢islo n je fad prvku a.

Zavedeme ted pojem, ktery bude hrat zasadni roli v kapitole o faktorovych
grupéach.

1.4.19. Definice. Podgrupa H grupy G se nazyva normalni, jestlize
g-h-gtecH
pro libovolné prvky g € G, h € H.
Pro komutativni grupy pojem norméalni podgrupy nepfinasi nic nového.
V komutativni grupé je kazd4 podgrupa normdlni, ponévadz g - h - g~! =
g-gt-h=1-h=h.
Necht G je grupa, A C G, B C (. Je ptirozené, Ze klademe

A-B=AB={x-y|lz € Ay € B}.
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1.4.20. Tvrzeni. Necht G je grupa. Necht H a K jsou mormdlni podgrupy
grupy G. Pak HK je normadlni podgrupa grupy G.

DUKAzZ. Je tfeba provérfit nasledujici:

() 1€ HK

(IT) Jestlize r € HK, pak x~' € HK.

(III) Jestlize x,y € HK, pak -y € HK.

(IV) Jestlize 2 € G, x € HK, pak zx2z7!' € HK.

ad (I): 1=1-1€ HK (uvédomme si, ze 1 € H, 1 € K, protoze H, K jsou
podgrupy)

ad (II): Necht » € HK. Existujla € H, b€ K, x = ab. Pak 7' =b"la™! =
1-b7teat =atabta™ =a™! - (abta™'). Jelikoz H je podgrupa a a € H,
je a=t € H. Jelikoz K je podgrupa a b € K, je b=! € K. OvSem podgrupa
K je normalni, coz dava ab~ta=! € K. Celkem: a=! € H, ab~'a™! € K, tedy
rte HK.

ad (III): Necht z,y € HK. Existuji a,c € H, b,d € K, x = ab, y = cd. Pak
xy = abed = abe - 1-d = abch™'bd = (a(bchb™1))(bd). Jelikoz ¢ € H a H je
normélni podgrupa, je bcb~! € H. ProtoZe H je podgrupa, je a(bcb™') € H.
Protoze K je podgrupa, je bd € K. Celkem: a(bch™') € H, bd € K, tedy
xy € HK.

ad (IV): Necht z € G, x € HK. Existuji @« € H, b € K, z = ab. Pak
zrz7l = zabz™t! = za - 1-b27! = zaz7lzbz7t = (zaz7)(20271). Jelikoz
podgrupa H je normdlni, je zaz=' € H. Jelikoz podgrupa K je normélni, je
2bz7t € K. Pak tedy z227 ! € HK.

1.4.21. Tvrzeni. Necht G je grupa, H, K jsou normdlni podgrupy grupy G.
Pak
(HUK)=HK.

DUKAzZ. Je tfeba provéfit nasledujici:

(I) HK je podgrupa grupy G

(I) H C HK, K C HK

(III) Jestlize @ je podgrupa grupy G, HU K C @, pak HK C Q.

ad (I): Viz 1.4.20.

ad (II): Necht x € H. Jex =z -1 € HK, protoze 1 € K. Tudiz H C HK.
Necht ye K. Jey=1-y € HK, protoze 1 € H. Tudiz K C HK.

ad (III): Necht @ je podgrupa grupy G, HUK C Q. Bud z € HK. Chceme:
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r € Q. Existujia e H,be K, x = ab. Protoze HUK C Q,jea € @, be Q.
Protoze () je podgrupa, je x = ab € Q.

1.5 Souciny grup

V této kapitole se naucime jednu zakladni konstrukci, jak ze dvou danych
grup vytvorit grupu dalsi (velmi jednoduchym a p¥irozenym zpisobem).

1.5.1. Tvrzeni. Necht jsou dany grupy G1, Go. Na kartézském soucinu G X
G definujeme operaci ndasobeni ndsledovne:

(a,b) - (c,d) = (ac, bd)

pro libovolnd (a,b), (c,d) € Gy X Gs.
Potom G x G5 je grupa.

DUkKAZ. Musime dokazat:

(I) operace je asociativni

(IT) operace méa neutralni prvek

(ITI) ke kazdému prvku existuje prvek inverzni

ad (I): Necht (a,b), (¢,d), (e, f) € Gy x G. Pocitejme:

(a,0) - ((c,d) - (e, f)) = (a,b) - (ce.df) = (alce),b(df)) = ((ac)e, (bd)f) =
(ac,bd) - (e, ) = ((a,b) - (¢, d)) - (e, f).

ad (II): Neutralnim prvkem je dvojice (1,1). Provétime to. Bud (a,b) €
G1xGsy. Pak (1,1)-(a,b) = (1-a,1-b) = (a,b), (a,b)-(1,1) = (a-1,b-1) = (a,b).
ad (III): Bud (a,b) € G; x Gs. Pocitejme:

(a,0) - (a5, 071 = (aa™t,007Y) = (1,1), (a7 1,67Y) - (a,0) = (a7 ta,b7'D) =
(1,1).

Tudiz (a,b)~ = (a1, b71).

1.5.2. Definice. Grupa G; x G5 sestrojena v 1.5.1. se nazyva soucin grup

G1 a GQ.
1.5.3. Priklad. Pro libovolnou grupu G plati G = G x {1}.

1.5.4. Pr¥iklad. Necht G = {1,—1} C Q*. Snadno se lze presvédcit, ze G
je podgrupa grupy Q* (operaci je ndsobenti ¢isel). Sestrojime multiplikativni
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tabulku grupy G x G-

(1,1) (1,-1) (=1,1) (=1,-1)

(1,1) (1,1) (1,-1) (=1,1) (=1,-1)
(1,-1) | (1,-1) (1,1) (=1,-1) (=1,1)
(_171> <_171) (_17_1) (17 ) (17—1)
(-1,-1) | (=1,-1) (=1,1) (1,-1) (1,1)

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze soucin grup je v podstaté asociativni. Pri
zapisu soucinu vice grup tudiz nemusime psat zavorky.

1.5.5. Tvrzeni. Necht Gy, G2, G3 jsou grupy. Pak
G1 X (GQ X G3) = (Gl X GQ) X Gg.

DUKAZ. Definujme zobrazeni ¢ : G; X (Gy x G3) — (G1 X G2) x G5 takto:

p((z,(y,2))) = ((2,9),2)

pro (z,(y,2)) € G1 x (G2 x Gf).

© je injekce:

Necht (z, (y,2)), (u, (v,w)) € Gy x (G x G3), ¢((x, (4, 2))) = ((u, (v, w))).
Cheeme: (z, (3, 2)) = (u, (v, w)).

Vime, ze ((x,y),2) = ((u v) w). Pak (z,y) = (u,v), z = w a tedy z = u,
y = v, z = w. Z toho plyne, ze x = u, (y,2) = (v,w) a tedy (z,(y,2)) =
(u, (v,w)).

@ je surjekcee:

Necht ((u,v),w) € (G1 X G2) x G5. Hledame (z,(y,2)) € G1 x (Gy x G3)
tak, aby ¢((x, (y,2))) = ((u,v),w). Zvolime x = u, y = v, z = w.

© je homomorfismus:

Necht (z, (y, 2)), (u, (v,w)) € G x (Gy x G3). Pak
p((2, (y,2) - (u, (v,w)) = @((z-u,(y,2) - (v,w)))

= ¢



Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze soucin grup je v podstaté komutativni. Pti
zapisu soudinu vice grup tudiz nemusime psat zavorky (viz 1.5.5.) a nezalezi
na poradi.

1.5.6. Tvrzeni. Necht Gy, Gy jsou grupy. Pak

GIXGQgGQXGl.

DUKAZ. Definujme zobrazeni ¢ : G; X Gy — G5 x G takto:

p((,y) = (y,2)
pro (z,y) € G; X Gs.
Ctenai se sam piesvédé, Ze ¢ je bijekce.
¢ je homomorfismus:
Necht (x,y), (u,v) € G; x Go. Pak

p(z,y) - (w,0) = @((@-uy-v))
(y-v,z-u)
(y,2) - (v, u)

= ¢((z,y)) - e((u,v)).

Umime zatim dvé grupy vynasobit. Mizeme grupu rozlozit na soucin?

1.5.7. Véta. Necht G je grupa, H, K jsou mormdini podgrupy grupy G.
Jestlize HK = G a HNK = {1}, pak G = H x K.

DUKAZ. Budeme definovat zobrazeni ¢ : H x K — G. Pro (z,y) € H x K
polozime ¢((z,y)) = x -y. V dalsim ukazeme, zZe ¢ je izomorfismus.

(I) ¢ je injekce:

Necht (z,y), (u,v) € H x K, o((x,y)) = ¢((u,v)). Chceme: (z,y) = (u,v).
Vime, 7e x -y = u-v. Pak o = voy™ !, u= 'z = vy~ !. Jelikoz u € H a H je
podgrupa, je u™! € H. Ovsem také x € H, takze v 'z € H (opét jsme pouzili
fakt, Ze H je podgrupa). Obdobné vy~! € K. Pak u ™'z = vy™' € HN K.
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Protoze H N K = {1}, mame v 'z = 1, vy~ ! = 1, a tedy * = u, v = v,
(5,9) = (w,0)

(IT): ¢ je surjekee:

Bud ¢ € G. Hleddme (z,y) € H x K takové, ze o((z,y)) = g. Jelikoz
G=HK,jege HK, g =xy pronéjaki x € H,y € K. Pak (z,y) € H x K
ap((z,y)) =ry =g

(II): ¢ je homomorfismus:

Necht (z,y), (u,v) € H x K. Cheeme: ¢((z,y) - (u,v)) = ¢((z,y)) - ¢((u, v)).
Je

e((x,y) - (u,v)) = e((zu, yv)) = Tuyv,

o((z,y)) - o((u,v)) = zy - uv.

Chceme tedy dokazat, ze ruyv = xyuv.

Uvazme prvek uyu='y~!.

Protoze u € H, je u~! € H. Protoze podgrupa H je norméalni, je yu~ly~! €
H. Jiz vime: u € H, yu~'y~' € H. Pak uyu~'y~' € H.

Protoze y € K a podgrupa K je normaélni, je uyu=t € K. ProtoZe y € K, je
y~te K. Jiz vime: uyu! € K, y ' € K. Pak uyu™'y ! € K.

Pravé jsme zjistili, ze uyu™ly™' € HN K. Oviem H N K = {1}, takze
wyuly™t =1, uyu! =y, wy = yu, ruyv = ryuv.

1.5.8. Priklad. Necht G = {x € C| 2° = 1}. Pak G je podgrupa grupy C*.
Abychom se o tom presveédcili, provéfime tii zalezitosti:

MH1ed

(II) Jestlize z € G, pak 7' € G.

(III) Jestlize z,y € G, pak x -y € G.

ad (I): 16 = 1, takze 1 € G

ad (IT): Necht z € G. Pak 2° = 1 a tedy (z71)¢ = (2%)7! = 17! = 1. To dava
rled.

ad (II1): Necht 2,y € G. Pak 25 = 1,9° = l atedy (z-y) =28y =1-1 = 1.
Todava z -y € G.

Prvky grupy G zjistime vyfesenim rovnice 2° = 1 v oboru komplexnich ¢&isel.
Vime, ze tato rovnice ma 6 TreSeni:

xozcosO~%’T+isin0-%’T = (cos%“—i—isin%”)o
xy=cosl- 2 +isinl- 20 = (cos & + isin 3T)!
Ty =cos2- 2 +isin2- 2T = (cos & + isin 2T)?
x3=cos3- 2 +isin3- 2T = (cos & + isin )3
x4 =cosd - 2F 4 isind - 2 = (cos & + isin 2 )*
x5 = cos5 - 2 +isin5 - 2 = (cos & + isin 2F)5.
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PoloZme ¢ = cos 2& + i sin 2&& = cos% + 7 sin g Pak

6 6
G ={ e, % &3, e, %Y.

Sestrojime multiplikativni tabulku grupy G.

[ B U O =
Tl W N = o O
=TS, TR JURR \CR S Y
—= o U oA W N N
R O Gt s W w
U SR NS TSN
B W o o= o o v

M M M M O M

M M M M O M | M
M MM M M O MM
M M M M O MM
M M M M M MM
MM M M M O MM
M M M M O MM

Uvedeme ukazku, jak jsme provedli mén€ ziejmé vypocty:

gt S ==¢b.3=1.%3=¢3
Pfi téchto vypoctech jsme vidy vyuzivali fakt, Zze €5 = 1.
Polozme nyni H = {°,&3}, K = {c°, &2, &*}. Snadno se lze piesvédcit, ze H
a K jsou (normélni) podgrupy grupy G. Zrejmé H N K = {¢°} = {1}.
Dale si vSimnéme, ze HK = G. Inkluze HK C G je jasna. Presvédcime se,
GCHK:
=g’ e HK
ete HK
-e2e€ HK
Ve HK
et c HK
eS=¢e. e HK.
Podle véty 1.5.7. je G = H x K.
V diikazu véty 1.5.7. je ukdzano, jak lze najit izomorfismus ¢ : H x K — G.
Postupuje se takto:

)

Z
€
€
€
€
€

I
M M M M
w O W o w

xR W NN = OO0

P(€0,e0)) = £ -0 = ¢
o((0,e2) =02 =2
p((0,eh) =06t = ¢!
p((, ) =¥t = ¢
p((ee2) =t e = ¢
o((e ) =€ et = e
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Sestrojime nyni multiplikativni tabulku grupy H x K:

(507 50) (53, 64) (50, €2> (83, 50) (507 54) (537 52)
(50, 50) (50, 60) (63, 84) (80, €2> (83, 80) (80, 84) (537 €2)
(537 64) (53, 54) (50, 52) (53, €0> (80, 54) (537 52) (507 50)
(507 62) (50, 52) (53, 50) (50, 84) (53, 52) (507 60) (53, 54)
(53, 50) (53’ EO) (EO, 84) (53, 52) (EO, 50) (53, 64) (50, 52)
(50, €4) (50’ 54) (53, €2> (80, EO) (€3, 64) (60, 52) (53, EO)
(83, 82) (83, 62) (€O, 80) (83, €4> (80, 62) (63, 80) (80, €4)

Vytesime jesté otazku, za jakych podminek je soucin dvou grup komuta-
tivni grupa.

1.5.9. Tvrzeni. Necht G1, G5 jsou grupy. Grupa G1 x Go je komutativni
prave tehdy, kdyz obé grupy Gy, Ga jsou komutativni.

DUKAzZ. Predpokladejme nejdiive, ze grupa G7 X G je komutativni. Bud
a,b € G1. Pak (a, 1), (b, 1) € G1 X G,

(a,1)-(b,1)=(a-b,1-1)=(a-b,1),

(b,1)-(a,1)=(b-a,1-1)=(b-a,1).

Protoze grupa G x G9 je komutativni, je (a,1)- (b, 1) = (b,1) - (a, 1), ¢ili (a-
b,1) = (b-a,1). Z toho vyplyva, ze a-b = b-a. Prvky a, b byly libovolné, takze
grupa (G; je komutativni. Obdobné se dokaze, ze grupa G, je komutativni.
Predpokladejme nyni naopak, ze grupy G, G5 jsou komutativni.

Necht (z,v), (u,v) € G1 x G. Pak

(@,y) (w,v) = (z-u,y-v) = (u-z,0-y) = (u,0) - (,9)

a grupa GG; X (G je komutativni.

28



2 Priklady grup

2.1 Aditivni grupa okruhu

Pripomenme nejdrive tii definice.

2.1.1. Definice. Okruh je mnozina spolu se dvéma binarnimi operacemi,
vétsinou zvanymi s¢itani a nasobeni, pricemz vzhledem ke sc¢itani se jedna
o komutativni grupu a nasobeni je distributivni vzhledem ke sc¢itani. Okruh
se nazyvéa asociativni (komutativni, s jednotkovym prvkem), pokud
operace nasobeni je asociativni (komutativni, ma neutralni prvek).

2.1.2. Definice. Obor integrity je asociativni a komutativni okruh, v némz
pro kazdé dva prvky x, y plati:
Jestlize z - y = 0, pak = 0 nebo y = 0.

2.1.3. Definice. Téleso je aspon dvouprvkovy asociativni okruh s jednot-
kovym prvkem (ozna¢me jej 1), v némz pro kazdy nenulovy prvek z existuje
prvek y takovy, Ze v -y = y - v = 1. Prvek y se zna¢i 2! nebo % Zmnaceni je
mozno zavést, nebot prvek y je uréen jednoznacné (necht z -z = z -z = 1;
paky=y-1l=y-(x-2)=(y-x)-2=1-2=z). Je-li v télese nasobeni
komutativni, pak hovofime o komutativnim télese. Protoze v tomto textu
budeme pracovat vyhradné s komutativnimi télesy, budeme pro strucnost
misto nazvu komutativni téleso pouzivat pouze slovo téleso.

Ciselné mnoziny Z, Q, R, C spolu s operacemi s¢itdni a nasobeni jsou
okruhy. Specielné, Z, Q, R, C spolu s operaci s¢itani jsou komutativni grupy.

Necht ~ je ekvivalence na neprazdné mnoziné A. Polozme pro libovolné
acAa={reAlz~a}

Nyni zopakujeme definici kongruence modulo m.

2.1.4. Definice. Necht a, b, m jsou celd ¢isla, m > 0. Rikdme, Ze a je
kongruentni s b modulo m, pokud m déli b — a. Tento vztah zapisujeme
a =b (m). Bude-li z kontextu jasné, o jaké m se jednd, mizeme psat pouze
a=b.

2.1.5. Tvrzeni. = je relace ekvivalence na mnoziné 7.

DuUkAz. Naptiklad [3], 1.2.17.
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Faktorovou mnozinu Z/ = budeme znadit Z,,.

2.1.6. Tvrzeni. Mnozina Z,, md presné m prvki, totiz 0,1,...,m — 1.
DUkAz. Naptiklad [3], 1.2.18.

2.1.7. Tvrzeni. Necht a,b,c,d € Z. JestliZea =c, b=d, paka+b=c+d,
a-b=c-d.

DoKAz. Napiiklad [3], 1.2.19.

2.1.8. Tvrzeni. Necht na Z,, definujeme scitdni a ndsobend takto: @+ b =
a+b,a-b=a-b (a,b € Z). Pak Z, je komutativni asociativni okruh s
jednotkovym prvkem 1.

DUKkAz. Napiiklad [3], 1.2.20.

2.1.9. Tvrzeni. Necht m je celé ¢islo, m > 1. Plati: Z,, je téleso pravé
tehdy, kdyz m je prvocislo.

DUKkAz. Naptiklad [3], 1.2.21.

Vidime, ze mame k dispozici nekonec¢né mnoho piiklad komutativnich
grup Z,, (uvazujeme operaci s¢itani). Pro ilustraci uvedeme tabulku operace
s¢itani v grup€ Zs.

1(1 2340
2123401
3134012
440123

2.2 Grupa jednotek okruhu

Jestlize R je asociativni okruh s jednotkovym prvkem 1, pak prvek x je
jednotka okruhu R, pokud existuje y € R s vlastnosti z -y =1,y -z = 1.
Mnozinu vsech jednotek okruhu R oznacime U(R).

2.2.1. Tvrzeni. Necht R je asociationi okruh s jednotkovym prvkem. Plati:
U(R) spolu s operaci ndsobent je grupa.
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DUkAz. Ukdzeme nejdiive, ze mnozina U(R) je uzaviend vzhledem k operaci
nasobeni. Necht z,u € U(R). Chceme: = - u € U(R). Existuji y,v € R tak,
zex-y=1y-z=1,u-v=1v-u=1. Pocitejme:
(@-u)-(v-y)=z-(u-v)-y=a-l-y=x-y=1,
(v-y)-(r-u)=v-(y-x) u=v-l-u=v-u=1.

Spocitali jsme, ze z - u € U(R).

Nyni vime, Ze nasobeni je operace na mnoziné U(R). Tato operace je asoci-
ativni, jelikoz okruh R je asociativni.

Tato operace ma neutralni prvek, jelikoz 1-1 =1 a tedy 1 € U(R).

Necht € U(R). Pak existujey € R, x-y =1, y-x = 1. Zfejmé y € U(R).
Celkem: U(R) spolu s operaci ndsobeni je grupa.

Pro téleso T' oznac¢me 7™ mnozinu vSech nenulovych prvki télesa 7T'.

2.2.2. Tvrzeni. Necht T je téleso. Pak U(T) = T*. Specielné, T spolu s
operact ndsobent je komutativni grupa.

DUKAZ. Necht z € U(T). Chceme: x € T*. Pfedpokladejme opak, tj. z = 0.
Jelikoz x je jednotka télesa T, existuje y € T', x -y = 1. OvSem x = 0, takze
0-y =1, 0= 1. Pak pro libovolné a € T"méame 0-a = 1-a, 0 = a. Tudiz
téleso T" méa pouze jeden prvek , spor. Nutné tedy x # 0, x € T*.

Naopak, necht x € T*. Chceme: x € U(T). Dle definice télesa existuje y € T,
x-y=1y-x=1 Pakx e U(T).

Zbytek tvrzeni plyne z 2.2.1. a z faktu, Ze nasobeni v télese je komutativni.

Vzhledem k vyse uvedenému dostavame priklady komutativnich grup
U(z), Q<, R*, C*, U(Zn), Z; (p je prvocislo). Grupy Q*, R*, C* jsou
nekonecné. Grupa U(Z) mé dva prvky, ¢isla 1, —1. Zde je tabulka nasobeni
v grupé U(Z):

-1 -1
1 1 -1
—1/-1 1

Grupa Z,; ma p — 1 prvki. Pro ilustraci uvedeme tabulku nésobeni v grupé
VA

|1 2 3 4
111 2 3 4
212 413
3131 4 2
414 3 21
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Je ztejmé, Ze grupa U(Z,,) je koneéna. Budeme se nyni zabyvat otazkou,
jaky je presny pocet prvka grupy U(Z,,).

Pfipomenme si, Ze pro celd ¢isla a, b symbol NSD(a,b) znaci nejvétsi
spole¢ny délitel cisel a, b.

2.2.3. Definice. Eulerova funkce ¢ je definovana nasledovné:
Jestlize n je celé ¢islo, n > 0, pak

o(n) =card({k € Z| 0 <k <n, NSD(k,n) =1}).

2.2.4. Véta. (Bezoutova rovnost) Pro libovolnd celd ¢isla a, b existugi
cela cisla u,v takovd, Ze

NSD(a,b) =u-a+v-b.

DUKAZ. Pokud a = b =0, je NSD(a,b) = 0 a staci vzit u = v = 0.
Necht a # 0 nebo b # 0. Pro urcitost predpokladejme, Ze a # 0. Bud

M={z-a+y-blax,y€Z,x-a+y-b>0}

Jelia>0,pak 1-a+0-be€ M. Jelia <0, pak (—1)-a+0-be M. Tudiz
M # (. Bud d = min M. Uvédomme si, Ze d = u-a + v - b pro jistd u,v € Z.
Ukézeme, ze d = NSD(a,b). Je tieba ukazat dvé véci:

(I) d déli a, d déli b

(IT) Jestlize e € Z, e déli a, e déli b, pak e déli d.

ad (I): UkdZeme, 7e d d&li a. Fakt, ze d déli b, se ukdZe obdobné. Cislo a
vydélme se zbytkem ¢islem d: a = d-q+ 1, q¢,r € Z, 0 < r < d. Chceme:
r = 0. Predpokladejme, ze 0 < r. Plati:

a = (u-at+v-b)-qg+r
a = wuqa+vgb+r
a—uqa—vgh = r
(1—-wug)-a+(-vg)-b = r

Jelikoz 1—uq, —vq jsou cela ¢islaar > 0,jer € M. Ovsem r < d, d = min M.
Dostali jsme spor. Takze 0 = r.
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ad (II): Necht e € Z, e déli a, e déli b. Chceme: e déli d. Existuji r, s € Z,
a=¢e-r,b=ce-s. Pak

d = ua + vb = uer + ves = e(ur + vs).
Dokazali jsme, ze e déli d.
2.2.5. Tvrzeni. Necht m je kladné celé ¢islo. Pro kaZdé celé c¢islo k plati:

k € U(Zy,) <= NSD(k,m) = 1.

DUkAz. Bud k celé ¢islo.

Necht k € U(Z,,). Chceme: NSD(k,m) = 1.

Existuje celé ¢islo [, k-1 = 1. Tedy kI = 1, kI = 1 (m), m déli 1 — ki,
1—kl = mq proné&jaké q € Z. Bud d € Z, d déli k, d déli m. Je tieba ukézat,
ze d déli 1. Pak bude jasné, ze NSD(k,m) = 1. Je 1 = mq + kl. Protoze d
déli m, d déli k, dostavame: d déli 1.

Necht NSD(k,m) = 1. Chceme: k € U(Z,,). Pouzijeme Bezoutovu rovnost
(2.2.4.). Existuji takova cela ¢isla u, v, ze 1 = uk +vm. Pak 1 —uk = vm, m
déli 1 — uk, uk =1 (m), uk =1, W- k = 1. Vidime, Ze k je jednotka okruhu
L (Gl k € U(Zy,)).

2.2.6. Véta. Necht m je kladné celé c¢islo. Plati:

card(U(Zp)) = ¢(m).

DUKAZ. Uvédomme si, Ze okruh Z,, mé piesné m prvk, totiz 0,1,...,m—1
(viz 2.1.6.). Bud k celé ¢islo, 0 < k < m — 1. Dle 2.2.5. je k € U(Z,,) pravé
tehdy, kdyz NSD(k,m) = 1. Pak

card(U(Zy)) = card({k € Z| 0 < k <m, NSD(k,m)=1}).

Nyni si pouze uvédomme, ze

o(m) =card({k € Z| 0 <k <m, NSD(k,m) = 1}).
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0. Je p(10) = 4, tudiz card(U(Zo)) = 4. Prvky

Zvolme naptiklad m =1
3,7, 9. Zde je tabulka nasobeni v grupé U(Z):

grupy U(Zso) jsou 1,

11379
111379
33917
717193
919 73 1

2.3 Symetricka grupa

S nejvétsi pravdépodobnosti jiz znate pojem permutace. Napiiklad v line-
arni algebfe se o ném vétsinou hovori pred vyslovenim definice determinantu
matice.

2.3.1. Definice. Necht M je mnozina. Permutaci mnoZiny M rozumime

kazdou bijekci mnoziny M na mnozinu M. Mnozinu vSech permutaci mnoziny
M budeme znacit S(M). Tedy

S(M)={r: M — M| 7 je permutace}.

2.3.2. Véta. MnoZina S(M) s operaci skladdni zobrazent je grupa.
DUkAz. Napiiklad [3], 6.1.2.

2.3.3. Definice. Grupa S(M) se nazjva symetricka grupa mnoziny M.
Necht n € N. Misto S({1,2,...,n}) piSeme S,, a hovofime o symetrické grupé
n prvkd.

2.3.4. Véta. Necht M je mnozina. Plati:

Grupa S(M) je komutativni prdvé tehdy, kdyZ mnozZina M md nejvyse 2
proky.

Specielné: S1, Sy jsou komutationi, Sz, Sy, S5, Sg atd. jsou nekomutationi.

DUkAz. Napiiklad [3], 6.1.4.
2.3.5. Vé&ta. Necht n € N. Grupa S,, je konecénd a md n! proki.

DUKAz. Dikaz pienechdvame ¢tendri.
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2.3.6. Oznaceni. Necht n € N, 7 € S,,. Nékdy budeme psat
_ 1 2 ... n
T\ ) 72 ... wn) )

2.3.7. Definice. Necht n € N, i, € {1,2,...,n}, i # j. Definujeme permu-
taci (i < j) € S, takto:

(i = g)(i) =J
(i = J)j) =1
(i <> j)(k) = k pro kazdé k € {1,2,....n} — {i,j}.

Permutace (i <> j) se nazyva transpozice prvki i a j.

2.3.8. Véta. Necht n e N, n > 2, w € S,,. Plati:
existugi transpozice Ty, To, ..., T € Sy, (k € N) tak, Ze m = Ti79... 7.

DUkAz. Naptiklad [3], 6.1.8.

2.3.9. Definice. Necht n € N, w € S,,, (4,5) € {1,2,...,n}%
Dvojice (i, j) se nazyva inverze v permutaci 7, plati-li:

1. i<y
2. w(i) > 7(j).

7 se nazyva suda permutace, je-li pocet vSech inverzi v permutaci 7 sudy.
7 se nazyva licha permutace, je-li pocet vsech inverzi v permutaci 7 lichy.
Dale definujeme

B 1 pro sudou permutaci 7
Sg(r) = { —1  pro lichou permutaci .

2.3.10. Tvrzeni. Nechtn € N, 7 € S,,, T je transpozice. Plati: Sg(t) = —1.

DUKkAz. Naptiklad [3], 6.2.2.

2.3.11. Véta. Necht n € N, w,7 € S,, T je transpozice. Plati: Sg(tm) =
—Sg(m).
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DUKkAz. Naptiklad [3], 6.2.3.

2.3.12. Véta. Necht n € N, 7,p € S,,. Plati:

Sg(mp) = Sq(r) - Sg(p)-

DUkAz. Naptiklad [3], 6.2.4.

2.3.13. Priklad. Uvedeme ptiklad symetrické grupy S3. Grupa S3 neni ko-
mutativni (viz 2.3.4.) a ma 3! = 6 prvki:

, 123 123 123 123 123 123
1= ,a = ,b= ,C= ,d= ,e = )
123 132 321 213 231 312
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Pocitejme:

5~ ()
123) (1 ) - (ﬂg)
aa = E%z) (%g - (%%3
a-b : (%ég) <%%§) - (%g)
a-c B (%%g) (%g%) - (%%)
a-d : (%gg) (?%) - (%%)
a-e B (2%) <B§) - (Bg)
b-a : (2%) (f§§> - (%g)
b-e : (Zg) (g%) - (%5%)
c-a B (2%) (i%) - (Bg)
c-c B (2%) (%§§> - (g%)
c-e B (%%) (g%) - (%g)
d-a : (%%%) <%%§) - (gg)
d-e : (%%) ( ) - (Hg)
o= - :
1 B
ot s ada nas
€ 53 Vyp 6
beni v grupé S e Z e
naso | g |
Tabulka i C; - |
ik i d i z i
CCZ ’ i cCL b i d
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Nyni permutace z grupy S3 rozloZime na souéin transpozic (viz 2.3.8.).

~.
|

I
A~ A~~~
—_
w
~—

O & o o 2
Il

Konecné, pro kazdé m € S5 uréime Sg(n).

V permutaci ¢ je nula inverzi, takze Sg(i) = 1.

V permutaci a je jedna inverze (2, 3), takze Sg(a) = —1.

V permutaci b jsou tii inverze (1,2), (1,3), (2,3), takze Sg(b) = —1.
V permutaci ¢ je jedna inverze (1,2), takze Sg(c) =—1.

V permutaci d jsou dvé inverze (1,3), (2, 3), takze Sg(d) = 1.

V permutaci e jsou dvé inverze (1,2), (1,3), takze Sg(e) = 1.

Nyni dokazeme: Jestlize povazujeme izomorfni grupy za stejné, pak jediné
grupy, které existuji, jsou symetrické grupy a jejich podgrupy.

2.3.14. Véta. (Cayley, 1878) Necht G je grupa. Pak G je izomorfni néjaké
podgrupé symetrické grupy S(G). Specielné: Jestlize G ma konecny vad n, pak
G je izomorfni néjaké podgrupé grupy S,,.

DUkAz. Bud a € G. Definujeme zobrazeni ¢(a) : G — G takto:
ola) = za

(x € G).

Ukéazeme, Ze (a) je bijekee, tj. Ze ¢(a) € S(G).

(I) ¢(a) je injekce:

Necht z,y € G, ¢(a)(x) = ¢(a)(y). Chceme: z = y.

Vime, ze xa = ya. Dle zékont o kraceni pak x = y.

(IT) p(a) je surjekce:

Bud y € G. Hledame z € G takové, ze p(a)(z) =

Polomme 1 = ya-!. Pak g(a)(z) — o(a)(ya) = (ya~)a = y(aa—) = y-1 =
y.

Méame tedy zobrazeni ¢ : G — S(G). Ukézeme, Ze ¢ je injektivni homomor-
fismus.
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(I) ¢ je injekce:

Necht a,b € G, ¢(a) = ¢(b). Chceme: a = b.

Urcité (a)(1) = ¢(b)(1). Takze 1-a=1-b, a =b.

(I) ¢ je homomorfismus:

Necht a,b € G. Chceme: ¢(ab) = p(a)p(b).

Je potteba dokazat rovnost zobrazeni p(ab), ¢(a)p(b). Mame tedy pro kazdé
x € G ukazat, ze p(ab)(x) = (p(a)p(b))(z).

Pocitejme:

(p(a)p(b))(x) = @(b)(p(a)(x)) = p(b)(za) = (za)b = x(ab) = @(ab)(x).

Na zavér si uvédomme, Ze grupa G je izomorfni podgrupé ¢(G) grupy S(G).

2.3.15. Priklad. Grupa Z, je izomorfni jisté podgrupé v S;. Vezméme zob-
razeni ¢ : Zy — S(Z4) z dikazu véty 2.3.14. Pro stru¢nost budeme psat
pouze 0 misto 0, 1 misto 1 atd.

0= (42 =10~ (22)

0123 0123
= (2301) =5 ¢l = (3012) — ¢
o g%%%i; gi%éég - g%%éig -
a-c — (6%%8) <8%8§) _ <8%§) _
boa — (5%%8) <8%%) _ (8%%) _ .
by = (COE it
b — (8%8%,) (?ﬁ%) _ (8%%) _
coa — (8%85,) <8%§) _ <6%%8) _
b — (8%%) (6%58) _ (8%%§) .
coo — (UM _ E)

Grupy Z4 a ¢(Z4) jsou izomorfni - snadno to nahlédneme pii porovnani
tabulek nasobeni v obou grupach.

Zy |0 1 2 3
0101 2 3
111 2 30
212 3 01
313 01 2
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©(Z4)

<. 0 o Qe
Q=0 oo

O QS .
Q=00

o o

2.4 Alternujici grupa
2.4.1. Oznaceni. Necht n € N. Klademe

A, ={m e S,| Sg(r) =1}.

2.4.2. Tvrzeni. Necht n € N. Plati: A, je podgrupa grupy S,.
DUKAz. Naptiklad [3], 6.3.2.
Grupa A, se nazyva alternujici grupa n prvku.

2.4.3. Tvrzeni. Necht n € N, n > 2. Plati: card(4,) = jcard(S,) (tedy
card(A,) =2 ).

DUKAz. Naptiklad [3], 6.3.3.

2.4.4. Priklad. Alternujici grupa Az mé 35' = 3 prvky. VypiSme vsechny
prvky grupy Ss:

, 123 123 123 123 123 123
1= ,a = b= ,C= ,d= ,e = )
123 132 321 213 231 312

V prikladu 2.3.13. jsme zjistili, ze Sg(i) = 1, Sg(a) = —1, Sg(b) = —1,
Sg(c) = =1, Sg(d) = 1, Sg(e) = 1. Takze A3 = {i,d,e}. Uvedeme jesté
tabulku nasobeni v grupé As.
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2.5 Obecna linearni grupa

Necht T je téleso, m,n € N. Mnozinu vSech matic typu (m,n) nad télesem
T budeme znacit T, .
Jestlize A € T,,,, pak h(A) zna¢i hodnost matice A. Jestlize A € T}, ,,
pak |A| zna¢{ determinant matice A a A~! zna¢i matici inverzni k matici A.
Necht A € T, ,,. Uvazme nasledujici tii vyroky:
(I) h(A) =n
(1) |4] # 0
(III) matice A~! existuje.
Z linearni algebry vime, ze vyroky (I), (II), (III) jsou ekvivalentni. Matice
A, pro niz jsou vyroky (I), (IT) a (III) pravdivé, se nazyva regularni.
Podrobnéjsi informace o maticich (veetné diikaztl) mize ¢tenaf najit na-
ptiklad v kapitolach 5 a 7 studijniho textu [3].
Necht GL(n,T) je mnozina vSech ¢tvercovych regularnich matic n-tého
stupné nad télesem 7T'. Tedy

GL(n,T) = {A € T,| h(A) = n}.

2.5.1. Tvrzeni. MnoZina GL(n,T) s operaci ndsobeni matic je grupa.

DUKAz. Nejdfive se musime presvédéit, ze mnozina GL(n,T) je uzaviend
vzhledem k operaci ndsobeni matic. Necht A, B € GL(n,T). Chceme: A-B €
GL(n,T). Vime: A,B € T,, ., |A| # 0, |B| # 0. Zfejmé A - B € T, ,,. Déle,
|A-B| = |A|-|B| # 0. Vidime, ze A-B € GL(n,T). Je dobfe znamo, Ze operace
nasobeni ¢tvercovych matic n-tého stupné je asociativni a ma neutralni prvek
E, (jednotkovad matice n-tého stupné). Uvédomme si, ze |E,| = 1 # 0,
takze FE, € GL(n,T). Necht A € GL(n,T). Protoze A je regularni, existuje
matice A7!. Plati: A- A~! = A7'. A = E,. Pro determinanty pak mame
|A- A7Y = |E,|, |A| - |[A7!] = 1. Z toho vyplyvé, ze |[A7!| # 0 a tudiz
At € GL(n,T).

2.5.2. Definice. Necht T je téleso, n € N. Grupa GL(n,T) se nazyva
obecna linearni grupa.

Vsimnéme si, ze GL(1,T) = T*.

2.5.3. Tvrzeni. Necht T je téleso, n € N. Plati: grupa GL(n,T) je komu-
tativnt prave tehdy, kdyzn = 1.
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DUKAZ.

=: Predpokladejme, ze n > 1. Ukazeme, ze GL(n,T) neni komutativni.
Definujeme matici A € T,,,, takto: a;; =1 prol <i<n,a;2=1,a; =0v
ostatnich pripadech.

Definujeme matici B € T,,,, takto: b;; = 1 prol <i <n, by =1,b; =0v
ostatnich pripadech.

Polozme C = A-B, D = B-A. Je ¢c;1 = 1+ 1, d;; = 1. Predpokladejme,
7e ¢c;p = dyj;. Pak 1+ 1 =1, 1 = 0, spor. Nutné tedy c¢1; # dy1, C # D,
A-B# B-A.Déle, |[A| =1, |B| =1, takze A, B € GL(n,T). Ukézali jsme,
ze grupa GL(n,T) neni komutativni.

<: Grupa GL(1,T) je komutativni, protoze GL(1,T) = T*.

2.5.4. Tvrzeni. Necht T je téleso, n € N. Plati: grupa GL(n,T) je koneénd
pravé tehdy, kdyz téleso T je konecne.

DUKAZ.

=: Predpokladejme, Ze téleso T" je nekonecné. Ukézeme, Ze grupa GL(n,T) je
nekone¢na. Bud ¢ € T, ¢ # 0. Uvazme nasledujici diagonalni matici A € T}, ,,:
a1 =c¢,a; =1pro2 <i<n.Je|Al =c#0,takie A € GL(n,T). Sestrojili
jsme nekoneéné mnoho prvka grupy GL(n,T).

<: Grupa GL(n,T) je kone¢na, protoze mnozina T;, ,, je konec¢na.

Jestlize p je prvocislo, pak Z, je téleso. Grupa GL(n,Z,) se nékdy ozna-
¢uje GL(n,p). Kolik prvkt mé grupa GL(n,p)?

2.5.5. Véta. Necht T je konecné téleso, card(T) = q. Necht n € N. Plati:

card(GL(n,T)) = ("= 1) - (¢"—q) - (¢" —¢*) - -+ (¢"—q" ).

DUKAZ. Je tfeba urcit pocet vSech ¢tvercovych regularnich matic n-tého
stupné nad télesem 7. Bud A € T,,,,. Proi € {1,2,...,n} ozna¢me i-ty fadek
matice A symbolem a;. Chceme, aby A byla reguldrni. Lze tedy vektor aj
zvolit libovolné aZ na to, Ze musi byt a; # 0. Tudiz existuje ¢ — 1 zptisob1,
jak zvolit vektor a;. Pfedpokladejme, Ze vektor a; je jiz vybran. Vektory a,
a3 jsou linedrné nezavislé. Je tedy as € T — ({a1}). Tudiz existuje ¢" — ¢
zpusobii, jak zvolit vektor as. Vidime, ze prvni dva fadky matice A lze zvolit
(¢"—1)-(¢" —q) zptisoby. Piedpokladejme, ze vektory a7, as jsou jiz vybrany.
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Vektory a1, as, as jsou linedrné nezavislé. Je tedy az € T"— ({a7, a3 }). Tudiz
existuje ¢" — ¢* zpusobi, jak zvolit vektor as. Vidime, Ze prvni t¥i fadky
matice A Ize zvolit (¢" —1)- (¢" — q) - (¢" — ¢*) zptsoby. Postupujeme déle az
k z&véru, ze matici A lze zvolit (¢" —1) - (¢" —q) - (¢" —¢*) - -+ -~ (¢" — ¢ )
zpusoby.

2.5.6. Priklad.

1. Grupa GL(3,3) ma (3> — 1) - (3> —3) - (3% — 3?) =26 -24 - 18 = 11232
prvki.

2. Grupa GL(3,2) ma (23 —1)- (2% —2)- (2> —2?) =7-6-4 = 168 prvki.
3. Grupa GL(2,3) ma (32 — 1) - (3> — 3) = 8- 6 = 48 prvki.
4. Grupa GL(2,2) m4 (22 — 1) - (22 — 2) = 3 -2 = 6 prvki. Jsou to tyto

prvky:
11 1
"\10/)°\0

10 10 01 0
o1)>\1r1)°\L10)\1
2.6 Grupa symetrii obrazce

Nejdfive pripomeneme pojem metrického prostoru. Necht X je neprazdné
mnozina, d : X* — R. Dvojice (X, d) se nazyvd metricky prostor, pokud
plati:

[ |

==l
N——

1. d(a,b) > 0 (pro vSechna a,b € X)

2. d(a,b) = 0 pravé tehdy, kdyz a = b (pro vSechna a,b € X)

w

d(b,a) (pro vSechna a,b € X)
4 d

- d(a,b)
- d(a,)
. d(a,b)
. d(a,b)

<

a,b (a,c) + d(c,b) (pro vsechna a,b,c € X).

Zobrazeni d se nazyva metrika. Prvky metrického prostoru se nazyvaji
zpravidla body. Jsou-li a, b body, pak jejich vzdalenosti rozumime ¢islo
d(a,b).

Zminime nyni dva zakladni priklady metrickych prostori. Mnozina R
vSech realnych ¢isel je metricky prostor, definujeme-li d(a,b) = |a — b|. Také
R? je metricky prostor, definujeme-li d(A, B) = /(a; — b1)? + (az — by)? pro
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A = (ay,ay), B = (by,by). V piikladech by bylo mo#no pokracovat (R3, R*
atd.). Samoziejmé existuji i dalsi metrické prostory.

Kdo ma hlubsi zajem o metrické prostory, miize se obratit napriklad ke
knize [1] nebo ke skriptu [2].

Obrazcem v metrickém prostoru (X, d) rozumime libovolnou mnoZinu
ACX.

2.6.1. Definice. Necht (X, d) je metricky prostor, A C X. Bijekce 7 : A —
A se nazyva symetrie obrazce A, pokud pro vSechna a,b € A plati:

d(m(a),m(b)) = d(a,b).
Oznacime

Sym(A) = {r € S(A)| 7 je symetrie obrazce A}.

2.6.2. Tvrzeni. Necht (X,d) je metricky prostor, A C X. Plati: Sym(A)
je podgrupa grupy S(A).

DUKAZ. Je tfeba dokazat néasledujici tii véci:

(I) ida € Sym(A)

(IT) Jestlize m € Sym(A), pak 71 € Sym(A).

(III) Jestlize m, o € Sym(A), pak mo € Sym(A).

ad (I): Podminka je zfejmé splnéna.

ad (II): Necht © € Sym(A), necht a,b € A. Chceme: d(r(a),771(b)) =
d(a,b). Jelikoz m € Sym(A), je d(n(m " (a)), 7(x71(D))) = d(x~(a), 771 (b)).
Staci si uvédomit, ze w(7r'(a)) = a, 7(7 (b)) = b.

ad (III): Necht 7, 0 € Sym(A), necht a,b € A. Chceme: d((mwp)(a), (7o)(b)) =
d(a,b). Pocitejme:

d((re)(a), (r0)(b)) = d(a(n(a)), e(n(b)))

2.6.3. Definice. Necht (X, d) je metricky prostor, A C X. Grupu symetrii
obrazce A definujeme jako grupu Sym(A).
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2.6.4. Priklad. Necht (X, d) je diskrétni metricky prostor, tedy

| 0 pokuda="5b
d(a,b) = { 1 pokud a#b

Bud A C X, 7w € S(A), a,b € A. Jestlize a = b, pak w(a) = 7(b), d(a,b) = 0,
d(m(a),m(b)) = 0. Jestlize a # b, pak 7w(a) # w(b), d(a,b) = 1, d(7(a), 7 (b)) =
1. V kazdém ptipadé tedy d(m(a),n(b)) = d(a,b) a 7 € Sym(A). Ukazali
jsme, ze Sym(A) = S(A).

2.6.5. Piiklad. Necht (X, d) je metricky prostor, A, B, C' jsou t¥i rizné
body prostoru X. Uvazme A = {A, B,C}.

Jestlize trojuhelnik ABC je rovnostranny, pak ziejmé Sym(A) = S(A) = S;.
Necht trojuhelnik ABC' je rovnoramenny, nikoli v§ak rovnostranny. Pro urdi-
tost predpokladejme, ze d(A, B) = d(A,C). Bud 7 € Sym(A). Snadno se
nahlédne, ze m(B) = B, n(C') = C nebo 7n(B) = C, n(C) = B. V prv-

nim piipadé m = (ggg), ve druhém prfipadé © = (ﬁgg). Tudiz Sym(A) =

{(ABC) (ABC)} ~7

ABC/)> \ACB/J — #2:

Necht trojuhelnik ABC' je obecny, nikoli rovnoramenny. Bud 7 € Sym(A).
Je m(A) = A, m(B) = B nebo n(A) = B, n(B) = A. Druhy piipad neni

mozny, nebot by daval m = (259, d(B, C) = d(A, C) a trojahelnik ABC by
BAC
ABC

ABC) a grupa Sym(A) je trividlni.

byl rovnoramenny. Takze m = (
2.6.6. Priklad. Uvazme metricky prostor (R?,d), ve kterém je d(A, B) =
\/(al —b1)?+ (ag — b2)? pro A = (a1,as), B = (by,by). Bud K kruznice v
(R? d) se stfedem v bodé (0,0). Grupa Sym(K) je nekonecnd. Bud 0 < a <
27m. Ozna¢me r, otoceni kruznice K o thel a (stfed otoceni je v bodé (0, 0)).
Pak r, € Sym(K) a tedy grupa Sym(K) ma nespoetné mnoho prvka.

2.6.7. Priklad. Uvazme metricky prostor (R,d), kde d(a,b) = |a — b| pro
a,b € R. Necht A je uzavieny interval [0, 1]. Necht 0 < ¢ < 1. Definujme
zobrazeni f.: A — A takto:

c prox =0
felx)=42 0 proz=c
xr prox#0,x#c

Ziejmé f. je bijekce a tedy f. € S(A). Ukazali jsme, Ze grupa S(A) je ne-
spocetna.
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Nyni uvidime, Ze grupa Sym(A) mé pouze dva prvky. Bud f € Sym(A). Je
ziejmé, ze nastane praveé jedna ze dvou nasledujicich moznosti:

(1) £(0) = 0, f(1) = 1

(1) f(0) = 1, f(1) = 0.

ad (I): Necht = € A. Je |f(z) — f(0)| = |z — 0|, tj. | f(z)| = |z|, f(x) = =.
Takze f = id.

ad (II): Necht z € A. Je |f(z) — f(1)| = |z — 1], tj. [f(z) — 0] = |z — 1],
|f(z)] = |z — 1], f(z) = 1 — x. Ukazali jsme, ze Sym(A) = {id, f}, kde
f(z)=1—z proz € A.

2.6.8. Véta. Necht n € Z, n > 3. Necht A je mnoZina vrcholi pravidelného
n-thelnika v prostoru R? s metrikou d(A, B) = /(a1 — b1)? + (a2 — b2)?, kde
A = (ay,a9), B = (by,by). Pak Sym(A) je grupa fadu 2n, kterd je generovdna
dvéma prvky S a T takovymi, Ze

S"=1, T*>=1aTST =51

DUKAZ. Pro k € 7Z polozme V;, = (cos k%’r,sin k%’r) Bez Gjmy na obec-
nosti lze predpokladat, ze A = {Vi| k € Z} = {V,, Vi,...,V,_1}. Oznacme
S otoceni obrazce A o thel 2 (stied otadeni je v bodé (0,0)). Pro kazdé
k€Zje S(Vi) = Vi, S* (Vi) = S(S(V) = S(Vier1) = Vigzs ., S™(Vir) =
Viin = Vi. Vidime, ze S™ = 1. Ozna¢me T osovou soumérnost kolem osy
z. Pro kaidé k € Z je T(Vy) = Voy, T2(Vi) = T(T(V})) = T(V_y) = Vi
Vidime, ze T? = 1. Bud k € Z. Pak TST(V},) = (ST)(T' (Vi) = (ST)(V_3,) =
T(S(Vy) = T(Vgs1) = Viey = S7YV,). Vidime, ze TST = St Jiste
S, T € Sym(A). Prvky 1, S, S§%, ..., S"~! jsou navzajem rtzné. Také prvky
T, TS, TS? ..., TS"™ ! jsou navzdjem riizné. Bud 7,5 € {0,1,...,n — 1},
S = TS9. Pak Si(Vp) = (T'S9)(Vp), Vi = Vi, i = j. Takze ' = TS|, 1 = T
spor. Tudiz 1, S, S2, ..., 8" Y, T, TS, TS? ..., TS" ! je 2n riznych prvki
grupy Sym(A). Nyni sta¢i dokazat, ze {1,S,..., 8" L T,TS,... TS 1} =
Sym(A).

{1,S,...,8" VT, TS,..., TS 1} C Sym(A): Toto je jasné.

Sym(A) C {1,S,...,8" VT, TS,..., TS"'}: Bud P € Sym(A). Piedpo-
kladejme, ze P(Vy) =V, i € {0,1,...,n — 1}. Jsou dvé moznosti:

(I)P(Vl) = Vi1

(1) P(V) = Vi,
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ad (I): V tomto piipadé P(V3) = Vii2 nebo P(V,) = V;. Druhy pfipad nena-
stava, protoze P(Vy) = V;. Takze P(V,) = V;4o. Déle pak P(V3) = V.3 atd.
Celkem P = S°.

ad (II): V tomto ptipadé P(V3) = V; nebo P(V3) = V;_5. Prvni pfipad nena-
stava, protoze P(Vy) = V;. Takze P(V3) = V;_5. Déale pak P(V3) = V,_3 atd.
Celkem P(V},) =V_ 1 ; a P=TS"

2.6.9. Definice. Necht n je celé ¢islo, n > 3. Dihedralni grupa D, je
grupa radu 2n, ktera je generovana dvéma prvky s a t takovymi, ze

s"=1,t*=1atst=s".

2.6.10. Poznamka. Zabyvejme se dihedralni grupou Ds,,.
Z tst = s~! plyne t?st = ts~!. Protoze t* = 1, mdme st = ts—!. Pak pro
kazdé nezaporné celé ¢islo m plati:

Necht i,k € {0,1}, j,1 € {0,1,...,n — 1}. Vypocitdme soucin (t's) - (t*s').
k=0: (ts?) - (ths!) = tisit0s! = tigis! = tisit

k=1: (ts7) - (tFs!) = ti(s7t)s! = titsTIsl = titlsl=i

V obou piipadech (t's?) - (t*s') = t“s” pro néjaka celd ¢&isla u, v. S vyuZitim
vztahii 2 = 1, s" = 1 pak muzeme tvrdit, Ze existujii a € {0,1}, b €
{0,1,...,n — 1} s vlastnosti

(tis?) - (t7s") = tos".

Vypocitejme jeste (t's?)~L. Je (t's)~1 = (s7)71(#")~! = s77t~". Protoze s" =
1, * = 1, existuji ¢ € {0,1,...,n — 1}, d € {0,1} takova, Ze s™7 = s
t=1 = ¢4, Pak (t's?)~! = s°td.

Jestlize d = 0, pak 5% = 59 = 05¢ = tds°,

Jestlize d = 1, pak st? = s = ts—¢ = tis7¢.

Uvazime-li vztah s" = 1, lze tvrdit néasledujici:

existuji e € {0,1,...,n— 1}, d € {0, 1} tak, ze

(Hs7) ! = 15",

Necht nyni
H=1{l,s,...,8" "t ts ... ts""'}
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Vyse provedené vypocty za vyuZiti vztahii s” = 1, t? = 1, tst = s~ ukazuji,
ze H je podgrupa grupy D,,. JelikoZ s,t € H, je (s,t) C H. Protoze (s,t) =
Ds,, mame H = D,,. Mizeme tedy ucinit nasledujici zavéry:

1. Grupa Dy, ma 2n prvki, a to konkrétné

n—1 2 n—1
1,s,8% ..., "t ts, ts”, ... ts" .

2. Vypocty v grupé D,, lze provadét pomoci vztahti s” = 1, 2 = 1,
tst = s L.

3. Ptedchozi dva body ukazuji, ze definice 2.6.9. urcuje grupu D,,, jedno-
znacné.

4. Grupa Dy, neni komutativni. Abychom to zdivodnili, tak predpokla-
dejme opak, tj. ze D,, je komutativni. Pak ts = st, tst = st> = s.
Ovsem tst = s71, takZe s = s7!, s> = 1. Dostali jsme spor s bodem 1.

2.6.11. Poznamka. 7Z véty 2.6.8. vyplyva, zZe dihedralni grupa D, je grupa
symetrii mnoziny vrcholt pravidelného n-tihelnika.

2.6.12. Piiklad. Sestrojime tabulku nasobeni v grupé Dg. Dle poznamky
2.6.10. méa grupa Dg téchto 6 prvki:

1,s, 8%t ts, ts>

Uvédomme si, 7e s3 =1, t2 =1, tst = s7! (tj. st = ts7!).

Nyni provedeme potiebné vypocty:

ss=5% 55 =5=1,st=ts ! =ts% sts=ts s =t s5ts®> =ts s> =ts
s2.s=52=1,82-82=5st=5, 52 -t =sts ! =ts2=ts, 5% ts =tss = ts>,
52 ts? =tss? =t

t-s=ts t-s2=ts’ t-t=t>=1,t-ts=s,t ts®> = s>

ts-s = ts?, ts-s2 = tsd =t ts-t = s = s ts-ts = s's = 1,
ts-ts?=s5"1s?=s

ts? - s = t, ts? - 52 = tst = ts, ts? -t = tts = s, ts? - ts = tts® = s,
ts®* ts? =tt =1
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Tabulka nasobeni v grupé Dg vypada nasledovné:

1 s st ts ts?
111 s s ts ts?
S s s 1 ts2 t s

s2 | s 1 s ts ts® t

t t ts ts® 1 s §°
ts | ts ts> t s 1 s
ts? [ ts> t ts s s 1

2.7 Kvaterniony
2.7.1. Definice. Kvaterniony je grupa Q = (a, b) fadu 8, v niz

at=1, ¥ =d’abab ! =at

2.7.2. Poznamka. Zabyvejme se podrobnéji grupou Q. PoloZme
H = {1,a,a* a®, b,ab,a’b,a®b}.

JelikoZ bab~! = a~!, mame ba = a~'b.

Pocitejme:

1t=1

at=a

(a?)! = a2

(a®)™ =a

b=t = a?b (b-a®h = bb*b = b* = (b*)? = (a®)? = a* = 1, a®b- b = a*b?
aa> =a* =1)

(ab)™t = a3b (ab - a®b = abaa®*b = aa"'ba*b = bb*b = b* = 1, a3b - ab
aa=tbb = a’h? = a*a®> = a* = 1)

(a*h)~t =10

(a®b)~t = ab

Ukézali jsme toto: Jestlize x € H, pak x7! € H.
Ze vztahu ba = a~'b vyplyva, ze

ba™ =a b
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pro kazdé nezaporné celé cislo m.
Necht 7,k € {0,1,2,3}, 7,1 € {0,1}. Vypoc¢itame soucin

(a't?) - (a*b').

Jestlize j = 0, pak (') - (a*b) = a'b°a*d' = aFpl.
Jestlize j = 1, pak (a't’) - (a*¥!) = a'ba*b' = a’a*bb' = a'~*p!*1. V piipadé
[ = 0 mame (a't’) - (a*d') = a*~*b'. V piipadé | = 1 méame (a't’) - (a*V') =
Gk = ik g2 — gimkt2p0.
Dokézali jsme: existuji u € Z, v € {0, 1} tak, zZe

(a't?) - (a*b') = a"b".

ProtoZe a* = 1, existuje w € {0,1,2,3}, a* = a*. Celkem existuji w €
{0,1,2,3}, v € {0,1} s vlastnosti

(a't?) - (a*b) = a®b".

Praveé jsme ukéazali toto: Jestlize x,y € H, pak zy € H.

Z dosud provedenych vypoc¢ta vyplyva, ze H je podgrupa grupy Q. Jelikoz
a,b € H,je (a,b) C H. OvSem (a,b) = Q, takze Q = H.

MiZzeme ucinit nasledujici zavéry:

1. Grupa Q ma presné 8 prvki, a to konkrétné

1,a,a?, a® b, ab, a’b, a®b.

2. Vypocty v grupé Q lze provadét pomoci vztaht a* = 1, b? = a2,
bab~! = a7l

3. 7Z ptedchozich dvou bodu vyplyva, ze definice 2.7.1. urcuje grupu kva-
ternioni jednoznacné.

4. Grupa Q neni komutativni. Pfedpokladejme opak. Potom a?b = aab =

aba = aa~'b = b. Dostali jsme spor s bodem 1.

2.7.3. Priklad. Uvazme nésledujici ¢tvercové matice stupné 2 nad télesem
komplexnich ¢isel:

(0 8) = ()= ()= (30)
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Polozme

G = {1a Z.ujv k7 _17 —1,
Mnozina G' ma 8 prvki. Je |1| = |i| = |j| =
| — k| =1, takze G C GL(2,C).
Pocitejme:

S0 )

| <. ~.

k).

o

|
~.

(8- (h )
k2(05.2>'(0513)(.502)
a=(Ta) ()= 8)-
(5 (3= ()
= (5 5)(Ge)=(0)-
() 00)-(2)
(5 8) (A o) (0 5)
#=(50) (0 5)=(1 )=

Budte a,b € {1, 1, j, k} Pak plati:

ab € G

(—a)b=—(ab) € G

a(—b) = —(ab) € G

(—a)(—=b) =ab e G.

Ukézali jsme: Jestlize x,y € G, pak xy € G.
Dale plati:

1-1=1, takze 17" = 1

(—1)-(=1) =1-1=1, takze (—1)~1 = —1
a-(—a) = (—a)-a = —a® = 1, takZe a~
a€{i,j,k}).

Ukézali jsme: Jestlize x € G, pak 27! € G.

1

Podafilo se ndm dokézat, ze G je podgrupa grupy GL(2,C).

Dokazeme nyni, ze G = (i, j).
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(1,7) C G'TOJeJasne

GCli,j):k=1j, —1=4* —i=10 —j =73 —k=7ji.

Viimnéme si jests, ze it = (12)? = (=1)% = 1, * = 52, jij ™! = ji(—j) =
(k) (—=j)=kj=—i=1i""

Lze tedy Tici, Ze grupa G sestrojenad v tomto piikladé je grupa kvaternioni,

tj. G = Q.

3 Lagrangeova véta a jeji dusledky

3.1 Lagrangeova véta

Necht G je grupa, a € G, B C G. Misto {a} - B = {a}B budeme stru¢né
psat a - B = aB. Je tedy

a-B=aB={a-y|lye B}.

Pfipomenme si pojem rozklad mnozZiny. Necht M je mnozina. Roz-
kladem mnoziny M rozumime jakykoli systém S podmnozin mnoziny M s
témito vlastnostmi:

1. Pro vSechna A € S plati: A # ().

2. UnesA=M

3. Pro vSechna A, B € S plati: Jestlize AN B # (), pak A = B. (Ekviva-
lentné: Jestlize A # B, pak AN B =10.)

3.1.1. Priklad. Polozme
A={3klkeZ}=1{...,—6,-3,0,3,6,...}
B={3k+1kezZ}={..,-5-2,1,47,...}
C={3k+2kez}={..,-4,-1,2,5,8,...}.
Pak {A, B,C} je rozklad mnoziny Z.

3.1.2. Vé&ta. Necht G je grupa, H je podgrupa grupy G. Pak systém mnoZin
{aH| a € G}

je rozklad mnoziny G.
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DUKAzZ. Je tieba dokazat nasledujici:
(I) Pro vSechna a € G plati: aH # 0.

(D) U, af = G

(IIT) Pro vSechna a,b € G plati: Jestlize aH NbH # ), pak aH = bH.
ad (I): Jelikoz H je podgrupa, je 1 € H, atedy a=a-1 € aH, aH # (.
(

I1):
wcc aH C G: To je jasné.

G CUpegaH:Bud g € G. Pak g € gH C |, afl.

ad (II1): Necht a,b € G, aHNbH # (. Chceme: aH = bH. Bud ¢ € aHNbH.
Existuji tedy hqi,he € H, ¢ = ahy, ¢ = bhy. Pak ahy = bhy, a = bhghfl.
Zvolme libovolné g € aH. Existuje h € H, g = ah. Pak g = bhyh]'h.
Protoze hy, h1,h € H a H je podgrupa, je hohy'h € H a g = bhyh{'h € bH.
Prvek g € aH jsme volili libovolné. Ukézali jsme tedy, ze aH C bH. Obdobné
lze ukazat, ze bH C aH. Celkem tedy aH = bH.

Rozklad {aH| a € G} z véty 3.1.2. budeme stru¢né oznacovat G/H.
Mnozina aH se nazyva leva t¥ida grupy G podle podgrupy H (uréené prv-
kem a). Rozklad G/H je tedy rozklad grupy G na levé tfidy podle podgrupy
H.

3.1.3. Definice. Necht G je grupa, H je podgrupa grupy G. Cislo card(G/H)
nazyvame index podgrupy H v G a zna¢ime ho [G : H|.

3.1.4. Pr¥iklad. Necht G je grupa. Pak
(G {1} = card(G/{1})
= card({a-{1}] a € G})
= card({{a-1}| a € G})
= card({{a}| a € G})
(G).

= card

3.1.5. Piiklad. Necht G je grupa. Pak
G:G] = card(G/G)
= card({aG| a € G})
= card({G| a € G})
= card({G})
= 1.
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Vyuzili jsme fakt, ze aG = G pro kazdé a € G. Vztah aG C G je jasny. Bud
g € G.Pak g = a(a"'g) € aG. Tudiz G C aG.

3.1.6. Priklad. Uvazme grupu Z a jeji podmnoziny A, B, C' z prikladu 3.1.1.
Ziejmé A je podgrupa grupy Z (je A = (3)). Ur¢ime rozklad Z/A.
0+A=A

1+ A=1+{3klkeZ}={1+3k|l kcZ} =B

24+ A=2+{3k|lke€Z}={2+3klkeZ}=C

3+A=3+{..,-6,-3,0,3,6,...} ={...,—3,0,3,6,9,...} = A
A4 A=d4{ . . —6.-30536. }={. 214710, .}=B
5+A=5+{...,-6,-3,0,3,6,...} ={...,—1,2,5,8,11,...} = C
6+A=6-+1{...,-6,-3,03,6,...}=1{..,0,3,6,9,12,...} =4

atd.
Obecné, necht x € Z. Nastane pravé jeden ze t¥{ pripad:
(I) = 3l pro n&jaké | € Z
(II) x = 3l + 1 pro néjaké | € Z
( II) x = 3l + 2 pro néjaké | € Z.
dI:z2+A=A
(II):z+A=D8
ad (Ill): 2+ A=C
Tudiz Z/A={zx+ Alx€Z}={A,B,C}al|Z: Al =3.

3.1.7. Priklad. Uvazme grupu kvaternionu Q = {1,4,5,k, —1,—i,—j, —k}
(viz 2.7.3.) a jeji podgrupu H = (i) = {1,4,—1, —i}. Uréime rozklad Q/H.
1-H=H

i-H={i,—~1,—i,1}=H

J- H = {j7_k7 —J k}

k-H = {kaja_ka_j}

1 H={-1,-i1,i=H

i H={—i1,i,~-1}=H

_j -H = {_jvkajv _k}

—k-H={-k,—j,k, j}

Vidime, ze Q/H = {{1,i,—1,—i},{j,—k,—j, k}} a tedy [Q : H] = 2.

3.1.8. T'vrzeni. Necht G je grupa, H je podgrupa grupy G, a € G. Pak

card(H) = card(aH).
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DUKAZ. Definujme zobrazeni f : H — aH takto:

f(z) =ax

pro kazdé x € H. Je ziejmé, Ze f je surjekce. UkaZeme, Ze f je injekce. Necht
x,y € H, f(x) = f(y). Chceme: x = y. Vime, Ze ax = ay. Staci pouzit zakon
o kraceni.

3.1.9. Véta. (Lagrange) Necht G je koneénd grupa. Necht H je podgrupa
grupy G. Pak 7dd podgrupy H déli 7ad grupy G (tj. card(H)/card(G)) a
card(G) =[G : H] - card(H).

DUKAZ. Pouzijeme rozklad mnoziny G z véty 3.1.2. VSimnéme si, Ze z konec-
nosti mnoziny G vyplyvéa konecnost mnoziny H (je H C () a také kone¢nost
mnoziny G/H (kazda leva t¥ida grupy G podle podgrupy H je neprazdni;
kdyby levych t¥id bylo nekonecné mnoho, musela by byt mnozina G ne-
konecnd). Ze 3.1.8. plyne, ze kazda leva t¥ida grupy G podle podgrupy H
ma stejny pocet prvki, totiz card(H). JelikoZ pocet levych t¥id je roven
card(G/H), dostavame

card(G/H) - card(H) = card(Q)

G : H] - card(H) = card(G).
Jasnym dusledkem pravé dokazaného vztahu je fakt card(H)/card(G).

3.1.10. Tvrzeni. Necht G je koneénd grupa. Necht a € G. Pak prvek a mad
konecny rad a tento rdad deli rad grupy G.

DUKAZ. Prvek a ma koneény iad podle 1.2.7. Rad prvku a ozna¢me n. Podle
1.4.18. podgrupa (a) mé fad n. Podle Lagrangeovy véty rad podgrupy (a)
deli tad grupy G. Takze n déli fad grupy G, fad prvku a déli fad grupy G.

3.1.11. Tvrzeni. Necht G je konecnd grupa vddu n. Necht a € G. Pak
a" =1.

DUKAZ. Dle 3.1.10. prvek a mé koneény fad k a pfitom k/n. Existuje tedy
piirozené &islo [ tak, ze n = k - . Pak a™ = (a*)! = 1! = 1.

Lagrangeova véta je zdkladni véta teorie grup. Jako prvni se nabizi jeji
aplikace pri hledani vsech podgrup konecné grupy.
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3.1.12. P¥iklad. Ukol: Uréete viechny podgrupy grupy Zgie: -

Reseni: Bud H podgrupa grupy Zsis:. Podle Lagrangeovy véty fad podgrupy
H déli fad grupy Zsie1, tedy card(H)/8161. ProtoZe 8161 je prvocislo, méme
card(H) = 1 nebo card(H) = 8161. Tudiz grupa Zs;s1 méa dvé podgrupy, a
to {0} a Zsse:-

3.1.13. Priklad. Ukol: Uréete viechny podgrupy grupy Ss.

Reseni: Pouzijeme oznaceni z piikladu 2.3.13. (v ném jsme se zabyvali grupou
S3). Uvédomme si, Ze grupa S3 ma fad 3! = 6. Podle Lagrangeovy véty pak
kazda podgrupa grupy Sz ma fad 1, 2, 3 nebo 6.

Pfi urcovani podgrup (koneéné) grupy G je vhodné zjistit fady vSech prvki
grupy G. To ma dva dtavody:

1. Jestlize H je podgrupa grupy G, a € H, pak ¥ad prvku a déli card(H)
(viz 3.1.10.).

2. Jestlize prvek a ma ¥ad n, pak (a) ma fdd n a (a) = {1,a,a?,...,a" "'}
(viz 1.4.18.).

Pocitejme:

a? =i

b =i

2 =i

dP=ec d®=de=1i
e2=d, e* =ed=1.

Zjistili jsme, ze prvky a, b, ¢ maji fad 2, prvky d, e maji fad 3.
1. Podgrupy fadu 1: Ziejmé existuje jedind podgrupa fadu 1, a to {i}.

2. Podgrupy fadu 2: Kazda podgrupa fadu 2 mé tvar {1,z}, kde z je
prvek fadu 2. Grupa S; tedy mé tii podgrupy tadu 2: {i,a}, {i,0b},

{i, c}.

3. Podgrupy fadu 3: Kazda podgrupa fadu 3 méa tvar {1,z,y}, kde z, y
jsou prvky fadu 3, 22 = y, y* = z, 2y = yxr = 1. Grupa S3 méa tedy
jednu podgrupu fadu 3, totiz {i,d, e}. Uvédomme si, ze {i,d, e} = As.

4. Podgrupy tadu 6: Ziejmé existuje jedind podgrupa radu 6, a to Ss.
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Shrnuti:
Grupa S3 mé celkem 6 podgrup:

{i}’ {i,&}, {ivb}7 {iac}7 A37 53-

3.1.14. Priklad. Najdeme vSechny grupy fadu 4. Necht G je grupa fadu 4.
Podle 3.1.10. fady prvkt grupy GG mohou byt pouze ¢isla 1, 2, 4. Pfedpokla-
dejme nejdiive, Ze grupa G obsahuje prvek a fadu 4. Sestrojime multiplika-
tivni tabulku grupy G:

SEESIRSARS]
w N = O O
SIS S
S W N =

a
a
a
a

Q2 2
— o w N oW

(13
0 a?)
1 CLO
2 CLl
3 a2

a a a a

Zakladnim vztahem pro sestrojeni tabulky je vztah a* = 1. Potom napiiklad
ad-a?=ad°=a*-a' =1 a' =a.

Vidime, ze G =2 Zy.

Piedpokladejme nyni, Ze grupa G neobsahuje zadny prvek fadu 4. Pak G =
{1,a,b,c} a kazdy z prvki a, b, ¢ ma ¥ad 2.

Sestrojime multiplikativni tabulku grupy G:

O R |-
—

S = o oS

_— Q SO0

QO o =

Tabulku jsme sestrojili za vyuziti vztahil o> = b* = ¢* = 1 a faktu, Ze v
zadném Fadku (sloupci) tabulky se neopakuji prvky.
Sestrojime multiplikativni tabulku grupy Zs x Z,:

(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0) [ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,1) [ (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)

(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)

(L1 | (L,I) (1,0) (0,1) (0,0)
Lze snadno vidét, Ze zobrazeni f : G — Zsy X Zy dané predpisem
f(1)=(0,0), f(a) =(0,1), f(b) =(L,0), f(e) =(L,1)

je izomorfismus. Takze G = Zy X Zs.
Zaveérem lze Tici, ze existuji dvé grupy fadu 4, totiz Zs a Zy X Zs.
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3.2 Véty Fermatova a Eulerova

V této casti dokazeme pomoci Lagrangeovy véty dva klasické vysledky teorie
c¢isel, Fermatovu a Eulerovu vétu.

3.2.1. Véta (Fermat). Jestlize p je prvocislo a a je celé cislo, pak a? =

a (p)-

DUKAz. Uvazme grupu Z, . Ta mé fad p — 1. Pfedpokladejme, ze @ # 0. Pak

a € Z5. Dle 3.1.11. plati: (a) =1, (@t a=1-a (@ =a,da?°=a,a’ =
a (p). Zbyvé jesté piipad @ = 0. Pak oviem a? = (a)? = (0)? = 0 = 0 = G,

tj. a? = a (p).

Napiiklad, 35 = 243 = 3 (5),
101 = 9999999999990 + 10 = 13 - 769230769230 + 10 = 10 (13).
V nasledujici vété se vyskytuje Eulerova funkce ¢ (viz 2.2.3.).

3.2.2. Véta (Euler). Necht'r, s jsou celd ¢isla, r > 0. Jestlize NSD(r,s) =
1, pak s#) =1 ().

DUkAz. Uvazme grupu U(Z,). Ta ma tad ¢(r) (viz 2.2.6.). Jelikoz mame
NSD(r,s) = 1, je 5 € U(Z,) (viz 2.2.5.). Dle 3.1.11. plati: (3)°?") = T,
59 =T, s¢) =1 (r).

3.2.3. Piiklad. Urcete posledni dvojéisli ¢isla 312345,

Reseni: Je tieba urcit zbytek po déleni &isla 312345 ¢islem 100. NSD(100,3) =
1, takze dle Eulerovy véty 3¢1%) = 1 (100). ProtoZe ¢(100) = 40, mame
310 =1 (100). Ovsem 12345 = 308 - 40 + 25, takZe

312345 (340)308 325 _ 1308 325 — 325 (100)
Dale, 32 — 9, 3% — 81, 3% — 812 — 6561 = 61, 316 = 612 — 3721 = 21,
320 _ 316,38 = 91.6] — 1281 = 81, 3% — 320 .3 = 81 - 3 — 243 = 43.

Zjistili jsme, ze 312315 = 43 (100). Tudiz, zbytek ¢isla 3'23%5 po déleni &islem
100 je 43 a posledni dvojéisli ¢isla 3!1234° je 43.
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4 Cyklické grupy

4.1 Popis vsSech cyklickych grup

Z jistého uhlu pohledu lze fici, Zze cyklické grupy jsou nejjednodussi mezi
vSemi grupami. Jsou to totiz grupy generované jednim prvkem.

4.1.1. Definice. Necht G je grupa. Jestlize existuje a € G tak, ze G = (a),
pak se grupa G nazyva cyklicka. Prvek a nazyvame generator cyklické
grupy G.

Uvédomme si, ze pro cyklickou grupu G = (a) mame vyjadieni G =
{a"| n € Z} (viz 1.4.14.).

4.1.2. Priklad. Necht n je kladné celé ¢islo. Necht G je mnozina vSech n-tych
komplexnich odmocnin z jedné, tedy

G={reC|z"=1}.

Snadno se presvéd¢ime, ze G je podgrupa grupy C*.

Je 1 € G, nebot 1" = 1.

Necht z € G. Chceme: z7' € G. Je (z71)" = (z")"! = 17! = 1, takze
rted.

Necht x,y € G. Chceme: z -y € G. Je (z-y)" = 2" -y* =1-1 = 1, takze
x-y€q.

Je dobfe znamo, ze pocet n-tych komplexnich odmocnin z jedné je roven n
a ze to jsou nasledujici ¢isla:

€0 = COSO-%Tr +isin0- 28 = cos0+isin0 =1

n
_ JI i 1.2 eog 2T 4 gain 2T
€1 =cosl 2n—i—z's?n1 P = cos <& +isin
€9 =082 - <F 4 isin2- ¢
€3 =cos3- 2L +isin3 - =

€n—1 =cos(n —1) - 2 4 isin(n — 1) - 2.
Tudiz G = {80,81, .. .Enfl}.
Dobre je také znama Moivrova véta: Pro kazdé celé ¢islo k£ plati

k

(cosa + isin )" = cos ka + isin ka.

Specielné, pro kazdé celé ¢islo k, 0 < k < n — 1, mame
& 2m 2m

.. 2r . 2m
e¥ = (cos == +isin ==)* = cosk - == +isink - = = &.
n n n n
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Zavérem lze konstatovat, ze G = (g1) a grupa G je cyklicka.

4.1.3. Piiklad. V grupé Z plati: (1) = {n-1|n € Z} = {n| n € 2} = Z.
Tedy Z je nekonecna cyklicka grupa.

Necht n je kladné celé ¢&islo. V grupé Z, plati: 1 +1 = 2
1+1+14+1=4,...,1+1+---+1=n—-1,1+1+---+

n—1

(1) = Z, a Z, je kone¢na cyklickd grupa fadu n.

V naésledujici vété dokazeme, ze priklad 4.1.3. uvadi vsechny cyklické
grupy, které existuji (az na izomorfismus).

4.1.4. Véta.
Jestlize G je nekonecnd cyklickd grupa, pak G = Z.
Jestlize G je konecnd cyklicka grupa rddu n, pok G = Z,,.

DUKAZ.

1. Predpokladejme, Ze G je nekonecna cyklickd grupa.
Necht a € G, G = (a). Pro celé ¢islo n polozime

f(n) =a"

Definovali jsme praveé zobrazeni f : Z — G. Dokézeme, Ze f je izomor-
fismus.

f je bijekce:

Protoze G = {a"| n € Z}, je jasné, ze f je surjekce. Zbyva dokazat,
ze f je injekce. Necht k, [ jsou celd ¢isla, f(k) = f(l). Chceme: k = [.
Vime, Ze a* = a'. Pro diikaz sporem piedpokladejme, Ze k # [. Necht
napiiklad k£ < [. Pak a* -a™* = a' - a7%, a® = o', 1 = a/7*. OvSem
[ — k je pFirozené ¢islo. Tudiz prvek a mé kone¢ny fad a grupa G = (a)
je kone¢nd (viz 1.4.18.). Dostali jsme spor. Nutné tedy k = .

f je homomorfismus:

Budte k,1 € Z. Pak

Flk+1) = " = a*al = f(R) - £(1).

2. Predpokladejme, ze G je konecné cyklickd grupa radu n.
Necht @ € G, G = (a). Prvek a ma koneény fad (viz 1.2.7.), ktery je
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roven fadu grupy (a) (viz 1.4.18.). Tudiz, prvek a mé fad n.
Necht k,l € Z, k =1 (n). Pak n/l—k a existuje celé ¢islo ¢, [ —k = ¢-n.
Potom | = gn + k, coz dava

@1:aq"+k:aq"-ak:(an)q-akzlq-akzl-ak:ak.
Budeme definovat zobrazeni f : Z,, — G takto:
f(k) = d*

pro libovolné k € 7Z. Nejdrive provérime, ze zobrazeni f je definovano
korektné: Nechf k,1 € Z, k = 1. Je tieba, aby a* = a'. Avsak k = [
znamend k = [ (n) a vySe provedeny vypocet ukazuje, ze a* = a'.
Nyni dokézeme, ze zobrazeni f je izomorfismus.

f je bijekcee:

Protoze G = {a"| n € Z}, je jasné, ze f je surjekce. Zbyvéa dokazat,
7e f je injekce. Nechf k, [ jsou celd &isla, f(k) = f(I). Chceme: k = I.
Vime, 7ze a* = a'. Pak a* - a* = a' - a7%, a® = 7%, 1 = o!*. Cislo
[ — k vydélime se zbytkem cislem n. Pak [ — k = ¢ - n 4+ r pro vhodna
cela ¢isla ¢, r, 0 < r < n. Nyni

l=d*=a™" =@ - a"=1"a"=1-a" =d".

Protoze 0 < r < n a n je tad p_l“Vkl_l a, musi byt r = 0. Pak ovSem
l—k=q-n,n/l—k k=1 (n), k=L
f je homomorfismus:

Budte k,l € Z. Pak
fE+1)=fk+1)=a" =d"-a" = f(k)- f(]).

4.1.5. Tvrzeni. Necht G je konecnd grupa vdadu n. Jestlize G md néjaky
prvek radu n, pok G = Z,,.

DUkAzZ. Necht a € G, a mé fad n. Podle 1.4.18. podgrupa (a) ma fad n.
Takze (a) C G, card({a)) = n, card(G) = n. Proto (a) = G. Ukazali jsme, Ze
grupa G je cyklicka. Protoze G je konec¢na cyklicka grupa radu n, je G = 7Z,
dle véty 4.1.4.

4.1.6. Tvrzeni. Necht G je koneénd grupa Tddu p, kde p je prvocislo. Pak
G = Zy,.
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DUKAZ. Nechf a € G, a # 1. Rad prvku a oznaéme symbolem k. Podle
3.1.10. vime, ze k déli p. Takze k = 1 nebo k = p. P¥ipad £ = 1 nenastava
(platilo by totiz a* = 1, a = 1), takZe k = p. Grupa G m4 prvek fadu p.
Podle 4.1.5. pak G = Z,,.

4.1.7. Pfiklad. Najdeme vSechny generatory grupy Z. Necht a € Z, (a) = Z.
Ptipomenme si, ze

(a) ={n-a| n € Z}.
Protoze 1 € (a), existuje celé ¢islo n tak, ze na = 1. Tudiz n = a = 1 nebo
n = a = —1. Ovéfime jeste, ze a = 1 a a = —1 jsou vskutku generatory
grupy Z. Plati:

W={n-1neZy={n|nel) =2
(~1)={n-(-1)|n€Z} = {-n| neZ}=1Z.

Zavérem muzeme konstatovat, ze grupa Z ma presné dva generatory, totiz
Cisla 1, —1.

4.1.8. Priklad. Najdeme vSechny generatory grupy Z,. Ziejmé plati:

(0) = {0}, (I) = Z4, (2) ={0,2}, (3) =

(v poslednim p¥ipadé si pov§imneme Vztahu 343=6=2,3+3+3=9=1,
3+3+3+3=12=0).
Mitizeme konstatovat, Ze grupa Z, mé piesné dva generatory, totiz 1 a 3.

4.1.9. Priklad. Najdeme vSechny generatory grupy Zs. Pocitejme:
1+1=214141=3,14+14+141=4,14+1+1+14+1=5=0
§+§:Z,§+§+§:6 1,2424242=8=3,2+2+24+242=10=0
3+3=6=1,3+343=9=4,343+34+3=12=2,3+34+3+3+3=15=0
4+4=8=3,4+4+4 =12 = §, 4+4+44+4 =16 = T 4+4+4+4+4 =20 = 0.
Mitizeme konstatovat, Ze grupa Zs mé piesné 4 generatory, totiz 1, 2, 3, 4.

Priklad 4.1.7. ndm ukézal, Ze nekonecna cyklicka grupa mé 2 generatory.
V pripadé konecnych cyklickych grup je situace jina. Konec¢na cyklicka grupa
muze mit 2 generatory (viz 4.1.8.), mtize mit ale také 4 generatory (viz 4.1.9.).
Jak je to tedy s poc¢tem generatort konecnych cyklickych grup?

4.1.10. Tvrzeni. Necht G = (a) je konecnd cyklickd grupa vddu n. Pro kaZdé
celé cislo k plati:

(&) = G <= NSD(k,n) =

62



DUKAZ. Z 1.2.7. a 1.4.18. plyne, Ze prvek a méa fad n.
1. Pfedpoklddejme, ze (a*) = G. Protoze a € G, je a € {a*) = {(a*)"| u €
7). Existuje tedy celé ¢islo u s vlastnosti a = (a*)" = a**. Pak a**~! =
1 a tedy n/ku — 1 (viz 1.2.13.). Existuje tedy celé ¢islo v s vlastnosti
ku —1 = nv. Potom 1 = ku — nv. Bud d celé ¢islo, d/n a d/k. Jelikoz
1 = ku—nw, dostavame d/1, ¢ili d = 1 nebo d = —1. Z toho jiz vyplyva,
se NSD(k,n) = 1.

2. Predpokladejme, ze NSD(k,n) = 1. Dle Bezoutovy rovnosti (viz 2.2.4.)
existuji cela cisla u, v takova, ze

1 = uk + vn.

a = al — auk:Jrzm — (ak>u . (an)v — (&k)u L1 = (ak‘)u .1 = (ak)u
(pouzili jsme fakt, ze prvek a ma ¥ad n).

Tudiz a € (a*). Pak oviem (a) C (a*) a vzhledem ke skute¢nosti, Ze
(a) = G, dostavame G = (a*).

4.1.11. Tvrzeni. Necht G je konecnd cyklickd grupa vddu n. Pak pocet ge-
nerdatori grupy G je roven ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce.
DUKAZ. Protoze grupa G je cyklickd, existuje prvek a € G fadu n s vlastnosti
G=1{a"d",... a" '}
Podle tvrzeni 4.1.10. pro kazdé k € {0,1,...,n — 1} plati:
(") = G <= NSD(k,n) = 1.

Tudiz pocet generatori grupy G je roven ¢islu

card({k € Z| 0 <k <n, NSD(k,n) = 1}),

coz je ovSem hodnota ¢(n) (viz definici 2.2.3.).
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Napriklad, cyklickd grupa Zjp méa celkem ¢(100) = 40 generatori a cyk-
lickd grupa Z,, kde p je prvocislo, ma celkem ¢(p) = p — 1 generatort.

4.1.12. Tvrzeni. Necht G je koneénd cyklickd grupa vdadu n. Pak pocet prvki
grupy G, které maji 7dd n, je roven ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce.

DUKAZ. Vzhledem k 4.1.11. stac¢i ukéazat, Ze pro kazdy prvek a € G plati:
prvek a mé rad n pravé tehdy, kdyz a je generator grupy G.

1. Pfedpokladejme, Ze prvek a ma fad n. Pak (a) ma fad n (viz 1.4.18.).
Jelikoz (a) C G a grupy (a) a G maji stejny koneény fad, je (a) = G,
¢ili a je generator grupy G.

2. Predpokladejme, Ze a je generator grupy G. Necht prvek a mé rad k.
Pak (a) ma fad k. JelikoZ a je generator grupy G, je (a) = G a tedy
k= n.

4.2 Podgrupy cyklickych grup

Pokusme se nejdiive nalézt vsechny podgrupy nekonec¢né cyklické grupy, tedy
grupy Z. Bud d nezaporné celé ¢islo. Samoziejmé,

(d) ={nd| n € Z}

jsou (cyklické) podgrupy grupy Z. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze grupa Z uz
zadné dalsi podgrupy nema.

4.2.1. Tvrzeni. Bud H podgrupa grupy Z. Pak existuje nezdporné celé c¢islo
d tak, ze H = (d).

DUkAz. Jestlize H = {0}, pak polozime d = 0. Necht H # {0}. Pak existuje
a € H, a # 0. Protoze H je podgrupa, je —a € H. Jelikoz a # 0, je jedno
z Cisel a, —a kladné a mnozina H+ = {z € H| x > 0} neni prazdné. Bud d
nejmensi prvek mnoziny H*. Ukazeme, ze (d) = H.

Protoze d € Ht C H, je (d) C H.

Necht ¢ € H. Cislo ¢ vydélime se zbytkem ¢islem d. Existuji cela &isla g, r
takova, ze ¢ = qd + r, kde 0 < r < d. Predpokladejme, ze r # 0. Je ¢ € H,
d € H. Protoze H je podgrupa, mame (—q)-d € H, c+(—q)-d € H. OvSem
c+ (—q)-d=r,takze r € H. Protoze r > 0, je r € H*. AvSak r < d, coZ
je ve sporu s tim, Ze d je nejmensi prvek mnoziny H*'. Dokézali jsme tedy,
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ze r = 0. Pak ¢ = ¢d, ¢ € (d). Prvek ¢ € H jsme zvolili libovolné, takze
H C {d).

Pokusme se nyni nalézt vSechny podgrupy konecné cyklické grupy radu
n.

4.2.2. Tvrzeni. Necht G je konecénd cyklickd grupa 7ddu n s generdtorem a.
Necht d, e jsou kladnd celd ¢isla spliiugici de = n. Pak podgrupa (a®) md tvdd
d a plati vztah

(@) ={a*|ieZ, 0<i<d}={1,a"a*,... 7a(d71).6}.

DUKAZ. Vime, e prvek a mé ¥ad n, G = {1,a,d?,...,a" "'},

(a?) ={(a°)| j € Z} = {a’*| j € Z}.

{a*| i€ Z, 0 <i<d}C (a®: To je ziejmé.

(a®) C {a™| i € Z, 0 < i < d}: Zvolme j € Z. Je tfeba ukézat, Ze existuje
i € Z,0 < i< d,splitujici a/® = a*. Vydélme ¢islo j se zbytkem ¢islem d.
Existuji cela ¢isla ¢, ¢, 0 <1 < d, j = qd + 1. Pak je = gde + ie = qn + ie,

ale = aanr'Le — (an>q .a =19. g% = 1. q'¢ = g,

Zbyva jesté dokazat, ze (a®) ma Fad d. K tomu sta¢i pouze dokézat, Ze pro
1€2,0<1<d,je0<te<n. Z0<i<ddostavime 0-e <1i-e <d-e,
tedy 0 <ie < n.

4.2.3. Tvrzeni. Necht G je konecnd cyklickd grupa Tddu n s generdtorem a.
Jestlize H je podgrupa grupy G, pak existuji kladnd celd cisla d, e splniugici
de = n, pricemz H = (a®) a H md rad d.

DUKAZ. Prvek a ma f4d n a G = {1,a,a?, ... ,a"}. Jestlize H = {1}, pak
polozime d =1 a e = n. Zfejmé H ma tad d, (a®) = (a™) = (1) = {1} = H.
Necht nyni H # {1}. Polozme M = {f € Z| 0 < f, o/ € H}. MnoZina M je
neprazdné, protoze H # {1}. Nejmensi prvek mnoziny M oznaéme e. Ziejmé
e je kladné celé ¢slo, a¢ € H. Cislo n vydélime se zbytkem ¢islem e. Existuji
cela ¢islad, r, 0 <r <e,n=de+r. Pak r =n+ (—d)e,

a" = anJr(fd)e —q"- a(fd)e —1. (ae)fd _ (ae)fd cH
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(vyuzli jsme fakt, ze H je podgrupa a a® € H).

Kdyny bylo » > 0, bylo by » € M, coz by byl spor, protoze r < e. Nutné
tedy r = 0, n = de. Ztejmé d je kladné.

Dokéazeme nyni, ze H = (a°).

(a®) C H: Tato inkluze plyne ihned z toho, ze a® € H.

H C (a®): Bud h € H. Chceme: h € {a®). Prvek h lze zapsat ve tvaru h = aF,
kde k € Z. Vydélme ¢islo k se zbytkem cislem e. Existuji cela cisla u, v,
0<v<e k=eu+v. Pakv=Fk+ (—u)e,

a’ = ak+(—u)e _ akz . (ae)—u —h- (66)—11.
Vyuzijeme toho, ze H je podgrupa. ProtoZze a® € H, je (a®)™™ € H. OvSem

téz h € H, takze a’ = h - (a®)™™ € H. Kdyby platilo 0 < v, bylo by v € M.

To vSak neni mozné, protoze v < e. Nutné tedy v = 0. Pak k = eu, h = a* =

a® = (a)" € (a). Z tvrzeni 4.2.2. plyne, ze (a®) mé tad d. Tudiz H ma rad
d.

Ve tvrzenich 4.2.2. a 4.2.3. se ndm podarilo pfesné popsat vSechny pod-
grupy konecné cyklické grupy G radu n.

4.2.4. Tvrzeni. Necht G je konecénd cyklickd grupa 7ddu n s generdtorem a.
Necht d je kladné celé ¢islo, d/n. Bud e kladné celé ¢islo, n = de. Pak grupa
G ma pravé jednu podgrupu rddu d, totiZ podgrupu

(a°) = {1,a% a*, ... a4V}

DUKAZ. Ve 4.2.2. jsme dokazali, ze (a¢) mé Tad d a plati vztah

(a°) = {1,a% a*, ..., a4 Ve}.
Bud H podgrupa grupy G, H mé ¥ad d. Chceme: H = (a®). Ze 4.2.3. plyne:
existuji kladné celd ¢isla u, v spliujici uv = n, pticemz H = (a") a H mé
fad u. Méme de = uv. OvSem u = d, z ¢ehoZ plyne v = e a H = (af).

4.2.5. Tvrzeni. Kazdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd.

DUKAZ. Tvrzeni vyplyva z 4.2.1. a 4.2.3.
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Nyni pomoci poznatkii o konecnych cyklickych grupach dokazeme vétu
tykajici se Eulerovy funkce .

4.2.6. Véta. Jestlize n je kladné celé cislo, pak

> p(d) =n,

d/n
kde soucet se bere pres vsechny kladné celociselné delitele cisla n.

DUKAzZ. Bud G koneéné cyklickd grupa fadu n s generatorem a. Pro kladné
celé ¢islo d oznacime symbolem v (d) pocet vSech prvki grupy G, které maji
fad d. Protoze kazdy prvek grupy G ma tad, jenz je kladnym celoc¢iselnym
délitelem fadu grupy G (tj. ¢isla n), plati

> (d) = n.

d/n

Stadi tedy ukazat, Ze pro kazdy kladny celoéiselny délitel d ¢isla n je ¥ (d) =
o(d).

Necht d je kladné celé ¢islo, d/n. Bud b € G, b mé tad d. Pak (b) ma rad
d a dle 4.2.4. je (b) = (a®) (e je kladné celé ¢islo spliiujici n = de). Protoze
b € (b), je b € (a®). Ukazali jsme, ze kazdy prvek fadu d patii do (a®). Je
tedy ¢(d) rovno poctu vSech prvka grupy (a), které maji ¥ad d. Jelikoz (a®)
je konecnd cyklickd grupa tadu d, je pocet prvki grupy (a®) fadu d roven
¢islu ¢(d) (viz 4.1.12.). Tudiz ¢ (d) = ¢(d).

Necht T je téleso. P¥ipomenme, Ze symbol T znac¢i multiplikativni grupu
nenulovych prvku télesa T'. Zabyvejme se nyni otazkou, jak vypadaji konecné
podgrupy grupy 7. Specielné se tedy budeme zabyvat otazkou, jak vypada
grupa T pro konecné téleso T

4.2.7. Priklad. Uvazme téleso Z;. Uréime Fady prvki grupy Z; . Pocitejme:

2?12 =8=T
3=-0=23=63=18=43=12=5,3=15=1
=16=24=8=1

5 =25=45=20=6,5=30=2,5=10=3,5=15=1
6 =36=1

Zjistili jsme, Ze 1 ma tad 1, 2 ma fad 3, 3 ma ¥dd 6, 4 m4 ¥ad 3, 5 ma rad 6,
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6 ma Fad 2.
Vsimnéme si, ze (3) = Z, (5) = Z5. Tedy: grupa Z5 je cyklicka. Vidime
té7, ze grupa Z; m4 dva generatory (jsou to prvky 3 a 5). To je samoziejmé
v souladu s tvrzenim 4.1.11., dle néhoz cyklickd grupa fadu 6 ma ¢(6) = 2
generatory.

Jak ukazuje nasledujici véta, zjisténi z prikladu 4.2.7. neni ndhodné. Jest-
lize T je konec¢né téleso, pak grupa T je cyklicka.

4.2.8. Véta. Necht T je téleso. Plati:
1. Jestlize G je konecnd podgrupa grupy T, pak G je cyklickd.

2. Jestlize T’ je konecné, pak grupa T je cyklicka.

DUKAZ. Konstatujeme, Ze druhé ¢ast véty ihned plyne z ¢asti prvni: jestlize
téleso T' je konecné, pak jisté T je konecna grupa. Dokazeme tedy ¢ast prvni.
Bud G kone¢né podgrupa grupy 7. Bud n fad grupy G. Bud d kladné celé
¢islo, d/n. Symbolem 1(d) ozna¢ime pocet v8ech prvku grupy G, které maji
fad d. Ukazeme: Jestlize 1(d) > 0, pak ¥(d) = ¢(d).

Necht ¢ (d) > 0. Nechf a € G, a ma ¥ad d. Polozme H = (a). Pak H je
cyklickd grupa fadu d. Pocet prvki grupy H, které maji fad d, je roven ¢(d)
(viz 4.1.12.). K dikazu rovnosti ¢(d) = ¢(d) sta¢i ukazat, ze v G — H nelezi
zadny prvek fadu d. Predpokladejme opak. Bud b € G — H, b méa fad d.
Uvazme polynom p(r) = 2% — 1. Polynom p mé stupeii d, takze p ma nejvyse
d kofenti. Protoze grupa H ma tad d, je h¢ = 1 pro vechna h € H (viz
3.1.11.). Pro vSechna h € H tedy plati: h* — 1 = 0, p(h) = 0, h je kofen
polynomu p. Déle pak b ma ¥ad d, takze b¢ = 1, b — 1 = 0, p(b) = 0, b je
kofen polynomu p. Vidime, Ze polynom p méa aspon d + 1 korenti. To je spor.
Predpokladejme, ze pro néjaké d je ¥)(d) = 0. Pak

D bld) <) e(d).

d/n d/n
Ovsem }_,/, ¥(d) = n (to je zfejmé) a >, , ¢(d) = n (véta 4.2.6.), coz davd
n < n, spor. Nutné tedy pro kazdé d je (d) > 0 a tudiz (d) = ¢(d).
Specielné, (n) = p(n) > 0. Vidime, ze grupa G obsahuje prvky fadu n.
Tudiz, dle 4.1.5., G = Z,,, G je cyklicka.
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Pro nekonec¢né téleso T grupa T nemusi byt cyklicka. Naptiklad, grupa
R* mé& nespocetné mnoho prvku. Pro kazdé a € R* je (a) = {a"| n € Z},
takze grupa (a) je spocetna a situace (a) = R* nemize nastat, tj. grupa R*
neni cyklicka.

4.2.9. Tvrzeni. Necht T je nekonecéné téleso, ve kterém 1+1 # 0. Pak grupa
T neni cyklicka.

DUKAZ. Budeme postupovat sporem. Piedpokladejme, Ze grupa T je cyk-
lickd. Bud a € T, (a) = T*. Pak

T* = {a"| n € Z).

Je —a € T* (jinak by bylo —a = 0, coz by dalo 0 = a) a tedy —a = a™ pro
ndjaké celé ¢&islo n. Z toho plyne a” - a" = (—a) - (—a), a®" = a?, a® 2 = 1.
Jsou tii moznosti, avSak kazda dava spor.

(1) 2n—2>0

(I) 2n—2=0

(ITT) 2n — 2 < 0.

ad (I): Prvek a mé koneény ¥ad, grupa (a) = T je kone¢nd, spor.

ad (II):n=1 —a=a,0=a+a,0=a-(1+1),0=1+41, spor.

ad (IIT): a2 =1, (a® 2"t =171 =22 = 1. Cislo —2n + 2 je pfirozené,
takze prvek a mé konecény tad, grupa (a) = T je konecna, spor.

5 Akce grupy na mnoziné a Sylowova véta

5.1 Akce grupy na mnoziné

5.1.1. Definice. Necht X je mnozZina a G je grupa. Necht o : G x X — X.
Pro libovolné (g, x) € G x X budeme misto o((g,z)) psat g o x nebo jen gx.
Zobrazeni o se nazyva akce grupy G na mnoziné X, pokud plati:

1. 1x = x pro vSechna x € X
2. g(hx) = (gh)x pro vSechna g,h € G, z € X.

Uvedeme nyni dva priklady akci grupy na mnozin€, které pozdéji vyuzi-
jeme (v dikazu Sylowovy véty, v diikazu véty o centru p-grupy).
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5.1.2. Priklad. Necht G je grupa, n je kladné celé ¢islo. Polozme
X ={A CG| card(A) =n}.

Budeme definovat akci grupy G na mnoziné X:
Pro g € G, A € X polozime

gA ={ga| a € A}.
Provérime, ze jsme vskutku definovali akeci grupy G na X.

1. Necht A€ X, A={ay,...,a,}. Pak gA ={gay, ..., ga,}. Ze zékona o
kraceni ihned plyne, ze prvky gaq, ..., ga, jsou navzajem ruzné, a tedy

card(gA) = card(A) =n, gA € X.
2. Necht A € X. Pak

1A={l-alac A} ={ala€ A} = A.
3. Necht A€ X, g,h e G. Bud A={a,...,a,}. Pak

g(hA) = g{hay,..., ha,}
= {g(ha1),...,g(hay)}
= {(ghay, ..., (gh)a.}
= (gh)A.

5.1.3. Priklad. Necht G je grupa. Definujeme akci grupy G na mnoziné G
takto:
Proge G,z € G,

goxr = gxg_l.

Provérime, ze jsme vskutku definovali akci grupy G na G.

1. Bud z € G. Chceme: 1oz = z.
Jeloz=1-z-1"'=1-2-1==2x.

2. Budte g,h € G, x € G. Chceme: go (hox) = (gh) o .
Je go(howx) = go (hah™) = glhah™")g™" = (gh)x(h™'g7") =
(gh)z(gh)~! = (gh) o .
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5.1.4. Definice. Necht je dana akce grupy G na mnoziné X. Necht = € X.
Orbita prvku z je mnozina

O(z) ={gz| g€ G} C X.

5.1.5. Vé&ta. Necht je dana akce grupy G na mnoZiné X . Pak systém mnoZin
{O(z)| z € X}
je rozklad mnoZiny X.

DUKAZ. Je tieba ukazat nasledujici:

(I) Pro kazdé x € X je O(x) # 0.

(D) U, Ox) = X

(IIT) Necht z,y € X, O(z) N O(y) # 0. Chceme: O(z) = O(y).

ad (I): VSimnéme si, ze x € O(x). To plyne z rovnosti lz = x.

ad (II): Je ziejmé, ze |J,.xO(x) € X. Bud u € X. Pak u € O(u) C
U,ex O(x). Jelikoz prvek u byl zvolen libovolné, mame X C |, O(x).

ad (III): Bud z € O(z) N O(y). Existuji g,h € G tak, ze z = gx, z = hy.
Zvolme libovolné u € O(z). Existuje p € G, pr = u. Je gr = hy. Z toho
pak g~ (gr) = g '(hy), (997 ")z = (¢~ 'h)y, lx = (g7 'h)y, © = (97 'h)y.
Dale, u = pxr = p((¢g7'h)y) = (pg~*h)y. Je pg~h € G. Vidime, ze u € O(y).
Ukézali jsme, ze O(z) C O(y). Obdobné lze ukazat, ze O(y) C O(x).

5.1.6. Definice. Necht je ddna akce grupy G na mnoziné X. Necht = € X.
Stabilizator prvku = je mnozina

G,={9€G|gr=x} CQG.

5.1.7. Tvrzeni. Necht je dana akce grupy G na mnoziné X. Necht x € X.
Pak stabilizator G, je podgrupa grupy G.

DUKAZ. Je tfeba ukazat nasledujici:
(D) 1eG,

(I1) Jestlize g € G,, pak g~ € G,.
(IIT) Jestlize g, h € G, pak gh € G,.
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ad (I): 1z = x, takze 1 € G,

ad (II): Necht g € G,. Pak gz = x. Z toho dostavame ¢~ '(gz) = g 'z,
(gr)z =g o, lx =g o,z =g 2, g7' € G,.
ad (III): Necht g, h € G,. Pak gr = z, hx = x. Z toho dostavame (gh)z =

g(hz) = gx =, gh € G,.
5.1.8. Vé&ta. Necht je dana akce grupy G na mnoziné X. Necht x € X. Pak

card(O(z)) =[G : Gy).

DUKAzZ. Podle definice je [G : G,] = card(G/G,). Stadi tedy sestrojit néjakou
bijekei f: G/G, — O(x).

Necht a,b € G. Dokézeme toto tvrzeni:

Jestlize aG, = bG,, pak ax = bx.

Nechf tedy aG, = bG,. Je a € aG,, takze a € bG,, a = bg pro n&jaké g € G,.
Pak ax = (bg)x = b(gzx) = bx.

Definujme zobrazeni f : G/G, — O(x) pfedpisem

f(aG,) = ax

(a je libovolny prvek z G). Vyse dokézané tvrzeni ukazuje, Ze zobrazeni [ je
definovano korektné.

1. f je injekce:
Necht a,b € G, f(aG,) = f(bG;). Chceme: aG, = bG,.
Vime, Zze ax = bx. Zvolme libovolné g € G,. Ukazeme, zZe prvek ag
patii do mnoziny bG,. Je

ag=1-ag = (bb")(ag) = b(b~'ag).

Nyni

(b7lag)r = (b7'a)(gz) = (b ra)z = b~ (ax) = b~ (bz) = (b~'b)z =
lr = x.

TakZe b~ lag € G, a tedy ag € bG,.

Vzhledem k tomu, ze prvek g € G byl zvolen libovolné, mame doka-
zanu inkluzi aG, C bG,. Obdobné lze dokazat, ze bG, C aG,. Celkem
aG, = bG,.
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2. f je surjekce:
Prvky z O(x) maji tvar az, kde a € G. Ovsem f(aG,) = ax. Vidime,
ze f je surjekce.

5.1.9. Tvrzeni. Necht je dina akce grupy G na mnoZiné X. Necht grupa G
je koneénd. Bud x € X. Pak card(O(x)) déli card(G).

DUKAZ. Vime, Ze stabilizator G, je podgrupa grupy G (viz 5.1.7.). Podle
Lagrangeovy véty (3.1.9.) plati:

card(G) = [G : G,] - card(G,).
Dle 5.1.8. je card(O(z)) = [G : G,], takze
card(G) = card(O(z)) - card(Gy).
Vidime, #e card(O(z))/card(G).

5.2 Veéty Sylowova a Cauchyova

Necht G je kone¢né grupa radu n.

Jestlize H je podgrupa grupy G, pak card(H)/n. To plyne z Lagrangeovy
véty (3.1.9.).

Necht nyni d je kladné celé ¢islo, d/n. Polozme si otdzku, zda v grupé G
existuje podgrupa radu d.

Samoziejmeé, v piipadé d = 1 nebo d = n takova podgrupa urcité existuje
(pro d = 1 jde o podgrupu {1}, pro d = n jde o podgrupu G). V této
kapitole uvidime, Ze takova podgrupa vzdy existuje v piipadé d = p*, kde p
je prvocislo a k je nezaporné celé ¢islo. Nelze vsak tvrdit, ze takova podgrupa
vzdy existuje pro jakékoli d. V néasledujicim piikladé uvidime, ze grupa Ay
fadu 12 nemé zadnou podgrupu fadu 6, ackoli 6/12.

5.2.1. Priklad. Budeme se zabyvat grupou A,. O alternujicich grupéch je
pojednéno v 2.4. Udélejme nyni tuto tmluvu: Permutaci = € S,, (n je pfiro-
zené Cislo) budeme zapisovat struéné jako posloupnost 7(1)7(2)...7(n).
Vypisme nejdfive vSechny permutace z S5 a ur¢eme pro kazdou z nich pocet
inverzi.

permutace ‘123 132 321 213 312 231
podet inverzi | 0 1 3 1 2 2
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Jedna permutace abc z S urci ¢tyfi permutace z Sy:
dabe, adbe, abdce, abci.
Pocet inverzi v permutaci abc oznac¢me k. Pak plati:

permutace ‘ 4abc  adbc  abdc abcd
poéetinverzi‘k—i—i’) k+2 k+1 k

Do A, patii ty permutace z Sy, které maji sudy pocet inverzi. Vypisme nyni
vSechny permutace z Ay:

1423 = m
1234 =id
4132 = my
1342 = my
4321 = m,
3241 = w5
4213 = mg
2143 = 77
3412 = 7g
3124 = 7o
2431 = 10
2314 = mq;.

Nyni ur¢ime fady vSech permutaci z Ay:

72 = 1342 = 73, m = 1234 = id, m, m4 fad 3
td ma tad 1

75 = 2431 = Ty, ™5 = 1234 = id, 7 m4 Fad 3
73 = 1423 = 7y, 73 = 1234 = id, w3 m4 Fad 3
73 = 1234 = id, 74 méa Fad 2

72 = 4213 = 76, 72 = 1234 = id, 75 m4 Fad 3
72 = 3241 = 75, mp = 1234 = id, 76 ma Fad 3
72 = 1234 = id, w7 ma Fad 2

72 = 1234 = id, 75 m4 Fad 2

g = 2314 =y, m§ = 1234 = id, m9 ma ¥ad 3
w2y = 4132 = my, 75, = 1234 = id, 7y ma Fad 3
72, = 3124 = g, 73, = 1234 = id, 7;; ma Fad 3.
Zjistili jsme, ze grupa Ay

ma 1 prvek radu 1, totiz prvek id

ma 3 prvky radu 2, totiz prvky my, w7, 7y
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ma 8 prvkt fadu 3, totiz prvky my, m, w3, 75, W6, Mo, T10, T11-
Bud z prvek fadu 3. Pak (z) = {1,z, 2%}.

Prvek z? m4 také tad 3 a (z?) = {1, 2% x}.

Pro libovolnou podgrupu H pak plati:

r e H < 2*c H.

Vidime, ze prvky fadu 3 se budou v podgrupach vyskytovat ve dvojicich
x,2%. Pro grupu A, dostédvame nasledujici dvojice:

1, T3

T2, 710

5, e

9, T11-

Predpokladejme nyni, ze H je podgrupa grupy As, H ma fad 6. Jsou dvé
moznosti:

1. H obsahuje 2 prvky tadu 3.
Jsou ¢tyfi moznosti:
(I) H= {Zd, T, Ty, T8, T, 7T3}
( ) H = {Zd 7T4,7T7,7T8,7T2,7T10}
(III) H = {id, 74, 77,78, 75, T6 }
(IV) H = {id, 7y, 77, T8, 9, 711 }-
ad (I): my - m = 3241 = 5 € H, spor.

2. H obsahuje 4 prvky radu 3.
Je Sest moznosti:
(I) H = {Zd, 0,71, 71'3,7T2,7T10}
(II) H = {id, o, m1, 73, 75, T }
III) H= {Zd, 0,71, 7T3,7T9,7T11}
IV) H = {’Ld, o, 7T2,7T10,7T5,7T6}
V) H= {Zd, 0, 72,710, 79, 7T11}
VI) H = {’ld, o, 7T5,7T6,7T9,7T11}
Ve vsech Sesti pripadech je o € {my, 77, s}
d (I): my - mg = 4213 = 74 € H, spor.
ad (II) m -5 = 3124 = w9 € H, spor.
d (II0): 7y - w1 = 2431 = w9 € H, spor.
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ad (IV): mg - m5 = 1342 = w3 € H, spor.
ad (V): mg - m1 = 4213 = mg € H, spor.
ad (VI): 75 - 1 = 1342 = w3 € H, spor.

Pravé provedeny dukaz sporem ukazuje, ze grupa A4 nema zadnou podgrupu
fadu 6. Pfitom card(A4) = 12 a 6/12.

Nyni néas ¢ekd jedno pomocné tvrzeni o binomickych koeficientech.

5.2.1. Tvrzeni. Necht p je prvocislo, m je kladné celé ¢islo, n je nezdporné
celé c¢islo, p nedéli m. Necht k, | jsou takovd nezdpornd celd c¢isla, Ze k+1 = n.
Pak ™ nedéli (V).

DUKAZ. Necht k& > 0.

<p”m) _ p"m(p"m —1)...(p"m — (p* — 1))
prpF —1) ... (pF = (pF = 1))

(pn’“m>pk(pk 10" =" =1) = pmpim—1).(p"m - (" - 1))
p

(P;:n> =1 0" =" —1) = pm@'m-1)...(p"m— (" 1))

Bud i€ {1,...,p* — 1}. Bud r; nezaporné celé ¢&islo, s; kladné celé &islo,
i = plis;, p nedéli s;. Ziejmé r; < k (jinak by bylo i = p"is; > p'i > pF).
Plati:

fori Si)-

pt—i=p"—plsi=p"(p
Takze p"i d&li p* — i, p"*t! nedéli p* — i (piipad p"itt déli p* — i by dal p déli
pF="i — s, coz by dalo p déli pF="i — (pFTTi — 5;) = 5y).
Dale plati:
p'm —i=p'm—ps;=p"(p"""m—s;).

Takze p™ d&li p"m — i, p"i™! nedéli p"m — i (pripad p"*! d&li p"m — i by dal
p déli p"~"im — s;, coz by dalo p déli p"~"im — (p""im — 8;) = ;).

Existuji tedy kladna cela cisla u;, v; s témito vlastnostmi:

pF — i = p'iu;, p nedéli u;

p"m — 1 = pTiv;, p nedéli v;.

Pak
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p'm 1 Tk l r1 rok
e P UL D T U = pmpTiUL. PP g
p
p'm !
e UL Upk_y = PIMUL. .. Upk_1.

Ptedpokladejme, ze p!™! deli (p;,Z”). Pak p déli mo; ... vk ;. Protoze p
nedéli m, existuje i € {1,...,p* — 1}, p dé&li v;. To je spor.
Tudiz p"! nedéli (7).
Na pocatku ditkazu jsme vynechali pfipad £ = 0. Nyni se k nému vratime.
Necht tedy & = 0. Pak | = n a je tieba dokazat, ze p"*' nedéli (p;g") -
(p "1m) = p"m. Kdyby p"*! délilo p™m, pak by p délilo m, coZ by byl spor.
Takze p"*! vskutku nedéli p"m.

5.2.2. Véta. (Sylow) Necht G je konecnd grupa, p je prvocislo, k je nezd-
porné celé cislo. Jestlize p* déli vad grupy G, pak G md podgrupu vdadu p*.

DUKAZ. Necht p* déli ¥ad grupy G. Grupa G ma iad p"m, kde m je kladné
celé ¢islo, n je nezaporné celé ¢islo, p nedéli m, 0 < k < n.
Necht X je soubor vSech podmnozin grupy G, které maji mohutnost p*, tj.

X ={A C G| card(A) = p*}.

Je card(X) = (p;,:"). Dle tvrzeni 5.2.1. p'*! nedéli card(X) (je k +1 = n).
Definujme akci grupy G na mnoziné X:
Pro g € G, A € X polozime

gA ={ga| a € A}.

Skutecné jsme definovali akci grupy G na mnoziné X - viz priklad 5.1.2.
Uvédomme si, ze systém mnozin {O(A)| A € X} je rozklad mnoziny X (viz
5.1.5.).

Existuje tedy pfirozené ¢islo r a prvky A;,..., A, € X tak, ze

card(X) = card(O(Ay)) + -+ - + card(O(A4,)).

Piedpokladejme, Zze pro kazdé i € {1,2,...,r} plati: p'*1/card(O(A;)). Pak
oviem p'*1/card(X), spor.
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Existuje tedy B € X, p'™! nedéli card(O(B)).
Bud Gy stabilizator prvku B. Pak (dle 5.1.8.)

card(O(B)) = |G : Gp].
Lagrangeova véta 1iké, ze [G : Gg| - card(Gg) = card(G). Z toho dostavame
card(O(B)) - card(Gp) = card(G) = p"m.

Pak card(Gp) = p*m/, kde s je celé ¢islo, 0 < s < n, m’ je kladné celé ¢islo,
m = m'm” pro n&jaké kladné celé ¢islo m”.

Je card(O(B)) = p"~*m”. Jelikoz p'** nedéli card(O(B)), mame n — s < I,
k+1—s<l, k<s. Takze card(Gp) = p*m’ > p* > pF.

Zvolme nyni by € B. To lze, nebot card(B) = p* > p° = 1.

Bud g € Gp. Jelikoz g je prvek stabilizatoru G, je gB = B. Je gby € gB,
takze gby € B.

Vidime, Ze je mozno definovat zobrazeni f : Gg — B pomoci predpisu
f(g) = gbo (pro libovolné g € Gp).

Necht g,h € Gp, f(g) = f(h). Pak gby = hby, g = h (pouzili jsme zdkon o
kraceni). Pravé jsme dokazali, Ze zobrazeni f je prosté. Z toho vyplyva, ze
card(Gp) < card(B) = p*.

Celkem: card(Gpg) = p*.

Vime, ze stabilizator G g je podgrupa grupy G (viz 5.1.7.). Pfed chvili jsme
dokézali, ze G méa fad pF.

Ze Sylowovy véty napiiklad vyplyva, Ze kazd4 grupa fadu 1000 = 23 - 5°
ma urcité podgrupy rada 2, 4, 8, 5, 25, 125.
Nasledujici véta je disledkem véty Sylowovy.

5.2.3. Véta. (Cauchy, 1845) Necht G je konecna grupa, necht p je pr-
vocislo. Jestlize p déli card(G), pak G obsahugje prvek fdadu p.

DUkAZ. Necht p/card(G). Z véty 5.2.2. plyne, ze G méa néjakou podgrupu
H tadu p. Necht a € H, a # 1. Vime, ze fad prvku a déli fad grupy H (viz
3.1.10.), tedy fad prvku a déli p. Protoze a # 1, ma prvek a ¥ad p.

Budte p prvocislo, k celé ¢islo, k > 2.

Fakt p déli card(G) zarucuje, ze grupa G obsahuje néjaky prvek radu p
(to fika Cauchyova véta).
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Fakt p* déli card(G) viibec nezarucuje, Ze grupa G obsahuje néjaky prvek
fadu p*. Ukazuje to nésledujici piiklad.

5.2.4. Pi¥iklad. Budte p prvocislo, k celé ¢islo, k > 2. Uvazme grupu G = Z’;.

Ziejmé card(G) = p*, takze p*/card(G). Necht © € Z,. Pak pr = 0 dle 3.1.11.
Necht a = (a1, ..., ax) € ZE. Pak

pa = (al,...,ak)—i-'--+(a1,...,ak)1

P
= (@ +--+ay,...,a+ - +ag)
P P
(pay, ..., pay)
(0,...,0)
= 0.

Vidime, ze prvek a méa fad nejvyse p. Zavér: v grupé G neexistuje zadny
prvek fadu p*.

Na zavér této ¢asti uvedeme priklad, ktery predvede aplikaci Cauchyovy
véty pii dikazu jednoho tvrzeni o komutativnich grupach.

5.2.5. Priklad. Necht G je grupa, p a ¢ jsou prvodéisla, p # ¢. Predpokla-
dejme, ze grupa G je komutativni a ze ma fad pg. Dokazeme:

G727, xZ,

Podle Cauchyovy véty existuji prvky a,b € G, a ma 1ad p, b ma 1ad q.
Uvédomme si, ze tad prvku ab déli fad grupy G. Jsou tedy ¢tyfi moznosti:
(I) ab ma ¥ad 1

(II) ab ma tad p

(III) ab mé ¥ad q

(IV) ab mé ad pq.

ad (I):

1=17 = (ab)? = a?? =1 b =, takze p > ¢
1=17= (ab)? = a%? = a9 -1 = a¥, takze q > p.
Celkem p = g, spor.

ad (II): 1 = (ab)? = aPb? = 1-bP = b°
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Uvazme déleni se zbytkem p = ug + v (u,v € Z, 0 < v < q). Protoze p # q,
jev #0,0< v < q. Plati:

1= =p4t0 =" - =1"-p"=1-" ="

Dostali jsme spor, protoze ¢ je fad prvku b a 0 < v < q.

ad (III): Tato moznost vede ke sporu obdobné jako moznost (II).

Protoze moznosti (I), (II), (III) davaji spor, nutné nastava varianta (IV).
TakZe prvek ab mé 1ad pg. Dle 4.1.5. je G = Zy,.

Nyni si staci uvédomit, Ze grupa Z, X Z, je komutativni a Ze mé fad pq. Z
toho plyne izomorfismus Z, X Z; = Z,,.

Napriklad, existuje jedind komutativni grupa fadu 35, a to grupa Zs; =
L X .

5.3 Centrum grupy

5.3.1. Definice. Necht GG je grupa. Centrum grupy G oznacujeme Z(G) a
definujeme jej jako

Z(G)={a e G| Vg €G:ag=ga}.

5.3.2. Tvrzeni. Necht G je grupa. Plati:
1. Z(G) je normdlni podgrupa grupy G

2. Z(G) je komutativni grupa.

DUKAZ.

1. Je tfeba dokéazat nasledujici:

(I) 1 € Z(G)

(I1) Jestlize a € Z(G), pak a™! € Z(G).

(III) Jestlize a,b € Z(G), pak ab € Z(G).
(IV) Jestlize a € Z(G), g € G, pak gag™' € Z(G).
ad (I): Bud g € G. Chceme: g-1=1"-g. To zfejmé plati.
ad (I): Necht a € Z(G), g € G. Chceme: a™'g = ga™'. Vime, Ze
ag = ga. Pak a '(ag)a™ = a7 (ga)a™!, (ata)ga™t = a~tg(aa™?),
l-gat=a"'g-1, ga" ' =alyg.

ad (III): Necht a,b € Z(G), g € G. Chceme: (ab)g = g(ab). Pocitejme:
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(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab).
ad (IV): Necht a € Z(G), g € G. Checeme: gag™' € Z(G). Pocitejme:

gag— = (ga)g~ ' = (ag)g' =algg™') =a-1=a € Z(G).

2. Tvrzeni druhé casti je zifejmé.

Co se tyce centra grupy G, mohou nastat dva krajni piipady.

1. Z(G)=G
Je snadné si rozmyslet, ze tento pripad nastane prave tehdy, kdyz grupa
G je komutativni.

2. Z(GQ) = {1}

V tomto ptipadé fikdme, ze grupa G je bez centra.
Uvedeme nyni priklady grup bez centra.

5.3.3. Pfiklad. Necht M je mnozina, card(M) > 3. Pak symetrickd grupa
S(M) je grupa bez centra, tj. Z(S(M)) = {id}. Specielné, grupy S, pro
n > 3 jsou grupy bez centra. Zdtvodnéni:

Bud 7 € S(M), 7 # id. Ukdzeme, ze m & Z(S(M)).

Protoze m # id, existuji a,b € M, a # b, w(a) = b. Jsou t¥i moznosti

(teoreticky):
(D) 7(b) = a
(IT) 7(b) = b

(ITT) 7(8) # a, 7(b) £ b
ad (I): Protoze card(M) > 3, existuje ¢ € M, ¢ # a, ¢ # b. Definujeme
zobrazeni o : M — M takto:

o(a) ="b
o(b) =c
o(c) =a

o(z) =z prox € M —{a,b,c}.

Snadno se vidi, ze p € S(M). Pocitejme:

(mo)(a) = o(m(a)) = o(b) = ¢

(em)(a) = m(o(a)) = 7(b) = a

(m0)(a) # (om)(a) = mo # om = 7 & Z(S(M)).

ad (II): Tato moznost nenastava, nebot zobrazeni 7 by nebylo prosté.

as (III): Ozna¢me 7(b) = c. Je ¢ € M, ¢ # a, ¢ # b. Definujme zobrazeni
o: M — M takto:
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a)="
b) =a
c)=c
0 zprox € M —{a,b,c}.

Snadno se vidi, ze o € S(M ) Pocitejme:

(mo)(a) = o(m(a)) = o(b) =
(em)(a) = 7(o(a)) = m(b) = ¢
(mo)(a) # (om)(a) = mo # om = m & Z(S(M)).

Nyni se jesté hodi uvést priklad grupy G, pro kterou Z(G) # G, Z(G) #
{1}.
5.3.4. Priklad. Uvazme grupu kvaternioni Q (viz ¢ast 2.7.). Grupa Q neni
komutativni, takze Z(Q) # Q. Pro vSechna o € Q je (—1)-a = —a, a-(—1) =
—a, coz dava —1 € Z(Q). Je tedy Z(Q) # {1}.

5.3.5. Definice. Necht G je grupa, p je prvocislo. Grupa G se nazyva p-
grupa, pokud jeji fad je roven p*, kde k je néjaké kladné celé &islo.

5.3.6. Véta. Necht G je grupa, p je prvocislo. Jestlize G je p-grupa, pak

Z(G) #{1}.

DUKAZ. Predpokladejme, Ze G je p-grupa. Existuje kladné celé ¢islo k tak,
7e card(G) = p*. Definujeme akci grupy G na mnoziné G takto:

gox=gxg'

proge G,z € G.
Opravdu jsme definovali akci grupy G na G, jak je ukdzano v prikladu 5.1.3.
Necht z € G, z € Z(G). Zvolme g € G libovolné. Pak goz = grg™! =

(g2)g™' = (xg9)g™' = x(997"') = x - 1 = z. Takze O(z) = {z}.
Necht x € G, O(x) = {z}. Zvolme g € G libovolné. Pak gox = z, grg™!

=,
(9z97")g = zg, (92)(97'9) = zg, gz -1 = zg, gr = xg. Takze x € Z(G).
Pravé jsme dokazali nasledujici ekvivalenci: Pro vSechna z € G,

r € Z(G) < O(x) ={z}.

Vime, ze soubor {O(x)| x € G} je rozklad mnoziny G (viz 5.1.5.). Existuje
prirozené Cislo r, prvky x1,xs,..., 2, € G,

G =O(21) UO(x2) U--- U O(z),
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a pritom pro vSechna i,j € {1,...,r} plati
i# 7= 0(x;) NO(x;) = 0.
Necht ¢islo s € {1,...,r} ma tuto vlastnost:
ie{l,...,s} < O(x;) = {x;}.

Takze
G={r1}U---U{z;} UO(x541)U---UO(x,),

G = {xla s 71:8} U O(Is-i-l) u---u O('IT)

Dle vyse dokdzaného (jednoprvkovou orbitu maji pravé prvky centra) je
Z(G) ={x1,..., 2}, takze

G =Z(G)UO(zs41)U---UO(z,),

card(G) = card(Z(Q)) + card(O(xs11)) + - - - + card(O(x,.)).

Pro j € {s+1,...,7} mame card(O(z;))/p* (viz 5.1.9.), tudiz card(O(x;)) =
p* pro celé ¢islo k;, 0 < k;j < k (je k;j > 0, protoze O(x;) # {z;}). Nyni

pF = card(Z(G)) + pF+ 4 -+ phr
Je ziejmé, ze p/card(Z(G)), a tedy Z(G) # {1}.

Samoziejmeé, véta 5.3.6. je v souladu s prikladem 5.3.4. Grupa kvaterniont
Q ma tad 8, takze je to 2-grupa a nutné Z(Q) # {1}.

Na zavér této Casti pomoci véty 5.3.6. dokdzeme, Ze neexistuje zadna
nekomutativni grupa fadu p? (p je prvocislo).

5.3.7. Vé&ta. Necht G je grupa, p je prvocislo. Jestlize G md vdd p*, pak G
je komutationi.

DUKAZ. Necht G mé4 tad p?. Necht v € G. Polozme
H={w" ac Z(G), kecZl.
Dokéazeme, ze H je komutativni podgrupa grupy G. K tomu je tfeba dokazat:

(h1eH
estlizex € H, pak 27" € H.
IT) Jestliz H ko teH
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(III) Jestlize z,y € H, pak xy € H.

(IV) Jestlize x,y € H, pak xy = yz.

ad I): 1=1-1=1-1" Protoze 1 € Z(G),0€ Z, je 1 € H.

ad (II): Nechf z € H. Chceme: x~! € H. Existuji a € Z(G), k € Z, x = av*.
Pak 27! = (av®)™! = (v¥)"ta™! = v=*a~!. Protoze Z(G) je podgrupa, je
ateZ(G),zt =vFat =a v € H.

ad (III): Necht x,y € H. Chceme: zy € H. Existuji a,b € Z(G), k,l € Z,
r = av®, y = bvl. Pak xy = (av®) (') = a(vb)v! = a(bvF)v! = (ab)(vFo') =
(ab)v**!. Protoze Z(G) je podgrupa, je ab € Z(G). Pak xy = (ab)v*' € H.
ad (IV): Necht x,y € H. Chceme: zy = yx. Existuji a,b € Z(Q), k,l € Z,
r = av®, y = bl. V &sti (III) jsme jiz spocitali zy = (ab)v**!. Dale,
yr = (bvh)(av®) = b(v'a)v* = blav')v* = (ba)(v'v*) = (ab)v'**. Podatilo
se nam tedy ukazat, ze vy = yx.

Déke dokazeme, ze Z(G) C H.

Zvolme libovolné a € Z(G). Chceme: a € H. Oviem a =a -1 = av’ € H.
Podle 5.3.6. je Z(G) # {1}. Z(G) je podgrupa grupy G (5.3.2.). Dle Lagran-
geovy véty (3.1.9.) pak card(Z(QG))/p*. Vzhledem k faktu Z(G) # {1} tedy
vime, Ze card(Z(G)) = p nebo card(Z(G)) = p*. Varianta card(Z(G)) = p?
je pfizniva - plyne z ni Z(G) = G a tedy G je komutarivni. Staéi tudiz
vylouéit variantu card(Z(G)) = p. Postupujme sporem. Predpokladejme, zZe
card(Z(G)) = p. Bud v € G — Z(G). Uvazme vyse zavedenou podgrupu H.
Jev=1-v' € H. Takze Z(G) C H, Z(G) # H. Pak nutné card(H) = p?,
H = G (f4d podgrupy H totiz déli p* dle Lagrangeovy véty a vime, Ze
card(H) > card(Z(G)) = p). Protoze H je komutativni, je G komutativni.
Pak oviem Z(G) = G, card(Z(G)) = p?, spor.

6 Faktorové grupy

6.1 Definice faktorové grupy
Necht m je kladné celé ¢islo. Polozme
H,, = {km| k € Z}.

Snadno se lze presvédcit, ze H,, je podgrupa grupy Z.
Vime, Ze systém mnozin

{a+ H,| a€cZ}
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je rozklad mnoziny Z (véta 3.1.2.). Tento rozklad znacime Z/H,,.

Povsimnéme si, ze pro kazdou levou tiidu grupy Z podle podgrupy H,,
plati: a+H,, = @, kde, pro pfipomenuti, @ = {z € Z| x = a (m)}. Zdtvodnéni
nasleduje:

1. a+ H,, Ca:
Necht = € a + H,,. Pak existuje celé ¢islo k s vlastnosti x = a + km.
Pak x —a = km, m déli x —a, x = a (m). To ovSem znamena, 7Ze x € a.

2. aCa+ H,,:
Necht = € a. Pak x = a (m), m déli x — a, x — a = km pro né&jaké
keZ.Pakx=a+kmprok €Z, x € a+ H,,.

Takze Z/H,, = {a + H,| a € Z} = {a| a € Z} = Z,, a pro libovolna
a,b € Z plati:

(a+Hy)+ b+ Hy,)=a+b=a+b=(a+b)+ Hpy.

Nyni se pokusime o zobecnéni. Bud G libovolnd grupa, bud H podgrupa
grupy GG. Na mnoziné GG/H definujme nasobeni nésledujicim ptredpisem:

(- H)-(b-H)=(a-b)-H

(a, b jsou libovolné prvky z G).
Musime byt opatrni. Skute¢né jsme definovali operaci na G/H? Pfiklad
ukazuje, ze obecné nikoli.

6.1.1. Priklad. Uvazme grupu S3. Pfijméme oznaceni z piikladu 2.3.13., v
némz jsme se grupou Ss zabyvali. Jelikoz a? = i, ma prvek a ¥f4d 2 a H =
{i,a} je podgrupa grupy Ss. Mélo by byt (bH) - (bH) = (bb)H = iH = H.
Také by mélo byt (dH) - (dH) = (dd)H = eH = e-{i,a} = {ei,ea} = {e, c}.
Vsimnéme si v8ak, ze bH = b- {i,a} = {bi,ba} = {b,d}, dH = d - {i,a} =
{di,da} = {d,b}. Tudiz bH = dH. Pak ovsem (bH) - (bH) = (dH) - (dH),
tedy H = {e, c}, spor. Ziskany spor ukazuje, ze definice nasobeni na mnoziné
G/H neni korektni (asponi pro G = S3 a H = {i,a} vede ke sporu).

Zesilime predpoklad o podgrupé H. Predpokladejme, Ze podgrupa H je

normdlni (viz 1.4.19.). Samoziejmé, v piipadé komutativni grupy G se o
zadné zesileni nejedné, nebot kazda podgrupa komutativni grupy je normaélni.
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6.1.2. Tvrzeni. Necht G je grupa, necht H je normdlni podgrupa grupy G.
Pak predpis

(aH) - (bH) = (ab)H
(a,b € G) korektné definuje operaci na mnoziné G/H a G/H s touto operaci
je grupa.

DUKAZ. Zabyvejme se nejdiive korektnosti definice. Necht a,b,c,d € G,
aH = cH, bH = dH. Chceme: (ab)H = (cd)H. Bud = € (ab)H. Ukazeme,
ze x € (cd)H. Existuje h € H tak, ze x = abh. Jelikoz a =a-1al € H,
jea € H. Ovsem aH = cH, takze a € cH. Existuje u € H, a = cu. Jelikoz
b=b-1lale H,jebe bH. Ovsem bH = dH, takze b € dH. Existuje v € H,
b = dv. Pak = abh = (cu)(dv)h. Poc¢itejme:

x = cudvh = ¢ 1 -udvh = c(dd™"udvh = (cd)((d 'ud)vh).
Je d7'ud = d 'u(d')~'. Protoze u € H a podgrupa H je normalni, je
d~'ud € H. Protoze d"*ud,v,h € H, mame (d"'ud)vh € H (H je podgrupa).
Pak ovsem z = (cd)((d"'ud)vh) € (cd)H. Prvek z € (ab)H jsme zvolili
libovolné, takze je dokazéna inkluze (ab)H C (cd)H. Obdobné lze dokazat,
ze (cd)H C (ab)H, a tedy (ab)H = (cd)H.
Zbyvéa dokazat, ze G/H je grupa.

1. Budte a,b,c € G. Cheeme: (aH) - ((bH) - (cH)) = ((aH) - (bH)) - (cH).
Pocitejme:

(aH) - ((bH) - (cH))

2. Buda € G. Pak
(1H)-(aH) = (1-a)H =aH, (aH)-(1H)=(a-1)H = aH.

Vidime, ze 1H = H je neutralni prvek.
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3. Bud a € G. Pak
(aH)-(a'H) = (aa )H = 1H = H,
(a'H)-(aH) = (¢ 'a)H = 1H = H.

Vidime, Ze prvek a ' H je inverzni k prvku aH.

6.1.3. Definice. Necht G je grupa, necht H je normélni podgrupa grupy
G. Grupa G/H z tvrzeni 6.1.2. se nazyva faktorova grupa grupy G podle
podgrupy H.

Vzhledem k tvrzeni 6.1.2. podgrupa H = {i,a} nemize byt normalni
podgrupou grupy Ss (vracime se jesté kratce k prikladu 6.1.1.). Vskutku,
a € H, b e S, ptitom vSak bab™! = bab = db = ¢ ¢ H (oznaceni, stejné jako
v 6.1.1., je vzato z 2.3.13.).

6.1.4. Priklad. Zopakujme jeden zékladni ptiklad faktorové grupy. Necht
m je kladné celé ¢islo. Polozme H,, = {km| k € Z}. Pak H,, je (normalni)
podgrupa grupy Z a Z/H,, = Zy,.

6.1.5. Priklad. Uvazme grupu C* a jeji podgrupu H = {z € C| |z| = 1} (viz
1.4.5.). Dale uvazme grupu R a jeji podgrupu Z. Protoze R je komutativni,
je Z normalni podgrupa grupy R. Definujme zobrazeni f : R/Z — H takto:
Pro a € R klademe

fla+Z) = cos2mwa + isin 2ma.
Provérime nejprve, ze zobrazeni f je definovano korektné.

1. Chceme: cos2ma + isin2ma € H.
To plati, nebot | cos 2ma + isin 2wa| = Vcos? 2mwa + sin? 27a = /1 = 1.

2. Necht a,b € R, a +7Z = b+ Z. Chceme: cos 2ma + i sin 2wa = cos 27b +
1sin 27h.
Je 0 € Z, takze a = a+ 0 € a+ Z. Pak a € b+ Z. Existuje k € Z,
a = b+ k. Z toho plyne
cos2ma +isin2ra = cos2w(b+ k) +isin27(b+ k)
= cos(2mb + 27k) + isin(27b 4 27k)

= cos27mb + isin 27bh.

Vyuzili jsme fakt, ze funkce cos, sin maji periodu 2.
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Nyni se presvédc¢ime, ze f je izomorfismus:

1. f je homomorfismus:
Necht a,b € R. Chceme: f((a+Z) + (b+Z)) = f(a+Z) - f(b+ Z).
Pocitejme:
f(a+7) + b+ 7))
= f((a+b)+2)
= cos2m(a+b) + isin27(a + b)
= cos(2ma + 27wb) + isin(2ma + 27b)
= (cos2ma - cos 2wh — sin 2mwa - sin 2wb) + i(sin 27a - cos 2wb + cos 27a -
sin 27b),
fla+2)- f(b+12)
= (cos 2ma + isin 27a) - (cos 2wb + i sin 27b)
= cos 2ma-cos 2mb-+1 cos 2ma-sin 2mwb-+1 sin 2mwa-cos 2rb—sin 2ma-sin 2w
= (cos2ma - cos 2wh — sin 2mwa - sin 2wb) + i(sin 27a - cos 2wb + cos 27a -
sin 27b).
Vidime, ze f((a+Z)+ (b+2Z)) = f(a+Z) - f(b+ Z).

2. f je injekce:
Necht a,b € R, f(a+Z) = f(b+ Z). Chceme: a +Z = b+ Z.
Vime, Ze cos 2ma+i sin 2wa = cos 2wb+-4 sin 27wh. Pak cos 2ma = cos 270,
sin 2wa = sin 27h. Tedy

2ma + 27b . 2ma — 2wb

cos2ma —cos2tb = —2-sin 5 sin 5
= —2-sin(ma + 7b) - sin(ma — wb)
— ()’
2 2 2ra — 2
sin2wa — sin27b = 2 - cos ma + 27 - sin ma 5 b
= 2.cos(ma + wb) - sin(wa — wb)

= 0.

Predpokladejme, Ze sin(ra — wb) # 0. Pak musi byt sin(mwa + 7b) = 0 a
cos(ra+mb) = 0. Existuji tedy cela ¢isla k, [ s vlastnostmi ma+7nb = km,
ma+mb =5 +Ir. Odtud kr = § +im, k = %+l, 2k = 1+ 21, sudé ¢islo
je rovno lichému ¢islu, spor.

Nutné tedy sin(ma — wb) = 0. Pak existuje celé ¢islo k, ma — wb = km,
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a — b= k. Ukdzeme, 7e a +Z = b+ Z.

Bud z € a + Z. Existuje | € Z, x = a+ 1. Pak v = (b+ k) +1 =
b+ (k+1) € b+ Z. Ukdzali jsme, ze a +Z C b+ Z.

Bud z € b+ Z. Existuje m € Z, t = b+m. Pak 2 = (a — k) + m =
a+ (m—k) € a+Z. Ukdzali jsme, 7e b+ Z C a + Z.

Celkem tedy a +7Z = b+ Z.

3. f je surjekcee:
Necht x € H. Hleddme a € R tak, aby f(a +Z) = z.
Existuje o € R tak, ze z = |z| - (cosa+isina) =1 (cosa +isina) =
cosa +isina (tzv. goniometrické vyjadreni ¢isla ). Bud a = 5=. Pak
ac€Ra

fla+Z) = cos2ma+ isin2wa

= (30827r-g—|—isin27r-g
27 27

cos « + 1 sin «

x.

Sestrojili jsme izomorfismus f: R/Z — H. Tudiz R/Z = H = {x € C| |z| =
1}.

6.2 Faktorové grupy a homomorfismy

Pripomenme si, ze pro homomorfismus f : G; — G5 je jadro ker f definovano
jako ker f = {x € Gy| f(x) = 1}.

6.2.1. Véta. Necht G je grupa, H je normdalni podgrupa grupy G. Definujme
zobrazent [ : G — G/H predpisem

fla) = aH
pro a € G. Pak f je surjektivni homomorfismus a ker f = H.

DUKAZ.

1. f je homomorfismus:
Necht a,b € G. Pocitejme:

fla-b) =(a-0)H = (aH) - (bH) = f(a) - f(b)-
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2. f je surjekce:
Necht z € G/H. Hledame a € G tak, aby f(a) = z.
Existuje a € G, x = aH. Pak f(a) = aH = x.

3. ker f = H:
Necht a € ker f. Chceme: a € H.
Je f(a)=1-H,tjaH = H. Protoze a =a-1 € aH, mame a € H.
Necht a € H. Chceme: a € ker f.
Je t¥eba ukazat, ze f(a) =1 - H, tj. aH = H.
aH C H:
Bud x € aH. Existuje h € H, x = ah. Protoze a,h € H, H je podgrupa,
jeah € H. Takze x € H.
H CaH:
Budz € H . Jex = 1-2 = (aa ")z = a(a™'x). Protoze a € H,
H je podgrupa, je a=! € H. Protoze x € H, je téz a 'z € H. Pak
r=ala'z) € aH.

Necht Gy, G5 jsou grupy, f : Gi — G je homomorfismus. Vime jiz, ze
ker f je podgrupa grupy G; (viz 1.4.10.). Plati dokonce vic, jak ukazuje dalsi
tvrzeni.

6.2.2. Tvrzeni. Necht G, Gy jsou grupy, f : G1 — Go je homomorfismus.
Pak ker f je normdlni podgrupa grupy G .

nasledujici:
Necht h € ker f, g € G,. Chceme: ghg™! € ker f. Poéitejme:

flghg™) = f(9)f(M)f(g™") = flg)-1- flg™) = fl9)fg)" = 1.
Vidime, 7ze ghg™' € ker f.
V pifipadé homomorfismu f : G; — Gy lze tedy vzdy uvazovat fakto-
rovou grupu G/ ker f. O této grupé (v pfipadé, Ze f je surjekce) vypovida
nasledujici véta.

6.2.3. Véta. Necht Gy, Gy jsou grupy, [ : Gi — Gy je surjektivni homo-
morfismus. Pak G1/ker f = Gs.
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DUKAZ. Definujme zobrazeni g : G1/ ker f — G5 takto:

glaker f) = f(a)

(a € Gy). Nejprve musime dokazat, Ze zobrazeni g je definovano korektné.
Necht tedy a,b € Gy, aker f = bker f. Je tfeba, aby f(a) = f(b). Je 1 € ker f,
takze a = a -1 € aker f. Pak ovSem a € bker f a existuje ¢ € ker f, a = bc.
Nyni f(a) = f(be) = f(b)f(c) = f(b) - 1 = f(b).

Ukézeme, ze g je izomorfismus.

1. g je homomorfismus:
Budte a,b € G;. Chceme: g((aker f)- (bker f)) = g(aker f)- g(bker f).
Pocitejme:
g((aker f) - (bler f)) = g(ab) ker f) = f(ab) = f(a)- (8) = glaker )-
g(bker f).

2. ¢ je injekce:
Budte a,b € Gy, g(aker f) = g(bker f). Chceme: aker f = bker f.
Vime, ze f(a) = f(b).
Bud = € aker f. Existuje ¢ € ker f, x = ac. Pak x = 1-ac = (bb~1)ac =
b(b~tac). Plati: f(b~tac) = f(b)~'f(a)f(c) = f(b)71f(b) -1 =1, takze
b~lac € ker f. Jako dusledek médme = = b(b~'ac) € bker f. Jelikoz
prvek x € aker f jsme volili libovoln€, dokazali jsme inkluzi a ker f C
bker f. Obdobneé se dokaze, ze bker f C aker f. Celkem pak aker f =
bker f.

3. g je surjekce:
Budy € G,. Hledame a € G tak, aby g(aker f) = y. Protoze zobrazeni
f je surjekce, existuje a € Gy, f(a) = y. Pak ovSem g(aker f) = f(a) =
Y.

Nasli jsme izomorfismus ¢ : G1/ ker f — G5. V dusledku pak G,/ ker f = Gs.

Uvedeme ted nékolik ptiklad ilustrujicich vétu 6.2.3.

6.2.4. Piiklad. Necht G je grupa. Uvazme zobrazeni f : G — {1} dané
vztahem f(z) = 1 pro kazdé = € G. Ziejmé [ je surjektivni homomorfismus.
Pak G/ ker f = {1}. OvsSem ker f = G, takze G/G = {1}.
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6.2.5. Priklad. Necht G je grupa. Uvazme identické zobrazeni id : G — G.
Ziejmé id je izomorfismus. Pak G/kerid = G. OvSem kerid = {1}, takze
G/{1} =G.

6.2.6. Pfiklad. Uvazme zobrazeni f : R* — R™ dané predpisem f(x) = |z|
(pro libovolné = € R*). Budte z,y € R*. Pak

flx-y)=lz-yl=|z| [yl = f(z)- f(y).

Vidime, ze f je homomorfismus.

Déle, necht y € R™ je libovolny prvek. Pak y € R* a f(y) = |y| = y. Vidime,
ze f je surjekce.

Dle véty 6.2.3. pak R*/ker f = R*. Jak vypad4 ker f? Dle definice ker f =
{z € R*| f(z) = 1}. Tedy

ker f = {x e R*| |z| =1} = {1,—1}.
Na zavér lze fici, ze R* /{1, -1} 2 R™.

6.2.7. Priklad. Mnozina {1, —1} spolu s operaci nasobeni je grupa (je to
podgrupa grupy R*). Necht n je celé ¢islo, n > 2. VSimnéme si, Ze zobrazeni
Sg : S, — {1,—1} je surjektivni homomorfismus. Necht 7,p € S,. Pak
Sg(mp) = Sg(m)-Sq(p) (viz 2.3.12.). Takze Sg je homomorfismus. Zobrazeni
Sg je surjekce, nebot sudé permutace z S,, zobrazuje na 1 a liché permutace z
S,, zobrazuje na —1 (pfitom je diilezité si uvédomit, ze v S, vzdy existuji sudé
i liché permutace - vSech sudych permutaci je %!, vSech lichych permutaci je
také %‘) Podle 6.2.3. je S,/ ker Sg = {1, —1}. Jak vypada ker S¢g? Je

ker Sg = {m € S,| Sg(m) =1} = A,

(viz 2.4.1.).
Zavérem lze konstatovat, ze S, /A, = {1, —1}.

6.2.8. Piiklad. V tomto pfikladu se zabyvame obecnou linedrni grupou (viz
¢ast 2.5). Necht n je kladné celé ¢islo, necht T je téleso. Uvazme zobrazeni
f:GL(n,T) — T* dané ptredpisem

f(A) = 14]

(A € GL(n,T)). Pfipomenme, ze |A| zna¢i determinant matice A.
Zobrazeni f je surjektivni homomorfismus:
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1. Necht A, B € GL(n,T). Pak

f(AB) = [AB| = [A[ - |B| = f(A) - f(B).

2. Bud ¢ € T*. Hleddme A € GL(n,T) tak, aby f(A) = c.
Definujme matici A € T,,,, takto:
an = ¢, a; = lproi € {2,...,n}, a;; = 0 proi,j € {1,2,...,n},
i 7.
Pak |A| =ay;-as - ap, =c-1---1=c#0.
Tudiz A € GL(n,T) a také f(A) = |A4| = c.

Nyni aplikujeme 6.2.3. a dostavame GL(n,T)/ker f = T*.
Je
kerf = {AeGL(n,T)| f(A) =1}
= {AeGL(n,T)| |A =1}
= {AeT,.||Al =1}
Podgrupa {A € T, .| |A| = 1} grupy GL(n,T') se oznacuje SL(n,T) a nazyva

se specialni linearni grupa.
Ukézali jsme tedy, ze GL(n,T)/SL(n,T) = T*.

7 Konecéné (zvlasté komutativni) grupy

7.1 Nerozlozitelné grupy

Zopakujme si nékteré zakladni poznatky o celych cislech. Cela ¢isla 1ze na-
sobit a toto néasobeni je asociativni a komutativni. Vyznamnou roli hraji
prvocisla. Celé ¢islo p > 1 se nazyva prvocislo, pokud pro vsSechna kladna
cela cisla u, v plati

p=uw = (u=1V v=1).

Také grupy lze nasobit. Mame na mysli soucin grup zavedeny v casti 1.5.
Néasobeni grup je také asociativni a komutativni, a to v nasledujicim smyslu:
Pro vsechny grupy G, G, G3 plati

(G1XG2)XG3§G1X(G2XG3), G1XG2gG2XG1
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(viz 1.5.5. a 1.5.6.). Analogii pojmu prvoéislo je pojem nerozloziteln grupa.

7.1.1. Definice. Necht G je grupa, card(G) > 1. Grupa G se nazyva ne-
rozlozitelna, pokud pro vSechny grupy H, K plati

G=HxK = (H={1}VK ={1}).

7.1.2. Priklad. Kazda grupa G fadu p, kde p je prvocislo, je nerozloZitelna.
Necht G = H x K. Pak card(G) = card(H)-card(K), p = card(H)-card(K).
Jelikoz p je prvodislo, je card(H) = 1 nebo card(K) = 1. Pak ovem H = {1}
nebo K = {1}.

7.1.3. Piiklad. Necht p je prvocislo. Kazda cyklickd p-grupa je nerozlozi-
telnd. Bud G cyklickd p-grupa. Existuje a € G, G = (a). Existuje celé ¢islo n,
n > 0, card(G) = p™. Dokazeme sporem,Ze grupa G je nerozlozitelna. Pred-
pokladejme, Ze G je rozlozitelna (tj. neni nerozlozitelnd). Pak existuji grupy
H, K,G=Hx K, H# {1}, K # {1}. Je card(G) = card(H) - card(K),
card(H) > 1, card(K) > 1. ProtoZe card(G) = p", je card(H) = p,
card(K) = p’, pficemz i, j jsou celd ¢isla, i@ > 0, 5 > 0, i + j = n. Bez
1jmy na obecnosti lze predpokladat, ze ¢ < j. Pro kazdy prvek k£ € K je

|
(viz 3.1.11.). Déle, pro kazdy prvek h € H je
Wo=pr T = (Y =1 =1
Necht h € H, k € K. Pak
(h, k)Y = (h” kP') = (1,1).

Takze kazdy prvek grupy H x K ma fad nejvyse p/. Ovem G = H x K,
takze kazdy prvek grupy G méa fad nejvyse p’.

Ozna¢me r ¥ad prvku a. Je r < p/ (nebot a € G). Podgrupa (a) ma ¥ad r
(viz 1.4.18.). Protoze G = (a), G ma tad r. VSimnéme si, ze 0 < i, coz dava
p? < pt, p0-p? < ptpd, pPH < piti ) pi < p". Plati:

card(G) =r < p) < p" = card(Q).

94



Je tedy card(G) < card(Q@). Dostali jsme spor. Tudiz G je nerozloZitelna.
Uvédomme si jesté, Ze cyklické p-grupy jsou (aZ na izomorfismus) pravé grupy
Zyn, kde n je celé ¢islo, n > 0 (viz 4.1.4.).

V tomto piikladu jsme tudiz ukazali nerozlozitelnost grup Z,., kde p je pr-
vocislo a n je celé ¢islo, n > 0.

Mame jiz k dispozici ptiklady konecnych nerozlozitelnych komutativnich
grup (jsou to grupy Z,»). Uvedeme dale ptiklady kone¢nych nerozlozitelnjch
nekomutativnich grup.

7.1.4. P¥iklad. Necht p je prvoéislo. Kazd4 nekomutativni grupa fadu p?
je nerozlozitelnd. Bud G nekomutativni grupa fadu p3. DokaZeme sporem,
ze G je nerozlozitelnd. Predpokladejme, ze G je rozlozitelna. Pak existuji
grupy H, K, pticemz G =2 H x K, H # {1}, K # {1}. Potom card(G) =
card(H) - card(K), card(H) > 1, card(K) > 1. Jelikoz card(G) = p?, je
card(H) = p, card(K) = p* nebo card(H) = p?, card(K) = p. Necht na-
ptiklad card(H) = p, card(K) = p? (situace card(H) = p?, card(K) = p
je obdobna). Uvédomme si, ze H = Z,, (viz 4.1.6.), tudiz H je komutativni.
Také K je komutativni dle 5.3.7. Pak ovSem H x K je komutativni (viz 1.5.9.).
Jelikoz G =2 H x K, je G komutativni, spor. Zaver: G je nerozlozitelna.

Uvedme jesté konkrétni priklad konecné nerozlozitelné nekomutativni grupy.
Je to tfeba grupa kvaternioni Q — ma totiz f4d 8 = 2% a neni komutativni.

Snad bude jesté vhodné uvést aspon jeden piiklad nekonecné nerozlozi-
telné grupy.

7.1.5. Priklad. Vezméme grupu Z. Ukézeme, Ze Z je nerozlozitelna. Necht
H, K jsou grupy, Z = H x K. Protoze grupy H, K jsou komutativni, pou-
zijeme pro né aditivni symboliku. Polozme A = H x {0}, B = {0} x K.
Mnoziny A, B jsou podgrupy grupy H x K. UkaZeme to pro mnozinu A
(dtikaz pro B je obdobny).

1. Je 0 € H, takze (0,0) € H x {0} = A. Pfitom (0, 0) je neutralni prvek
grupy H x K.

2. Necht z € A. Chceme: —x € A.
Je x = (h,0) pro néjaké h € H. Pak —x = —(h,0) = (—=h,—0) =
(—h,0) € H x {0} = A.
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3. Necht x,y € A. Chceme: =+ y € A.
Jex = (r,0),y = (s,0) pronéjakid r,s € H. Pak z+y = (r,0)+(s,0) =
(r+s040)=(r+s,0) € Hx {0} =A.

Vsimnéme si, ze AN B = {(0,0)}. Nyni dokdzeme sporem, ze A = {(0,0)}
nebo B = {(0,0)}. Predpokladejme, ze A # {(0,0)} a B # {(0,0)}. Tedy:
v H x K existuji dvé netrividlni podgrupy, jejichz prinikem je podgrupa
trividlni (trividlni podgrupou rozumime podgrupu {(0,0)}). Protoze Z =
H x K, existuji v Z podgrupy C, D, C n D = {0}, C # {0}, D # {0}.
Dle 4.2.1. existuji nezaporna cela ¢isla ¢, d tak ze C' = (c¢), D = (d). Protoze
C # {0}, D #{0},jec #0,d # 0. Vime, ze (¢) = {nc|n € Z}, D = {nd| n €
Z}. Pak dc € (c), cd € (d), cd € C N D. Jelikoz cd # 0, dostavame se ke
sporu s faktem C'N D = {0}. Tudiz A = {(0,0)} nebo B = {(0,0)}. Necht
A =1{(0,0)}. Protoze A = H x {0}, musi byt H = {0}. Necht B = {(0,0)}.
Protoze B = {0} x K, musi byt K = {0}. Zavér: grupa Z je nerozlozitelna.

Vzpominejme dale. Velky vyznam prvocisel spoc¢iva v tom, ze kazdé celé
¢islo n, n > 1, 1ze rozlozit na soucin prvocisel:

n=pip2-- Pk

(p1, D2, - - -, P jsou prvocisla, ne nutné navzajem rizna).
Analogii pro konec¢né grupy dokazeme v nasledujici véte.

7.1.6. Véta. Necht G je konecnd grupa, card(G) > 1. Pak existuje kladné
celé cislo k a nerozloZitelné grupy Hy, Ho, ..., Hj takové, Ze

G=Hy x Hyx---x Hy.

DUkAz. Budeme postupovat indukei vzhledem ke card(G).

1. card(G) =2
Grupa G ma 7ad 2 a 2 je prvocislo. Takze G je nerozlozitelnd (viz
7.1.2.). Bude tedy k =1 a H; = G.

2. card(G) > 2
Jsou dvé moznosti:
(I) G je nerozlozitelna
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(IT) G je rozlozitelna
ad (I): Polozime k =1, H; = G.
ad(II): Existuji grupy A, B takové, 7e G = A x B, A # {1}, B # {1}.
Je card(G) = card(A) - card(B), card(A) > 1, card(B) > 1. Zfejmé
card(A) < card(G), card(B) < card(G). Dle indukéniho pfedpokladu
existuje kladné celé ¢islo r a nerozlozitelné grupy C4,...,C, tak, ze
A= (Cy x --- x C,. Dle indukéniho predpokladu existuje kladné celé
¢islo s a nerozlozitelné grupy D;,..., D tak, ze B = Dy x -+ X D,
Pak

GE2AxB=2(C; x---xC.xDyx---x D,.

Nyni staci polozit k =r+s, H, =C},...,H, = C,,
Hr—l—l = Dy, .. -aHT+S = Hy = D,.

V ¢em je vyznam véty 7.1.6.7 V uréitém smyslu lze fici: Kdybychom
znali vSechny nerozlozitelné konecné grupy, pak bychom znali vSechny ko-
necné grupy. Jeden dosti specialni pripad se nam podaii vytesit v nasledujici
¢asti tohoto studijniho textu. PopiSeme vSechny konecné nerozlozitelné ko-
mutativni grupy a tim budeme vlastné znat vsechny konec¢né komutativni
grupye.

Vratme se jesté k rozkladim prirozenych ¢isel na soucin prvocisel. Dulezi-
tou vlastnosti téchto rozkladi je jednoznacnost.

Necht n je celé ¢islo, n > 1. Necht k, [ jsou kladné cela ¢isla, py, ..., p,
qi, - . .,q jsou prvocisla. Pfedpokladejme, Ze

Pak k = | a existuje permutace m mnoziny {1,...,l} tak, Ze p; = ¢;) pro
vSechna i € {1,...,1}.

Naskyta se prirozenad otazka: Plati jednoznacnost také pro rozklad ko-
neénych grup na soudin nerozlozitelnych grup? Kladnou odpovéd dava né-
sledujici Krullova - Schmidtova véta, kterou uvedeme bez dikazu. Vétu lze
vyslovit i v obecnéjsim znéni, nikoli jen pro kone¢né grupy. Pro konecné grupy
vétu poprvé dokazal Remak v roce 1911.

7.1.7. Véta. (Krull - Schmidt) Necht G je koneénd grupa, card(G) > 1.
Necht s, t jsou kladnd celd c¢isla, Hy,...,H,, Ky,..., K; jsou nerozloZitelné
grupy. Predpoklidejme, 2e G =2 Hy X --- x H,, G 2 Ky x ... K;. Pak s =1
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a ezistuje permutace ™ mnoZiny {1,...,t} tak, Ze H; = K@) pro vsechna
ie{l,... t}.

DUKAZ. Véta (v obecnéjsim znéni, nikoli jen pro koneéné grupy) je dokazéana
napiiklad v knize [4], kde se jedna o vétu 6.36.

7.2 Popis vSech koneénych komutativnich grup

Pokusime se nyni ziskat popis vSech koneénych komutativnich grup. Bud G
kone¢nd komutativni grupa, card(G) > 1. Podle véty 7.1.6. je G = Hy X - - - X
Hy, kde Hy, ..., H jsou nerozlozitelné grupy. Samoziejmé, grupy Hi, ..., Hy
jsou také kone¢né a komutativni (viz 1.5.9.).

Lze tedy fici: Abychom popsali vSechny kone¢né komutativni grupy, bude
stacit, kdyz popiseme vsechny konecné komutativni nerozlozitelné grupy.

7.2.1. Tvrzeni. Necht G je komutativni grupa Tddu m - n, kde m a n jsou
cela c¢isla, m > 1, n > 1, m an jsou nesoudélnd. Pak grupa G je rozloZitelnd.

DUKkAzZ. Bud H ={zx € G| 2™ =1}, K = {z € G| 2" = 1}.

Ukéazeme, ze H je podgrupa grupy G. Je tfeba ukazat néasledujici:

H1eH

(IT) Jestlize x € H, pak z~' € H.

(III) Jestlize z,y € H, pak xy € H.

ad (I): 1™ =1, takze 1 € H

ad (IT): Necht z € H. Chceme: 7! € H. Vime, ze 2™ = 1. Pak (z71)™ =
™)t =1"1=1, takze 27! € H.

ad (III): Necht z,y € H. Chceme: xy € H. Vime, ze 2™ = 1, y"™ = 1. Pak
(xy)™ =amy™ =1-1=1, takze vy € H.

Obdobneé lze dokazat, ze také K je podgrupa grupy G. Protoze G je komuta-
tivni, jsou podgrupy H a K normalni. Nyni dokazeme, ze HK = G. Inkluze
HK C G je zzejméa. Bud tedy x € G. Potifebujeme, aby x € HK. Protoze
¢isla m, n jsou nesoud€lnd, existuji celd cisla u, v takova, ze 1 = um + vn
(viz 2.2.4.). Pak

T = .Tl — l,vn—&-um _ xvn X xum.

Vsimnéme si, ze (z"")" = (V)™ =1 (vyuzili jsme 3.1.11.). Vidime, ze 2" €
H. Déle, (z*™)" = (2*)™" = 1, coz dava z"™ € K. Ponévadz © = z"" - %™,
e H, 2" e K,jexe HK.
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Nyni dokdzeme, ze H N K = {1}.
Bud z € H N K. Chceme: z = 1. Protoze x € H, je 2™ = 1. Protoze x € K,
je x™ = 1. Pouzijeme opét rovnost 1 = um + vn. Dostavame

Vime toto: H, K jsou normalni podgrupy grupy G, G = HK, HN K = {1}.
Podle véty 1.5.7. pak G = H x K.

Zbyva jesté dokazat, ze H # {1}, K # {1}.

Jelikoz m > 1, existuje prvocislo p, p déli m. Bud ¢ kladné celé ¢islo, m = pq.
Je card(G) = mn = pgn, takze p déli card(G). Dle Cauchyovy véty (5.2.3.)
existuje prvek a € G, a ma tad p. Jisté a # 1. Dale, ™ = a?? = (aP)? = 17 =
1, takze a € H. Zjistili jsme, ze H # {1}. Obdobné lze dokazat, ze K # {1}.

Necht G je konecnd komutativni grupa, card(G) > 1. Necht card(G) =
plfl .- pks kde s je celé ¢islo, s > 2, py, ..., p, jsou navzijem riiznd prvocisla,
ky..., ks jsou kladna cela c¢isla. Polozme m = plfl, n = pg” .- pPs. Pak m,
n jsou celd ¢isla, m > 1, n > 1, m a n jsou nesoudélnd, card(G) = m - n.
Podle tvrzeni 7.2.1. je grupa G rozlozitelna. Chceme-li, aby grupa G byla
nerozlozitelna, musi byt s = 1. Tudiz, kone¢né komutativni nerozlozitelné
grupy musime hledat mezi p-grupami (p je prvodislo).

7.2.2. Tvrzeni. Necht p je prvocislo. Necht G je komutativni p-grupa, kterd
neni cyklickd. Pak grupa G je rozloZitelnd.

DUKAZ. Grupa G ma ad p", kde n je kladné celé ¢islo. Specielné, card(G) >
1.

Kazdy prvek grupy G ma ¥ad p', kde [ je celé &islo, 0 <1 < n (viz 3.1.10.).
Bud a € G prvek, ktery mé nejvétsi fad. Necht tento Fad je p*. Je k celé &islo,
0 < k < n (piipad k = 0 by déaval card(G) = 1, pfipad k = n by znamenal,
ze grupa G je cyklicka).

Bud H podgrupa grupy G s témito vlastnostmi:

1. HN{a) = {1}

2. Pro libovolnou podgrupu K grupy G plati: Jestlize K N (a) = {1}, pak
card(K) < card(H).
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Nyni dokédZzeme pomocné tvrzeni:

Necht = € G. Jestlize 2P € (a)H, pak x € (a)H.

Predpokladejme, ze 2P € (a)H. Pak 2 = a"h pro n&jaké celé ¢islo r a néjaké
h € H. Rad prvku z je roven p™, kde m je celé ¢&islo, 0 < m < k. Pak
a7 = (2P )P =17 = 1. Plati:

k—1 k—1 k—1 k—1 k—1

1= (2P = (arh)pkf1 =(a" )" W =dP WP
Takze a’?" = b 7' Je a? ' € (a), h?' € H (protoze h € H a H
je podgrupa). Pak o' € (a) N H, coz davé o' = 1. Protoze prvek
a mé tad p*, mame p*/rp*~! (viz 1.2.13.). Tedy r = ps pro n&jaké celé
¢islo s. Dosazenim dostévame h = xPa™" = xPa™ P = 2P(a”*)P = (ra *)P.
Predpokladejme, ze xa=® € H. Pak x = a® - (xa™*) € (a)H. Pfedpokladejme
tedy dale, ze za=° ¢ H. Polozme K = (xa™*)H. Pak K je podgrupa grupy G
(viz 1.4.20.). Jestlize w € H,pak w = 1-w € (za *)H = K. Takze H C K. Je
xa™® = (zxa=®) -1 € (za*)H = K. Takze H # K. Pak card(H) < card(K).
Dle druhé podminky z vymezeni podgrupy H plyne, ze K N (a) # {1}.
Existuje tedy prvek y € KN {(a), y # 1. Protoze y € K, existuje celé ¢islo t a
prvek w € H, y = (xa™%)" - w. Protoze y € (a), existuje celé &islo u, y = a*.
Predpokladejme, ze t = pt’ (t' je celé ¢islo). Pak

(ra™®) = (xa_s)pt/ = (x”a_s”)t/ = (:L‘pa_r)t/ € H,

takze y = (va=*)'-w € H, a* € H. Jisté a* € (a), tudiz a* € H N {a) = {1},
a" = 1. OvSem y = a", y = 1, spor. Nutné tedy NSD(p,t) = 1. Podle 2.2.4.
existuji cela cisla ¢, j splnujici ip + jt = 1. Je

=gt = . It = (gP) . (2,

Uvédomme si, Ze (a)H je podgrupa grupy G (viz 1.4.20.). Pfedpokladame,
ze 27 € (a)H. Tudiz (2P)* € (a)H. Déle, (za™*)'w = a*, r'a *'w = a*,
zt = a"tt wt € (a)H. Tudiz (z')7 € (a)H. Jelikoz z = (aP)" - (2')7, mdme
x € (a)H. Dukaz pomocného tvrzeni je ukoncen.

Grupa G je komutativni, takze (a) a H jsou normalni podgrupy grupy G.
Jisté (a) N H = {1}.

Ukézeme, ze (a)H = G.

Inkluze (a)H C G je ziejma.

Chceme: G C (a)H. Bud g € G libovolny prvek. Pak ¢"" = 1

(viz 3.1.11.). Nyni opakované pouZzijeme nase pomocné tvrzeni. Je (¢g?" )P
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(aYH, takze g*" " € (a)H. A tak dale, a7 g € (a)H davé g € (a)H.

Podle véty 1.5.7. je G = (a) x H.

Zbyvéa dokazat, ze (a) # {1}, H # {1}. Pfedpokladejme, ze (a) = {1}. Pak
a =1, G = {1}, spor. Nutné tedy (a) # {1}. Pfedpokladejme, ze H = {1}.
Pak G = (a) x {1} = (a). Tudiz grupa G je cyklickd, spor. Nutné tedy
H # {1}.

Nyni jiz mame k dispozici popis vSech konecnych komutativnich neroz-
lozitelnych grup.

7.2.3. Vé&ta. Necht G je koneénd komutativni grupa, card(G) > 1. Pak G je
nerozloZitelnd prave tehdy, kdyZ G je cyklicka p-grupa pro néjaké prvocislo p.
Jinymi slovy: G je nerozloZitelnd prdavé tehdy, kdyZ G = Z,n (p je prvocislo,
n je kladné celé cislo).

DUKAZ.

1. Predpokladejme, ze GG je nerozlozitelna. Pro ditkaz sporem predpokla-
dejme, Ze G neni cyklickd p-grupa pro zadné prvocislo p. Jsou dvé
moznosti:

(I) G neni p-grupa pro zadné prvoéislo p

(IT) G je p-grupa pro néjaké prvocislo p, avsak G neni cyklicka

ad (I): Existuji navzdjem ruzné prvocisla py, ..., ps a kladna cela ¢isla
ki,..., ks tak, ze card(G) = plfl .- pks. Protoze G neni p-grupa pro
zadné prvocislo p, je s > 2. Polozme m = plfl, n = p’§2 - phs. Ziejmé
m, n jsou celd ¢isla, m > 1, n > 1, NSD(m,n) = 1, card(G) = m - n.
Podle 7.2.1. je grupa G rozlozitelna. Spor.

ad (II): Dle 7.2.2. je G rozlozZitelné. Spor.

2. Predpokladejme, ze G je cyklickd p-grupa pro néjaké prvocislo p. Ne-
rozlozitelnost grupy G jsme ukazali v prikladu 7.1.3.
A konec¢né nyni jiz mame k dispozici popis vSech konec¢nych komutativnich
grup.

7.2.4. Véta. Necht G je konecnd komutationi grupa, card(G) > 1. Pak
existuje kladné celé cislo k, prvocisla py,...,pr (ne nutné rizndg), kladnd
celd c¢isla nq,...,n; tak, Ze

>~ n n ny,
G = Zpll X Zp22 X X Zpkk.
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DUKAZ. Podle véty 7.1.6. existuje kladné celé ¢islo k a nerozloZitelné grupy
H,, H,, ..., H, takové, ze

GgH1XH2X"'XHk.

Protoze G je kone¢né, jsou grupy Hi, ..., Hy konecné. Protoze G je komuta-
tivni, jsou grupy Hi,..., Hy komutativni (viz 1.5.9.). Podle véty 7.2.3. exis-
tuji prvocisla p; (proi € {1,...,k}) a kladna cela cisla n; tak, ze H; = Z .
Celkem pak

GgZp;n Xoee XZka.

7.2.5. Poznamka.

1. V rozkladu kone¢né komutativni grupy G na soucin cyklickych p-grup,
uvedeném ve vété 7.2.4.; jsou ¢initelé urceni jednoznacné az na poradi.
Vyplyva to z véty Krullovy - Schmidtovy (7.1.7.) a z toho, ze cyklické
p-grupy jsou nerozlozitelné (véta 7.2.3.).

2. Pro rozklad konec¢né komutativni grupy G uvedeny ve vété 7.2.4. ziejmé
plati
card(G) = pi* - py* - - pi".
Chceme-li tedy najit vSechny komutativni grupy radu n, pak zapiseme
¢islo n vSsemi moznymi zptsoby ve tvaru

— n2 Tk
n_pl .p2 pk’

kde p1,po,...,pr jsou prvodisla (ne nutné riznd), ny,ng,...,ng jsou
kladna cela ¢isla. Pritom ovSsem dva zapisy, které se lisi pouze poradim
Cinitelll, povazujeme za stejné.

7.2.6. Priklad. Uvedeme soupis vSech komutativnich grup fadu 1000. Pou-
zijeme vétu 7.2.4. Mame tyto moznosti:

1000 =2-2-2-5-5-5, tomu odpovida grupa Zy X Zg X Zg X L5 X L5 X Zs
1000 =2-2-2-5-25, tomu odpovida grupa Zs X Zg X Ly X L5 X Zos

1000 =2 -2-2- 125, tomu odpovida grupa Zs X Zo X Zg X Z125
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1000 =2-4-5-5-5, tomu odpovida grupa Zo X Z4 X Zs X L5 X Zs
1000 =2 -4 -5 - 25, tomu odpovida grupa Zo X Zy X Zs X Lo

1000 = 2 - 4 - 125, tomu odpovida grupa Zy X Zy X Zis5

1000 =8 -5-5 -5, tomu odpovida grupa Zg X Zs X Zs X Zs

1000 = 8 - 5 - 25, tomu odpovida grupa Zg X Zs X Zos

1000 = 8 - 125, tomu odpovida grupa Zg X Zqos.

Existuje tedy celkem 9 komutativnich grup radu 1000.

7.2.7. Piiklad. Uvedeme soupis vsech komutativnich grup fadu 2010. Pouzi-
jeme vétu 7.2.4. Je 2010 = 2-3-5-67, pricemz 2, 3, 5, 67 jsou prvocisla. Existuje
tedy jedind komutativni grupa fadu 2010, a to grupa Zs X Zs X Zs X Zg7. Sa-
moziejmeé, cyklickd grupa Zggio je také komutativni grupa radu 2010. Proto
Ziogro = Zig X Zig X Lis X Lgr.

7.2.8. Priklad. Kolik existuje komutativnich grup fadu 10000007 )
Je 1000000 = 2° - 55, Postupujeme podle poznamky 7.2.5., éast druha. Cislo
26 1ze zapsat témito zpiisoby:

202.925 22.921 93.93 9.2.91 2.92.93 92.92.92

2.2.2.2%.2.2.22.922 . 2.2.2.2.22 . 2.2.2.2.2.2.

Zptsobii je 11. Obdobné, &islo 5° l1ze také zapsat jedendcti zpisoby. Podet
viech zapisii ¢isla 26 - 59 je tedy 1111 = 121.
Zavér: Existuje celkem 121 komutativnich grup radu 1000000.

7.3 Grupy malych radu

V této ¢asti podame tplny prehled vsech grup az do fadu 11. Izomorfni grupy
budeme, samoziejmé, povazovat za stejné.

7.3.1. Tvrzeni. Eristuje jedind grupa vadu 2, totiz grupa Z,.
DUKAZ. Tvrzeni 4.1.6. pro p = 2.
7.3.2. Tvrzeni. Existuje jedind grupa tadu 3, totiZ grupa Zs.
DUKAZ. Tvrzeni 4.1.6. pro p = 3.

7.3.3. Tvrzeni. Ezistuji pravé dvé grupy rddu 4, totiz grupy Zs a Zo X Zs.
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DUkAz. Priklad 3.1.14.
7.3.4. Tvrzeni. Ezistuje pravé jedna grupa vadu 5, totiZ grupa Zs.
DUKAZ. Tvrzeni 4.1.6. pro p = 5.

7.3.5. Véta. Necht p je liché prvocislo, G je grupa. Jestlize G md Tdd 2p,
pak G je cyklickd nebo dihedrdini (tj. G = Zg, = Zy X Z;, nebo G = Dy,).

DUkAz. Podle Cauchyovy véty (5.2.3.) grupa G obsahuje néjaky prvek s fadu
p a n&jaky prvek ¢ fadu 2. Podgrupa (s) ma p prvki, (s) = {1,s,...,s"71}
(viz 1.4.18.).

Prvky t,ts, ..., tsP~! jsou navzajem rtizné. Piedpokladejme opak, tj. 0 < i <
j<p—1,tst =ts). Pak t?s' = t?s7,1-s' = 1.5/, s* = s/, spor.
Predpokladejme nyni, Ze existuji 4,7 € {0,...,p — 1} s vlastnosti s* = ts’.
Pak s's™7/ = tsis™7, s = ts" s"7 = {. Takze t € (s). Protoze fad prvku
deéli fad grupy, 2/p. To je spor.

Mame jiz dokazano, ze

1,s,...,s"7 Ut ts, ... tsP!
jsou navzajem ruzné prvky. Jejich pocet je 2p, takze

G={l,s,...,s" tts ... ts" 1}

Je ziejmé, ze G = (s,t).

Jisté st € G. Jsou dvé moznosti:

(I) st = s pro né&jaké i € {0,...,p — 1}

(IT) st = ts' pro n&jaké i € {0,...,p — 1}.

ad (I): st = s', takze s7'st = s7's', t = s"71 t € (s), spor. Vidime, Ze
varianta (I) nenastava.

ad (II): st = ts', takze tst = t*s', tst = s'. Piipad i = 0 dava tst = 1,
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ttstt = tt, s = 1, spor. Tudiz i € {1,...,p—1}. Je

(tst)' = (tst)(tst)--- (tst)

J

= tst’st? - t2st
= ts't

= t(tst)t

= t%st?

= S.

Ovsem také (tst)’ = (s')' = . Pak s” =5, 5" 571 = 557!, s =1 = 1. Protoze
prvek s ma fad p, mame p/i? —1 (viz 1.2.13.). TudiZ p/(i+1)- (i —1). Jelikoz
p je prvodislo, p/i + 1 nebo p/i — 1.

Necht p/i + 1.

Pak 7 + 1 = kp pro néjaké celé ¢islo k. Odtud 7 = kp — 1,

st=sTl =g g = (s =1 s =1 s = s

Pak tst = s~!. Shriime si, co vime: G je grupa fadu 2p, (s,t) = G, s = 1,
t? =1, tst = s~*. Dle definice 2.6.9. je G = Dy,.

Necht p/i — 1.

Pak @ — 1 = kp pro néjaké celé ¢islo k. Odtud ¢ = kp + 1,

st =Pt =P s = (P s =1F. 5=1.5=35.

Pak tst = s, tst> = st, ts = st. Protoze prvky grupy G jsou tvaru t%s,
kde a € {0,1}, b € {0,...,p — 1}, 1ze snadno nahlédnout, ze grupa G je
komutativni. V piikladu 5.2.5. jsme ukézali, ze G = Zg, = Zg X Zy.

7.3.6. Tvrzeni. Existuji pravé dvé grupy tadu 6, totiz Ze = Zo X Z3 a
DUKAZ. Viz 7.3.5. pro p = 3. Oznadme A mnozinu vrchol rovnostranného
trojuhelnika. Je Dg = Sym(A) (viz 2.6.11.). OvSem Sym(A) = S(A) = Sy
(viz 2.6.5.). Takze Dg = S;. Grupy Zg a S3 nejsou izomorfni, protoze Zg je

komutativni a S3 neni komutativni.

7.3.7. Tvrzeni. Ezistuje jedind grupa vadu 7, totiZ grupa Z.
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DUKAZ. Tvrzeni 4.1.6. prop = 7.

7.3.8. Tvrzeni. Necht G je grupa. Jestlize a> = 1 pro kaZdé a € G, pak G
je komutationi.

DUKAZ. Necht z,y € G. Pak (zy)? = 1, ayzy = 1, z(zyzy)y = = -1 -y,
22yxy? = xy, 1-yx -1 = zy, yr = 2v.

7.3.9. Tvrzeni. Necht G je grupa tadu 8. Jestlize G neni komutativni, pak
G = Q nebo G = Dg.

DOkAz. Bud G nekomutativni grupa fadu 8. R4d prvku déli fad grupy
(3.1.10.), takZe kazdy prvek grupy G ma fad 1 (takovy prvek existuje pravée
jeden, totiz 1), 2, 4, nebo 8. Kdyby grupa G méla néjaky prvek radu 8, byla
by G = Zs (dle 4.1.5.), tedy G by byla komutativni, coz by byl spor. Tudiz
kazdy prvek grupy G méa fad 1, 2 nebo 4. Predpokladejme, ze v grupé G
neexistuje zadny prvek fadu 4. Pak pro kazdé a € G je a®> = 1 a podle 7.3.8.
je G komutativni. To je spor. Dosavadni pozorovani shrneme takto:

Kazdy prvek grupy G ma tad 1, 2 nebo 4, pricemz aspon jeden prvek ma rad
4.

Bud a € G, a ma f4d 4. Podgrupa (a) ma ¥ad 4, (a) = {1,a,a? a’}.

Necht b € G, b & (a).

Prvky b, ba, ba?, ba® jsou navzajem rtzné. Pfedpokladejme opak. Pak existuji
0<i<j<3, ba’=ba’. Z toho viak plyne a' = a’, coZ je spor.
Predpokladejme, 7e 7,7 € {0,1,2,3}, a' = ba’. Pak a'a™ = ba’a™, a'7 =
ba’ =7, a7 =ba’, a7 =b-1, a7 = b. Tudiz b € {(a), spor.

Ukézali jsme, Ze prvky 1, a, a?, a®, b, ba, ba?, ba® jsou navzijem rtizné.
Protoze téchto prvki je 8 a card(G) = 8, je

G ={1,a,a? a’,b,ba,ba’ ba’}.

Vsimnéme si, ze (a,b) = G.

Piedpoklddejme, Ze b* = ba’ pro néjaké i € {0,1,2,3}. Pak b = o' (vyuzili
jsme zdkon o kraceni), b € {(a), spor. Nutné tedy b* € {1,a,a? a’}. Teore-
ticky tedy méame 4 moznosti:

D=1

() v¥* =a
(ITD) 12 =
(IV) v* = a®
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ad (I): Predpokladejme, Ze bab = ba' pro n&jaké i € {0,1,2,3}. Pak ab = d’
(pouzili jsme zakon o kraceni), a tab = a"ta’, b= a'" ', b € (a), spor. Nutné
tedy bab € {1,a,a? a’}.

Piipad bab = 1 davé b(bab)b =b-1-b, b*ab*> =b*, 1-a-1 =1, a = 1, coZ neni
pravda.

Ptipad bab = a dava bbab = ba, b*ab = ba, 1 - ab = ba, ab = ba. Prvky grupy
G maji tvar b'a’, kde i € {0,1}, j € {0,1,2,3}. Z ab = ba tudiz plyne, ze G
je komutativni. To vSak neni pravda.

Piipad bab = a® dava (bab)? = (a*)?, babbab = a*, bab*ab = 1, baab = 1,
ba’b = 1, b(ba®b)b = b-1-b, b*a®V* = b?, 1-a*-1 =1, a®> = 1, coZ neni pravda.
Musi tedy byt bab = a®. JelikoZ a* = 1, je a® = a™ L.

Zjistili jsme, 7e v ptipadé (I) plati: (a,b) = G, a* =1, b*> = 1, bab = a~
Podle definice 2.6.9. je G = Ds.

ad (I1): Je b # 1, b* # 1. Protoze b m4 ¥ad 1, 2 nebo 4, musi byr v* = 1. Pak
oviem a? = (b?)? = b* = 1, spor. Vidime, 7e piipad (II) viibec nenastava.
ad (II1): Je b* = (b*)? = (a®)?* =a’ = 1.

Predpokladejme, Ze bab® = ba' pro néjaké i € {0,1,2,3}. Pak ab®> = a’ (pou-
7ili jsme zdkon o kraceni), a tab® = a7 'a’, b® = o', bB? = 'L, ba® = a' 7,
ba’a™? =a"'a™% b=a""3, b € (a), spor. Nutné tedy bab® € {1, a,a?, a®}.
Ptipad bab® = 1 dava bab®b = 1-0b, bab* = b, ba-1=b,ba=b-1,a =1
(pouzili jsme zdkon o kréceni), coz neni pravda.

Ptipad bab® = a dava bab3b = ab, bab* = ab, ba - 1 = ab, ba = ab. Tudiz G je
komutativni. Tao vSsak neni pravda.

Ptipad bab® = a? dava bab®b = a®b, bab* = b%b, ba - 1 = bb?, ba = ba?, a = a?,
1 = a, coz neni pravda.

Musi tedy byt bab® = a?. Jelikoz a* = 1, je a® = a~'. Jelikoz b* = 1, je
b3 =b 1.

Zjistili jsme, Ze v piipadé (III) plati: {(a,b) = G, a* =1, 0*> = a?, bab™ = a™!.
Podle definice 2.7.1. je G = Q.

ad (IV): Je b # 1, b* # 1. ProtoZe b m4 ¥ad 1, 2 nebo 4, musi byt b* = 1.
Pak ovsem a® = (a®)? = (0*)? =b' =1,a%'® =1,1-a*> =1, a®> = 1, spor.
Vidime, Ze piipad (IV) viibec nenastéva.

1

7.3.10. Tvrzeni. Ezistuje prdve pét grup tadu 8, totiZ Zg, Lo X Ly, Lo X
ZQ X Zg, Q a Dg.

DUKAZ. Vsechny uvedené grupy maji fad 8. UkaZeme, Ze jsou navzijem
neizomorfni.
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Nejdiive se zabyvejme komutativnimi grupami. Pro kazdé « € Z4 je 4 = 0
(viz 3.1.11.). Obdobné, pro kazdé = € Z, je 2x = 0, 4z = 2(2x) = 20 = 0.
Grupa Zg mé prvek fadu 8, napiiklad je to 1. Pro kazdé (a,b) € Zo x Zy4 je
4(a,b) = (4a, 4b) = (0,0), takze kazdy prvek grupy Z, x Z, mé fad nejvyse 4.
Tudiz v Zs X Z4 neexistuje prvek fadu 8, Zg a Zs X Z4 nejsou izomorfni. Pro
kazdé (a,b, c) € Zy X Ly X L je 2(a, b, ¢) = (2a,2b,2¢c) = (0,0,0), takze kazdy
prvek grupy Zs X Zo X Zo ma tad nejvyse 2. Tudiz v Zs X Zy X Zs neexistuje
prvek tadu 8, Zg a Zs X Zy X Zs nejsou izomorfni. Grupa Zs x Z, ma prvek
fadu 4, naptiklad (0,1). Vidéli jsme jiz, Ze kazdy prvek grupy Zs X Zs X Zs
ma Fad nejvyse 2. Tudiz grupy Zs X Z4 a Zg X Zo X Zso nejsou izomorfni.
Zabyvejme se nyni nekomutativnimi grupami, tedy grupami Q a Dg. Grupa
Q ma pravé jeden prvek radu 2, totiz prvek —1. Grupa Dg méa aspon dva
prvky fadu 2, naptiklad to jsou prvky ¢ a s2. Tudiz grupy Q a Dg nejsou
izomorfni.

Zbyva jesté dokazat, ze kazda grupa G tadu 8 je izomorfni jedné z péti
uvedenych grup.

Jestlize G je komutativni, pak G = Zg nebo G = Zs X Z4 nebo G = Zy X
Zy X 7o na zakladé véty 7.2.4.

Jestlize G neni komutativni, pak G = Q nebo G = Dg na zakladé tvrzeni
7.3.9.

7.3.11. Vé&ta. Necht p je prvocislo. Ezistuji pravé dvé grupy fddu p?, totiZ
grupy Lz @ Ly X L.

DUKAZ. Bud G grupa fadu p?. Vime, Ze G je komutativni (viz 5.3.7.). Podle
7.2.4. je G = Z,» nebo G = Z, x Z,. Pro kazdé = € Z,, je pr = 0 (viz 3.1.11.).
Bud (a,b) € Z, x Z,. Pak p(a,b) = (pa,pb) = (0,0). Vidime, Ze kazdy prvek
grupy Z, x Z, mé iad nejvyse p. Pak ovSem grupy Z,: a Z, X Z, nejsou
izomorfni, jelikoz grupa Z,> obsahuje prvek fadu p?, napiiklad je to prvek 1.

7.3.12. Tvrzeni. Ezistuji pravé dve grupy vadu 9, totiz grupy Zg a Zs X Zs.
DUKAZ. Véta 7.3.11. pro p = 3.
7.3.13. Tvrzeni. FExistuji pravé dvé grupy radu 10, totiZ grupy Zyg = Zo X ZLs,

a DlO'
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DUKAZ. Véta 7.3.5. pro p = 5. Grupy Zjo a D1y nejsou izomorfni, nebot Z,
je komutativni a D9 neni komutativni.

7.3.14. Tvrzeni. Fxistuje jedind grupa vadu 11, totiZ grupa Zq; .
DUKAZ. Tvrzeni 4.1.6. pro p = 11.

Nyni jiz mizeme podat uplny piehled vSech grup fadu 1 az 11. Tento
prehled je obsahem nésledujici véty.

7.3.15. Véta. FErxistuje celkem 19 grup tddu 1 aZ 11. Jsou to ndsledujici
grupy:

~

. grupy Tadu 1: {1}

2. grupy vadu 2: Zs

grupy radu 3: Zs

grupy vadu 4: Zy, Lo X i

grupy radu 5: Zs

grupy Tadu 6: Zg = Zo X Z3, Dg = S3

grupy radu 7: Zr

grupy vadu 8: Zg, Lo X Ly, T X Lo X L, Q, Dg

© »® NS &vh L

grupy radu 9: Zg, 23 X 73
10. agrupy radu 10: ZIO = ZQ X Z5, D10
11. grupy radu 11: Zq;.
DUkAzZ. Tvrzeni 7.3.1., 7.3.2., 7.3.3., 7.3.4., 7.3.6., 7.3.7., 7.3.10., 7.3.12.,

7.3.13., 7.3.14.

7.3.16. Priklad. Urc¢ime vSechny grupy radua 121 a 122.
Je 121 = 112 a 11 je prvocislo. Podle véty 7.3.11. existuji pravé dvé grupy
radu 121, a to grupy Zio1 a Zqy X Zq;.
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Je 122 = 2. 61 a 61 je prvocislo. Na zakladé véty 7.3.5. existuji pravé dvé
grupy radu 122, a to grupy Ziogs = Zo X Zg1 a D1oo.

Na zavér se jesté zminime o funkci G(n). Pro kladné celé ¢islo n definujeme
G(n) jako pocet vSech navzdjem neizomorfnich grup fadu n. V tabulce jsou
uvedeny hodnoty G(n) pro néktera n. Uvedené hodnoty lze nalézt v knize [4]
na stranach 85 a 86.
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