Kapitola 7 — Determinanty

7.1. Definice determinantu

7.1.1. DEFINICE
Necht' T je téleso, n€N, A€T, , . Determinantem matice A4 rozumime nasledujici prvek z

Oznaceni:

det A

4]

dyy Ay Ay,
dyp Gy 777 Ay,
anl an2 ann

7.1.2. PRIKLAD

) a,, a
(a) K¥izové pravidlo: | '' '?

ay dy

Zdavodnéni: S,={m, p}, m=

ap; dp|_
—Sg(")'am(l)'azn(2)+Sg(P)'alp(l)'azp(z)
ay 4y

=l-a, a,+(=1)a,,a,
=d Ay T a1y Ay,
(b) Sarrusovo pravidlo:
Ay dyp 43
Ay Gyy Ay3|TAyy Ay Ay Tay37Ay, A3yt d)y Ayy Ay = 37 Ayy A=Ay 33— Ay Ay sy

as; dzp; Qdsj

Zduvodnénti:

LI Sg () A1) Ao (2) A3n(3)
1 2 3

(1 5 3) +1 a7y, ds;
1 2 3

(1 3 2) —1 ay1°dy3°d3,
1 2 3

(3 2 1) —1 SERSTN Y
1 23

(2 1 3 —1 STRCINEY
1 2 3

(3 1 2 +1 SEROINEY)
1 2 3

(2 31 +1 Q) dy3dsy,




7.2. Zakladni vlastnosti determinantu

7.2.1. VETA (Zakladni vlastnosti determinanti)
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, . Plati:
(I) Jestlize matice 4 mé néktery fadek sloZen ze samych nul, pak |4|=0
(|II) |Nec}|1t’ |c €T . Jestlize matice A' vzniklaz 4 vynasobenim jednoho tadku prvkem c , pak
A'l=c-|A| .
(IIT) Necht' i€{1, 2, ..., n}, A", A"€T, , Necht matice 4, A', A" se shoduji ve viech
fadcich kromé 7 -tého, necht’
i -ty fadek matice 4' je (a';;, a'yy, ..., a'y,),
i -ty tadek matice 4" je (", a"y, ..., a",),
i -t}'/ fadek matice A4 je (a'i1+a "jl ) a'i2+a "iza -eenda in+a"in) .
Za téchto predpokladii je |A|=|A"|+]4"] .

(IV) Jestlize matice 4' vzniklaz 4 vyménou dvou fadka, pak |4'|=—|4] .

(V) Jestlize matice 4 ma dva fadky stejné, pak |A|=

(VD) [4"|=]4]

Dikaz:

(I) Necht’ 1'6{1 2,...,n}, a;;=0 pro viechna jE[l 2, n}

| A|= Z Sg(1)-a, ., azn( )" Ain) Aig1m(ivn) Ay Z O 0 . (Protoze @y (i) .)
mES, mES,

(IT) Necht A4' Vzmklaz A vynasobenim i -tého radku ( 16{1 2, ..., n}) prvkem c€T . Pak

'

|A |_ Z Sg Cl 1m(1) """ a‘l 1,m(i—1) a iTr(i).a'l+1 mw(i+1)’ eal n(n)

TES,
_Z Sg(m alrr " aifl,n(ifl)'(C'am(i))'anln(wl) """ 2
meSs,
=c- Z Sg alrr . anrr(n):c'|A|
meS,
(111
|A| Z Sg alTr '.al'*l,T((i*l).aiﬂ(i)'ai‘i*l,Tr(i+l)'.'..anﬂ(n)
mES,
= Z Sg al'rr ) ai*l,ﬂ(i*l).(a'irr(i)+a"i'rr(i)).ai+l,Tr(i+l).””anTr(n)
meSs,
- Z Sg aln 'ai—l,Tr(i—l)'a'in(i)'ai-%—ln(i-%—l)“.”ann(n)
meSs,
+ Z Sg alTr al‘*l,T((l.*l).av'iﬂ(i).ai‘Fl,Tl'(l"Fl)“...anﬂ(n)
mES,
_z Sg Cl 17 (1 ’ + Z Sg a Im(1)”" ‘a"nrr(n)
mES, meES,
=\ 4"

(IV) Necht 4' Vzniklaz A vyménou i-tého a j -tého fadku (i, jE(1, 2, ..., n}, i<j).
|A |— Z Sg a ]Tr ..... a'[Tr([)".”a'jrr(j)".”a'nrr(n)

mES,

= z Sg alrr ajrr(i)“."airr(j)“."anrr(n)

mwES,

= z Sg aln o al'Tr(j)”'“ajﬂ(i)”'“an‘r((n)

meSs,

== Z =SETO) (s ) Dol i)™ Bl il Lol )

mES,

- Z Sg((i‘_’J')<"))'a1(u~j)rr)m“""’Auwm) 07l gm) )T Dl i) (n)

mES,

Zaved'me novy séitaci index p=(i<> j)m . Pak |4'1==2_ Sg(p )@y 0y =14

pES,

Je tieba si uvédomit: Sg((i<> j)m)=—Sg(m) (viz 6.2.3.).



Dale: 1 probéhne S, pravé tehdy, kdyz p prob&hne S, , nebot zobrazeni ®:S,—S,,

@ (m)=(i<> j)m prokazdé TES,, je bijekce.

(V) Necht 4 ma i -ty fadek stejny jako j -ty fadek (i, j€(1, 2, ..., nf, i<j).

Vytvoime matici 4' tak, ze v 4 vyménime i-ty a j -ty fadek. Ziejm¢ A'=A . Avsak podle
jiz dokazané (IV) mame |A'|=—|A4|.Tedy |A|=—|A4|.Je-li T &iselné téleso (Q, R, C), lze
uvazovat takto: 2:|4|=0, |4|=0. Tento ditkaz vS§ak nem4 obecnou platnost: napiiklad v t&lese
Z, je 1=—1, aviak 1#0.

Nyni provedeme dukaz platny pro vSechna télesa 7':

|A| Z Sg aln ””anrr(n)

mES,
= 21 S (1)@ 1y o T ST Ty 007 i
me
To plati, nebot zobrazeni ®-A4,— L, @(m)=(i<> j)m prokazdé mE A, je bijekce
(L,={p€S,|Sg(p)=—1}) . Déle pak pro TE 4, plati:
Sgl(i 2 )T a3y @it jym

Ao mG)T Dal(io j)ymn)

)
=—8g(1)a,,q i D D) | uzijeme TOVNOSH @, (1= ;5 @ @ (= A
:_Sg(ﬂ-)'aln(l)“'"airr([)"'"ajrr(j) anrr(n)
Dostavame:
|A| Z Sg alrr ’ nTr(n)_Sg< ) alrr Z 0=0 .
TrEA TrEA

(VI) Oznaéme B=4".
|AT|: Z Sg(ﬂ-)'blrr(l)"'“bnﬂ(n)

mES,

= Z Sg(")’an(l)l”"'an(mn
mES,

=> Sg (1))
meS,

Nyni zménime s¢itaci index. Polozime p=1"
Dostaneme (uzijeme toho, ze Sg(m)=Sg (') ):
T -1
|A |: z Sg('IT ).alrrfl(l) ..... anrrfl(n)

mweSs,

_z Sg alp o np _|A|
pES,

7.3. Véta o rozvoji determinantu

7.3.1. DEFINICE
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, i, je{l,2,...,n}, n=2.

Determinant
ay 4y ay iy T A,
L T S DUy R ¢ S T Y ¢ 2
Aivi1 Aivi,j-1 Qiy1, j+1 Aivin
an,l an,j—l an,j+1 an,n

se nazyva subdeterminant determinantu | A ptisluSejici prvku @;; a znaci se A, j



Determinant

Ay 0 4y Ay Gy T Ay

L T U 2 T £ T N L B P

0o - 0 1 0 0

i+, 7 Q-1 Qv Qi e T Qi

an an,j—l anj an,j+1 Ay

se nazyva doplnék prvku @;; v determinantu |A4| aznacise D,

7.3.2. VETA
Necht T jetéleso, neN, A€T, , i, j€(1,2,...,n}, n=2.
Plati: D,;=(—1)"" 4,
Dukaz: Necht’

ay, a4y a; a j+1 "t Ay
iy 7 Ao Qi i T G,

B=| 0 0 1 0 0
Aivi 7 Qi -1 Qivryy Qi1 T Qg

Ay an,jfl anj an,j+l o Ay

n - i vyménami fadkl v matici B lze ziskat tuto matici:

ap ap ;- a; ay i1 0 Ay,

i1 7 g1 G Gig i T G,
B': a ces a

i+, -1 vt G417 it

an an,j—l anj an,j+l Ay

0 0 1 0 0
Podle véty 7.2.1., st (IV), je |B'|=(—1)""|B|=(-1)""-D;;.

n—j vyménami fadkd v matici (B')" a transponovéanim vzniklé matice Ize ziskat tuto matici:

ap a -1 ap v 7 Qg ay;
iy 77 Qi Qg T Qi Qi
C= Aivi,1 77 Gy Qv v 77 i Qg
a, an,j—l an,j-H T ayy anj
0 0 0 0 1

Podle véty 7.2.1., ¢ast (IV), je |CT|:(—1)"_'j-‘(B')T| . S ohledem na ¢&ast (V1) téze véty:
[Cl=(=1)""|B . Pak |Cl=(=1)"/(=1)""D,=(=1)""""/-D, .

Odtud (—1)"/ |c|—( )“-D,:D . Stag tedydokézat e |C|—A,_,.
|C| Z Sg Clrr CC A (n-1) Z Sg Cln Ch 1, n(n-1)

mES, mTES,

Tr(n)=n

Je-li mES, , m(n)=n, definujme T'ES,_, takto: m'(k)=m(k) pro k=1,2, ..., n—1.



Ztejmé pocet inverzi v permutaci 1 se rovna poc¢tu inverzi v permutaci ' .
Takze Sg(m)=Sg(m') (viz definici 6.2.1.).
Nyni zménime s¢itaci index:

Cl= 2. Sglm) ey

m'es,

Cn—l,n'(n—l):

a

a1,

Aivy,j-1

an,j—l

7.3.3. VETA (o rozvoji determinantu podle prvkii jedné jeho fady)
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, , i€{l,2,...,n}, n>2.
Plati: |4|=a,,-D, +a,,'D,,+...+a,, D, .

Dukaz:

a,D;+a,D,+...+a,,

ay ap,
a, 11 44,
tap | 0 1
i1 412
a, a,,
ag a,
a, 11 41
T | 9a 0
7.2.1.(11)
iy 9412
anl an2

apy 2P)
a;,1,1 412
‘D, =a; |1 0
Aiv1,1 v
anl an2
a, apy
Ai1,n a, 11
0 +'“+ain' 0
Aiv1n a1
ann anl
a, apy ap,
A 1,nl |Qic1,1 Gic1)2
0 [+] O a;,
Aivia [Giv11 Qiv12
ann anl anZ

Ay jv1

di 1 j+1
Aity, j+1

an,j+l

aln
ai—l,n
0 +
ai+l,n
ayy
ap a,
ai_12 ai1n
0 1 |=
Aiv12 Aitin
an2 ann
aln
ai*l,n a
0 |[+-+
ai+l,n a
a,,

aln
ai*l,n
ai+l,n
ann
apy ap,
i-1,1 ic12
0 0
1,1 Qg1
anl an2

ij .




a ayp, a4

a; 1,1 di1 4

i—1,n
T a; a;, a, :|A| .
7.2.1.( 1)
i1 Qi1 Ai1n
anl anZ ann

7.3.4. POZNAMKA (Vypocet determinantti)

7w

(a) kiizové pravidlo (viz 7.1.2. (a))

(b) Sarrusovo pravidlo (viz 7.1.2. (b))

(c) Rozvoj determinantu podle prvki jedné jeho fady (nebo sloupce — s ohledem na to, ze
matice a tdz matice transponovand maji stejny determinant).

Vypocet determinantu n -tého stupné se tak pfevede na vypocet n determinantd stupné¢ n—1
(vzali jsme v Givahu vztah mezi dopliikem prvku v determinantu a subdeterminantem
ptisluSejicim danému prvku).

(d) Uprava matice, jejiz determinant poéitime; pfitom pouzivame vétu o zékladnich
vlastnostech determinantti (7.2.1.) a nasledujici tvrzeni 7.3.5. a 7.3.6.

7.3.5. TVRZENI

Necht' T je téleso, n€N, A€T, , . Plati:

Jestlize A je horni trojuhelnikova, pak |A|=a”-a22-----an”_
Specielné:

Jestlize A je diagonalni, pak |A|=a,,ay,a,,.

Diikaz pfenechavame Ctendfi.

7.3.6. TVRZENI

Determinant se nezméni, pficteme-li k jednomu fadku linearni kombinaci ostatnich radku.
Duikaz:

Necht' T je téleso, n€N, A€T,
Je tfeba ukdzat:

i€(1,2,...,n), Clyues Ciyy Ciyys -y C, €T .

nos

a,
i1
|A|=|G,+c, @ +... e, -G +e,, T+ ++e, T, .
ity
a,

+Cl' a, +...+Ci71' a;_, +Ci+l'al_+1 +...+Cn' a

.

Sy
S
8

8y

8y

0 0
dle 7.2.1. (V)



T @ Tleray| T Tea L [Tl ai| T T e d,
72.0.(10) | : : :
an al‘l an an an
a
T |laitcrat+..tc_yaterant+. . te,a, .
7.2.1.(m) |:
af’l

7.3.7. POZNAMKA
Pti vypoctu determinantu ¢asto kombinujeme rtizné postupy. Naptiklad: matici, jejiz
determinant poc¢itame, nejdfive upravime (zvlasté s vyuzitim tvrzeni 7.3.6.) a potom
provedeme rozvoj podle prvkl jedné tady.

7.4. Determinant soué¢inu matic
7.4.1. LEMMA

Necht n€N, n>2, BET,, mES, Plati:

buta|=Sg (m)-|B|

Dtikaz:
Necht' T, pES,, T je transpozice.

|
|

Matice (b, | vzniklazmatice [b,,| vyménou dvou fadki,
b(ﬂT)(Z) bp(Z)
b(pT)(n) bp(n)

—_— | —

takze dle 7.2.1. V) je [Poa)|  [Pou)| -

—_— [

b(pT)(Z) == bp(Z)

—_— [

b

pT)(n)

Dle véty 6.1.8. existuji transpozice T, Ty, ---» T,ES, (kE€IN) tak, ze T=id T, T, T,.

Pak bTr(l) b(id'Tl'Tz""'Tk)(l) b(id‘Tl'Tz""'qu)(l) bid(l)
b |=|Biia vy w2 = —{Plidryrseom, (2) =.=(-1)" bis2) =(—1)"|B|=Sg ()|B|.
bTr(’l) b(idT,-Tz-w-‘r,\.)(n) b(id‘Tl‘Tz""‘Tk,l)(}’l) bid (n)




7.4.2. VETA
Necht' T jetéleso, n€IN, 4, BET, , . Plati: |4-B|=|A||B| .
Dtikaz: Pro n=1 je véta ziejm¢ pravdiva. Necht n>2 .
OznaCme
5,=(by1, by s B

b

b2:(b2], byys e 2;1)

b,=(b,,,b,,,....,b,)

n

a,,+b,+a,b,+...+a, b,

—_

n

|4 B|= a.21~b1+a22~b2+...+a2n~b

—_

a,b+ta,b,+..+a,, b,

K dalsi tpravé vyuzijeme zékladni vlastnosti determinantt (viz 7.2.1.).

b, -
S Bta, Bt tay, B N b
a,, a,, e ta, - — — —
|A'B|:Z ay-| TR o :Z aul'z Di'lay, b +ay, b, +...+a,, b
i=1 : i=1 i, =1 . "
a ~F+a 'F+...+a,-g . —- —
S e a,-b+a,b,+..+a, b,
bi —_—
— b,
n n biz n n n ELI
:'_1 ~ @i i ay b+ asy by +...4as, b, :‘_1 ~ —~ Ayi o, Ay 0
— — bi
a, b +ta,b+..+a, b "
b'n(l)
_ b
- Z aln(l)'a2n(2)”“anrr(n)' 17(2)
mES, :
bn'(n)
Nyni vyuzijeme vyse dokézaného lemmatu 7.4.1.
|4-B|= Z An(1)y Co2n(2)”"  Aun(n) )| B|= Z Sg(m aln )y Aor2) " Ay (n) | B|=|4]| B|
mTES, mweSs,
7.4.3. VETA

Necht' T je téleso, n€IN, A€T, , . Plati:

A je regularni tehdy a jen tehdy, kdyz |A|#0 .

Diikaz:

(I) Pfedpokladejme, 7e A je regularni. Pak existuje matice 4" (viz5.6.4.).Je E=A4-4"",
takze 1=|E|=|4-47'|= 1| . Nutng |40

(I) Piedpokladejme, z¢ A je singularni. Chceme: |A4|=0

a=(a,, a;, ..., a,

n

5’2:(a21’ Ays --es aZn)

E;:(anl’ an2’ teto ann)

Protoze h(A)<n  jsouvektory @), ..., @, linearné zavislé. Existuje i€(1, ..., n} ,



Ciy ey Ciys Ciyys - C,ET tak, ze a,=cy-a,+...+c,_-a,_ +c, . -a,,,, +...+c,a
Pak

a a
ai—l n al._l n n
[Al=|e, @+ e T ey T, 0T, =2 €jla; =2 CJ'O_Z 0=0.
R e =1
a;. j#i Aiq| j=i i
a, a,

n -



