Kapitola 2 - Obecna teorie vektorovych prostori
2.1. Definice vektorového prostoru

2.1.1. DEFINICE
Necht V' soperaci + je komutativni grupa, necht’ 7' s operacemi + a - je téleso. Necht
pro kazdy prvek a €T akazdy prvek VEV je jednoznaéné uréen prvek a-VEV . Pak V se
nazyva vektorovy prostor nad télesem T, jestlize:
(1) pro vSechna a, b€T , pro vSechna €V
(a-b)u=a-(bu)
(2) pro vSechna a, b€T , pro vSechna i€V
(a+b)-u=(a-u)+(bu)
(3) pro vSechna a €T, pro vSechna i, vET
a-(i+v)=(au)+(av)
(4) pro vSechna u €V
l-u=1u
(1 je neutralni prvek operace - v T).

Prvky mnoziny 7 nazyvame vektory, prvky mnoziny 7' skalary.

2.1.2. TVRZENI
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', VEV, c€T .
Plati:
(1) 0 v=0 (0 je neutralni prvek operace + v télese T, 0 je neutralni prvek grupy V'; 0
se nazyva nulovy vektor)
) ¢-0=0
() ~(e¥)=(=c)F=c:(=7) )
(4) Jestlize ¢-v=0, pak ¢=0 nebo v=0.

Diikaz:

(1) 0-v=(040)-v=(0-v)+(0-v) |+(=(0-¥))
0-9+(=(0-v))=[(0-¥)+(0-¥)]+(=(0-v))
9=(0-§)+[§O-$)+(—(0-\7))]

5=(0-%)+0

0=0-7

2) c-0=c-(0+0)=(c-0)+(c-0) |+(=(c-0))

0=c-0

(3) (=¢)V+cv=((—c)+c)v=0-v=0, takze —(c¥)=(=c)¥
c-(=V)+ e v=c(=9+7)=¢-0=0 , takze —(c¥)=c:(=7)
(4) Necht ¢-3=0. Rozlidme 2 piipady:

(ax) ¢=0 (B) c#0
ad ( & ): Jsme hotovi.
ad (B): c =0 |l
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2.1.3. Priklad
Necht' T je téleso, n€IN . Definujeme (@, ..., a,)+(b,, ..., b,)=(a,+b,, ..., a,+b,)
clay, ..., a,)=(ca, .., ca,) prolibovolna c€T, (a,, ..., a,), (b,, ..., b,)ET".
Pak T" je vektorovy prostor nad 7. Zdivodnéni pfenechdvame Ctenafi.

2.2. Podprostory vektorového prostoru

2.2.1. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem I', WSV . W se nazyva podprostor vektorového
prostoru V', plati-li:
(1) 0ew
(2) Jestlize X, yEW ,pak X+yEW .
(3) Jestlize c€T a XEW ,pak c-XEW.

2.2.2. VETA ( o priniku podprostorti)
Necht' 7 je indexova mnozina, I#8 , W, pro i€ jsou podprostory vektorového prostoru

V nad télesem T .Pak iQI W, je podprostor vektorového prostoru V.
Diikaz ptenechavame Ctenari.

2.2.3. DEFINICE
Necht' V je vektorovy prostor nad té€lesem 7', M SV . USV se nazyva podprostor
generovany mnozinou vektora M , jestlize
(1) U je podprostor vektorového prostoru V
2) McU
(3) Jestlize W je podprostor vektorového prostoru Va MEW pak USW .
Tedy: Podprostor generovany mnozinou vektoru je nejmensi podprostor (vzhledem k inkluzi),
ktery danou mnozinu vektord obsahuje.

2.2.4. TVRZEN{
Podprostor generovany mnozinou vektorii vzdy existuje a je urcen jednoznacné
Dtikaz: Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', M SV .
(I) Existence:
Bud W, pro i€l systém vSech podprostori vektorového prostoru V', které obsahuji M . Je
I#8 ,nebot MV a V je podprostor ve V. Polozme U= n W, Pak
(1) U je podprostor vektorového prostoru V' —viz 2.2.2.
(2) McU —to je ziejmé
(3) Necht' W je podprostor vektorového prostoru ¥ a M SW . Pak existuje [,E€/ tak, ze
W=W, . Takze U= I.Q[ Wew,=w.
(IT) Jednoznacnost:
Necht U a U’ jsou podprostory generované mnozinou M . Plati tedy:
(1) U je podprostor vektorového prostoru V
2) McU
(3) Jestlize W je podprostor vektorového prostoru Va MEW pak USW .
(17) U’ jepodprostor vektorového prostoru V
(2") McU"
(37) Jestlize W je podprostor vektorového prostoru V' a MEW pak U 'SW .
Z(1),2)a(3 )plyne U SU.Z(1"),(2")a@)plyne USU’ . Celkem: U=U"

2.2.5. OZNACENI
Podprostor generovany mnozinou vektorti M budeme zna¢it (M ). Prvky mnoziny M se



nazyvaji generatory podprostoru (M ). Smysluplnost zavedeného oznaceni je zaloZena na
2.2.4.

2.2.6. DEFINICE

Necht' V je vektorovy prostor nad télesem 7', k€N, X|, ..., X;€V . Linearni kombinaci
vektordi X7, ..., X; rozumime kazdy vektor ¢,-X;+---+c¢, X, ,kde ¢, ..., ¢,€T.
2.2.7. VETA
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', M SV, M# 0 .
Plati:
(M)={c,"Vi++c, V,|n€EN, V|, ..., V,EM, c,, ..., c,€T|
Specialné:
A s Y =le Vit te, Ve, o e, €T
Dtikaz: Necht U={c,V+ +c,V,[n€N, Vv, ..., V.M, c,, ..., c,€T] .

(1) U je podprostor vektorového prostoru V:
(a) Zvolme X€M . Pak 0-x=0€U.
(b) Necht T=c, Vi -+c, V,, J=d, W+ +d, W,eU.
Chceme: X+y€U. To je vsak ziejmé.
(c) Necht ¥=c¢,"V|+:--+c¢, V€U, ce€T.Chceme: c-X€U.
cXx=c(c; Vi++c,V,)=(cc)Vi++(cc,)V,eU,
2) McU:
Necht ¥X€M . Pak X¥=1-X€U.
(3) Necht W je podprostor vektorového prostoru, M SW .
Chceme: USW . Zvolme libovolné X€U . Pak
5C>=Cl'1_1>]+"'+cn'ﬂ, V:,...,V;EM, C],...,CnET, Jelikoz M SW , mame \7;, ey V;EW_
Protoze W je podprostor, ¢,V},...,c,"V,EW ataké c,"V|+--+c,V,=XEW
2.2.8. DEFINICE
Zavedeme pojem soucet podmnozin vektorového prostoru. Necht' V' je vektorovy prostor nad

t&lesem T, M,, M,SV Klademe M ,+M,=(X\+X,|¥ €M, X,eM,}

2.2.9. VETA
Jsou-li W, W, podprostory, je W ,+W, také podprostora W ,+W,=(W UW,) .
Dtikaz: pfenechavadme Ctenafi.

2.3. Linearni zavislost a nezavislost

2.3.1. DEFINICE

Necht' V je vektorovy prostor nad télesem 7, k€N, Vi, ..., V,€V Vektory Vi, ..., V; se
nazyvaji linearné nezavislé, plati-li: Jestlize ¢, ..., ¢,€T a c*Vi+---+c,V,=0, pak
c,=c,=...=¢,=0,

2.3.2. POZNAMKA

Vektory Vi, ..., V; jsou linearné zavislé znamena: Existuji ¢, ..., ¢,€T,

¢, Vi+-+c, - v,=0, ¢;#0 prongjaké i€(l, ..., k| . Takze
Ci'vi=<_cl)'VI+"'+(_Ci-1)'Vi—1+<_ci+1)'vi+1+"'+(_ck)'vka

-~ _—C —Cig ——  TCi —— —Cr — -, .,
V,;=—— v, + -+ v, + V.t +—v,, vektor V; je linearni kombinaci

C; i i i
N -

vektord Vi, ..o Vi_is Viegs ooos Vi



2.3.3. DEFINICE
Necht’” V' je vektorovy prostor nad télesem 7, M SV, M je kone¢na. Necht M# 0 , M
ma k prvkia, M=(V], ..., V;} . Mnozina M se nazyva linearn& nezavisla pravé tehdy, kdyz
vektory V1, ..., V; jsou linearn& nezavislé. Je-li M =0, pak M povazujeme za linedrng
nezavislou mnozinu.

2.3.4. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', M SV . Mnozina M se nazyva linearné
nezavisla prave tehdy, kdyz kazda jeji kone¢na podmnozina je linearné nezavisla (ve smyslu
definice 2.3.3.).

2.3.5. POZNAMKA
Vsimnéte si,ze pro koneéné mnoziny vektori mame dvé definice linedrni nezavislosti, totiz
2.3.3. a 2.3.4. Musime samoziejm¢ ukazat, ze jsou ekvivalentni. Necht M je konec¢na
mnozina vektorti z vektorového prostoru 7 nad télesem T'. Je-li M nezavisla dle 2.3.4., je
kazda kone¢na podmnozina mnoziny M linedrné nezavisla dle 2.3.3. AvSak M je konecna
podmnozina mnoziny M, takze M je linearné nezavisla dle 2.3.3. Nyni naopak. Necht’ M je
nezavisla dle 2.3.3. Bud’ N kone¢na podmnozina mnoziny M . Je tteba ukéazat, ze N je
linearné nezavisla dle 2.3.3. Ptipady N=8 a N=M jsou jasné. Necht' tedy dcNcM .
Necht N mé k prvka, M ma k+/ prvki (k,[€N), N=[X|, ..., X},

M=(X, ..., %, Vi, ..., V) . Zbyvé zdtvodnit, Ze vektory X;, ..., X; jsou linearn&
nezavislé. Necht’ ¢, ..., ¢,€T | ¢ -X|+---+¢,-X,=0 . Chceme: ¢,=c,=...=¢;=0,
Uvédomme si, ze ¢, X+ --+c, X, +0-7,+...+0-¥,=0 . Protoze vektory
X5 ooy Xo V1s ---» ¥, jsou linedrné nezavislé, dostdvame ¢, =...=c,=0 .

2.4. Baze

2.4.1. TVRZENI

Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7.

(a) Jestlize M <V, M jelinearné nezavisla, NSM , pak N je linearn¢ nezavisla.
(b) Jestlize MV, (M )=V, MSNCV , pak (N)=V.

Dukaz pfenechavame Ctenafi.

baze

linearn€ nezavisla mnozina

2.4.2. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', BEV . Mnozina B se nazyva baze
vektorového prostoru V', plati-li:
(1) B je linearné nezavisla
() (B)=V.



2.4.3. TVRZEN{
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', B<V . Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) B jebaze
(2) B je maximalni (vzhledem k inkluzi) linearn€ nezéavisla podmnozina ve V
(3) B je minimélni (vzhledem k inkluzi) podmnoZina ve V spliujici (B)=V
Dtikaz:
(1) = (2): Jisté¢ B je linedrné nezdvisld mnozina. Zbyva ukazat jeji maximalitu. Necht’
M SV je linearné nezavisla mnozina, BEM . Chceme: B=M . Uvazme 2 piipady:
(I B=4
I B#Q
ad (I): (0)=(0] , takze V'={0} . Mame 2 moznostipro M:M =8 a M=[0) . Druhy
ptipad odpada, nebot’ vektor 0 je linearn& zavisly. Tudiz M =@ =B
ad (II): Zvolme libovolng ¥€M . Chceme: ¥€B . Vime, ze (B)=V . Dle 2.2.7. existuje
neN, v, .., vV,€B, ¢, ..., c, €T, X=c¢,'V|, ..., ¢,"V, . Lze ptedpokladat, Ze vektory
V], ..., V, jsou navzajem rizné. Piedpokladejme dale, ze X&(V,, ..., ¥, . MnoZina
(¥, 77, ..., V) je linearné zavisl4, jak vidime ze vztahu 1-%+(=c,)-¥,+...+(=c,)-¥,=0.
Oviem (X, V|, ..., V,JSM , coZ je spor s linearni nezavislosti M . Do sporu nas zavedl
predpoklad x&{V,, ..., V,} . Tudiz x€(V,, ..., V,]SB, ¥€B.

(2) = (3): Nejdiive ukazeme, ze (B)=V.
(B)SV :To je jasné.
V<(B):Necht ¥€V.Chceme: XE€(B) . Je-li X€B, jsme hotovi, ponévadz BS(B).

Necht tedy ¥& B . Polozme M =BU(X|.Je BCM . Protoze B je maximalni linearng
nezéavisld mnozina, je mnozina M linearn¢ zavisla. Existuje tedy jeji kone¢nd podmnozina
N, jezZ je linearné zavisla. Kdyby ¥ N, bylo by N S B, coz by byl spor s linearni
nezavislosti mnoziny B . Tudiz X€N.Pokud N={X] ,je ¥=0 (uvédomme si, ¢ mnoZina
N je linedrné zavisla) a ztejm& X€(B) . Necht tedy N ma k+1 prvkd, k€N,

N={X,¥,.... i) . Ztejm¢ ¥, ..., V,€B . Mnozina N je linearné zavisla. Existuji tedy
dy,d,...,d,€T d F+d, F,+...+d,7,=0 aptitom d,#0 prongjaké i€(0, 1, ..., k)
.Kdyby d,=0, tak by platilo: d, ¥, +...+d,7,=0, d,#0 pro n&jaké i€(1, ..., k] .
Mnozina {¥,, ..., ¥;] by byla linearné zavisl4, coz by byl spor s linearni nezavislosti
mnoziny B (uvédomme si, Ze (¥, ---» ¥x)SB). Nutnd tedy d,#0,

55=(—d—1)-?1 +...+(—;l—k)-)7;€<B> . Nyni ukdZeme, z¢ B je minimalni (vzhledem k inkluzi)
0 0

mezi viemi podmnoZinami M ve V spliujicimi (M )=V . Necht tedy M SV, (M )=V,
M<EB . Chceme M =B . Rozli§ime 2 piipady:

(1) M=g

() M#8

ad (I): (M )=()=(0] , takze V'=[0] . Protoze BS[0] je linearn& nezavisla, je B=0 a
rovnost M =B je dokazana.

ad (I): Staci ukazat, z7e BEM . Zvolme X€B . Chceme: XEM . Protoze (M )=V, je
Xe(M).Dle2.2.7. existuji n€N, vV, ..., V,EM ¢, ..., c,€T tak, ze
X=c,-Vi+...+c,V, . Lze predpokladat, ze vektory Vi, ..., V, jsou navzajem rizné.
Piedpokladejme dale, ze x&(V,, ..., V,] . Ze vztahu 1-5c'+(—cl)-ﬁ+...+(—cn)-17;=6 plyne,
7e vektory X, Vi, ..., V, jsou lineadrng zavislé. Protoze X, v}, ..., V,€B  dostdvame spor s
linearni nezéavislosti mnoziny B . Takze X€{V,, ..., V,|]SM €M .

(3) = (1): Zbyva ukazat, ze mnozina B je linearné nezavisla. Pfedpokladejme opak. Existuje
tedy M SB, M konecna, linearnd zavisla. Je M #8 . Necht M =(V],...,%,| . Rozlisime



dva ptipady: (I) k=1 (II) £>1

ad (I): Existuje ¢,€T, ¢,#0 , tak, e ¢,-7;=0. Pak oviem v;=0, 0€B . Ziejms&
(B—{0])=(B) .Pak (B—{0])=V.Jelikoz B—{0]cB, dostali jsme spor s tim, ze B je
minimalni mnozina vektort generujici V.

ad (I): Existuje i€(1, ..., k], €15 .0y €ioys Cipys oons ¢ ET,

Vi=cpVitete  ViIite, Vit e Vi €T Ziejmd <B_[‘_’:‘}>:<B>- Pak
(B={V,})=V . Jelikoz B—{V.J< B, dostali jsme spor s tim, ¢ B je minimalni mnoZina
vektort generujici V.

2.4.4.VETA (o existenci baze a o doplnéni linearné nezavislych mnozin do baze)

(a) Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

(b) Kazda linearné nezavisla mnozina je obsazena v néjaké bazi.

Duikaz: M&jme vektorovy prostor V' nad télesem 7. Budiz S systém vSech linearné
nezavislych podmnozin ve V. Je S#4 , nebot napiiklad & €S . Uvazujme S jako

uspofadanou mnozinu — za relaci uspofadani vezméme relaci inkluze < . Bud' RES fetézec.
Pokud R=0 ,pak R je shora omezeny, naptiklad prvkem & . Necht' R# 0 . Ozna¢me
B= ALGJRA . Nyni ukdzeme, ze B je horni hranici fetézce R . K tomu je tieba ukézat:

() Bes

(IT) Pro kazdé¢ AER je ASHB.

ad (I): Je tedy tieba ukézat, Ze mnozina B je linedrné nezavisla. Pfedpokladejme opak.
Existuje tedy WS B, W jekonetna, W je linearné zavisla. Nutné W # & . Necht’

W={W,, ..., W, . Protoze W je linearng zavisla, existuji ¢, ..., ¢,€T,

¢ W+ e, W, =0, ¢,#0 pro n&jaké i€(1, ..., k} . Vektory W), ..., W, patii do
B:ALGJRA . Takze existuji 4,, ..., A,€ER W EA,, ..., W,€A, . Uvédomme i, ze R je
fetézec. Mezi mnozinami 4, ..., 4, tedy existuje nejvétsi (vzhledem k inkluzi) — oznaéme ji
A, (jEll, ..., k}). Plati:

A4,S4;, 4,c4,, ..., A,S4;. Odtud plyne, ze W,, ..., W, €4, Jelikoz 4,€ERES je 4,

linearné nezavisla podmnozina ve V. AvSak c¢,-W,+-- -+ck~v_v’k=6 , ¢;#0 . Dostali jsme spor.
Vidime, ze vskutku mnozina B je linearn¢ nezavisla.

ad (I1): Stad si pfipomenout, ze B= ALEJRA .

Pravé jsme ukoncili dikaz faktu, ze kazdy fetézec usporadané mnoziny S je shora omezeny.
Véta Kuratowského-Zornova (1.3.10.) nam dava:

Pro kazdé A€S existuje BES takové, ze ASB a B je maximalni (vzhledem k inkluzi).
Tedy:

Pro kazdou linearné nezdvislou mnozinu A4 existuje linedrn¢ nezavisld mnozina B takova, Ze
AS B a B je maximalni (vzhledem k inkluzi).

Nyni vezméme jesté v uvahu tvrzeni 2.4.3. Pro BEV jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(1) B je baze

(2) B je maximalni (vzhledem k inkluzi) linearn€ nezavisla podmnozina ve V.

Dokazali jsme tedy toto: Pro kazdou linedrn¢ nezdvislou mnozinu A existuje baze B takova,
ze ASB.

Diikaz ¢asti (b) véty 2.4.4. je hotov. Cast (a) pak ihned plyne z (b), uvédomime-li si, ze & je
linearné nezavisla.



2.4.5. PRIKLAD
Necht' T je téleso, n€IN . Mnozina vektoru
{(1,0,0,...,0,0),
(0,1,0,...,0,0),
(0,0,1,...,0,0),

(07 03 O)""? 13 0)7
(0,0,0,...,0,1) }
je baze vektorového prostoru 7"

2.5. Steinitzova véta o vyméné

2.5.1.VETA (Steinitzova véta o vyméné)
Necht' V je vektorovy prostor nad télesem 7, k, /€N, V|, ..., V,, W, ..., W, €V
(1M, ..., V})=V vektory W, ..., W, jsou linearn& nezavislé. Pak plati:
(a) k<lI
(b) Existuji ,, ..., i,_, €1, ..., I} tak, ze (W, ... Wy, Viy oo, V7 D)=V
Dukaz: Budeme postupovat indukci vzhledem k ¢islu & .
M k=1
Ziejmé 1<I.Existuji ¢, ..., ¢,€T, c¢;"Vi+--+c; V=W,  Kdyby ¢,=-=c¢,=0 , bylo by
W, =6, coz by byl spor s line4rni nezavislosti vektoru W, . Existuje tedy ]6[ e 1Y,
¢,#0 Poloxme i,=1,i,=2, ..., i,_=j—1 i,=j+1, i ,=j+2, .. i, =,
Pak <{1TV>1, ‘7;9 cees v_;,:}>=V
Zdtvodnéni: Bud X€V . Pak X=d,V,+--+d/V, pro néjaké d,,...,d, €T Oviem

- — _Cl — _Cj—l —_— _cj+] —
vj=w1+—~vl+-~~+ 'vj—1+ j+1+ —l— v/,takze
€ ¢ j ¢
L6 —C | . —Ci . —-c, _
X=d, Vi+td Vo td (W AV e T L T e — ) )+
c; c; c; c;
J J J J
+d ;. vj+1+ +d,; v,
Vldlme Je X= d W, +b V +-- +b] 1V i- 1+b]+1vj+1+"'+b/'7;1=
—d] w +bz, Vl|+ +blj_|-v_i:+b \7>+ +bi,_1 i pro]lsta bi,’ ceey bi,_,ET-
To znamend, ze X=({W,, ;, .. V_>}
1 k>1
Vektory W, ..., W;_, jsou linedrn& nezavislé. Podle indukéniho piedpokladu k—1</
a existuji ji» --r Jip €01 s 1) tak, ze (W, oo, W, V55 o, V7 1)=V  Kdyby k>1
byloby k—1=1, k—=1=1, {[W,, ..., W,2 1]> akby We=c Wi+-+c, " W,_, pro

jista ¢y ..oy Ck_IET,takze Vektory Wiy ooy Wi s
spor. Proto k</.

Existuji Cisvevs Cpyqs dla ceey d; k+1€T takové ze
W=y Wit o W TiHd Vi debd VT

W, by byly linearné zavislé a to by byl

. Nutné existuje

Ji-ks1
pE(L, 2, ..., I-k+1], dp?f().Jmakby totiz W,=c;-w,+---+c,_*'W,_, , coz by byl spor s
linearni nezévislosti vektort V_V'l, ..., W, . Polozme
L=J1 b= s L= T pots 4 ]p+l’ pir=J paas oo L= Jipe1 . Pak

(v, s W Vi, s ,H}> V' Zdivodnéni: Bud X€V . Pak
}:al'w?_f—'"+ak—1'wk—l+b1"7;+'"+bl—k+1'v./,,w pro n¢jaka
Ayy.eos Qy_yy byy ooty by €T . Oviem



Vi, d_p‘Wk+(—d—p) wit +(—d—p) Wk-1+(—d—p)"’j,+" + ;p Vit
d d, ,
+(_ (;H )'vj!,“_f_”.—'—(_%).vlm |

Takze X=e,; W, +-- +ekwk+f]v+ —|—fp1v +f pﬂ-l— +flkv]m]=
Witete, Wt f Vit 4 f oV +f Vi o+ Vi pro néjaka
e, ... e f1,...f1_+€T . To znamena, ze x€<{W1> ceos Wi \7;, s VD)

2.6. Souradnice vektoru v bazi

2.6.1. DEFINICE
Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7 sbazi B, X€V, f:B—T.Zobrazeni f se
nazyva souradnice vektoru X v bazi B, jestlize
(1) {beB|f (b )?&O} je kone¢na

() ¥=2 f(b)

beB
2.6.2. TVRZEN]
Soutadnice vektoru v bazi vzdy existuji a jsou urceny jednoznacné.
Dtikaz:
(I) existence:
Protoze (B)=V ex1stu11 kEN, ¢, ..., c,€T, by, ..., b,€B, ¥=c,-b,+cy'by+ by .
Lze ptedpokladat, ze b1 y o bk jsou navzajem rtzné vektory. Staci polozit
f(b)= a) ¢, pro 13=E,.(i=1, 2, ..., k)
b) 0 jinak.
(IT) jednoznacnost:

Budte f, g soufadnice vektoru X v bazi B.Chceme: f =g .0Oznalme

C={beB|f (b)#0}, D=[heB|g(b)#0] .Jestlize C=D=# , pak ziejmé f =g . Necht
tedy C#0 nebo D#0 . Pfipomenme, ze mnoziny C a D jsou kone¢né. Mnozina CUD je
také konecna dale CUD# ﬂ

Poc1tejme =X¥—X= Z f b_ Z g(l;)-l;= Z (f(z)—g(g))-b.

bhecuD beCcuD becuD
MnoZina B je linearn€ nezavisla. Je tedy linearné nezavisla kazda jeji podmnozina, tedy i
mnozina CU D . Pak ov§em pro kazdé heCuD je f (b ) g(b)=0, f( )=g (b) . Pokud
beB—(CUD),je f(b)=0=g(h).Celkem f(h)=g(b) proviechna peB, f=g.

2.6.3. OZNACEN{
Soufadnice vektoru ¥ v bazi B budeme znadit S(X, B).

2.6.4. POZNAMKA
Pokud B=(b,, ..., b,} (n€N),je zbrazeni S(X¥, B) jednozna¢né uréeno sloupcem
soufadnic vektoru X v kone¢né bazi B :

S(%, B)(b))
S(%, B)(b,)

S(%, B)(5)

Tento sloupec soufadnic budeme Gasto ztotoziovat se zobrazenim S(%, B), tj: budeme psat



2.6.5. PRIKLAD
Uvazme vektorovy prostor IR® a vektory b,=(1, 0), b,=(2, 2).Pak B=[b,, b,} je béze:
(a) mnozina B je linearné nezavisla:
Necht ¢, ¢,ER, ¢,-b,+c,b,=0 . Chceme: ¢,=¢,=0.
¢, (1, 0)+c, (2, 2)=(0, 0)
(c,, 0)+(2-c,, 2:¢,)=(0, 0)
(¢,+2¢c,, 2:¢,)=(0, 0)

¢, +2-¢,=0
2-¢,=0
Reseni: ¢,=¢,=0,
(b) (B)=R*:
Necht ¥=(x,, x,)€R?. Hledame ¢,, ¢,€ER tak, aby c,-b,+c,by=%, &ili ¢,+2-¢,=x,,

2-c,=x,.
L _ 1
Reseni: ¢,=x,—x,, 02—5')62.
X, =X, -1

Z vypodtu v &asti (b) vidime, ze S(X, B)=| 1 .| - Specielng, S((0, 1), B)=

)

| —

S((11, 3), B)=

| W oo

2.7. Homomofrismus a izomorfismus vektorovych prostori

2.7.1. DEFINICE
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem 7', ¢ :U — V. Zobrazeni ¢ se nazyva
homomorfismus, plati-li:
(1) Pro viechna X, yeU: @(x+7)=@(X)+@(7)
(2) Pro viechna c€T, pro viechna X€U: @(c-X)
Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus, plati-li:
(1) @ je homomorfismus
(2) @ je bijekce.
Vektorové prostory U, V' se nazyvaji izomorfni, pokud existuje n€jaky izomorfismus U na

V. Fakt,ze U, V jsouizomorfni, zapisujeme U=V,

—cp(3).



2.7.2. POZNAMKA
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem 7', U=V . Pak existuje izomorfismus

N

c-X

)

Protoze @:U—V je bijekce, maji mnoziny U a V stejnou mohutnost, |U|=|V]| . Volng Ize
tedy fici: U a V jsou stejné mnoZiny; mnozinu ¥ jsme ziskali z U pfejmenovanim prvki
(prvek X se piejmenoval na @(X)).

Navic, jak je vidét na vySe uvedenych obrazcich, prvky z U a pfejmenované prvky z V' se
stéjn¢ scitaji a stejné nasobi skalary.

Miuzeme shrnout (upozoriiuji: opét jde o volné a intuitivni vyjadieni): izomorfni vektorové
prostory jsou stejné, lisi se pouze pojmenovanim svych prvki.

2.7.3. DEFINICE
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem 7', @:U—V je homomorfismus.
Mnozina Ker p={3¥€U|p (%)= 6} se nazyva jadro homomorfismu @ .
Mnozina Im @={y€V|existujeXx€U , ¢ (X¥)=7] se nazava obraz homomorfismu ¢ .

U

%A=

Ker

Imop



2.7.4. VETA
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad t€lesem 7', ¢:U —V je homomorfismus. Plati:
Ker @ je podprostor vektorového prostoru U, Im @ je podprostor vektorového prostoru V.
Dtikaz: pfenechavame Ctenafi.

2.8. Véta o reprezentaci vektorovych prostorti
Necht' 7 jetéleso, X je mnozina, X# & . Definujeme
V(X)={f:X- Tmnozina{x€X|f(x)#0] je konecna} .
Dale pro libovolna f, g€V (X) alibovolné c€T definujeme f+g, c-f takto:
(f+g)(x)=f(x)+g(x)
(c-f)(x)=c f(x)
Ziejmé f+g, ¢ f€V(X).

pro kazde x€X

2.8.1. TVRZENT{
V(X) je vektorovy prostor nad télesem 7.
Dtikaz prenechavame Ctenaii.

2.8.2.VETA (o reprezentaci vektorovych prostort)
Bud’ V' netrividlni vektorovy prostor nad télesem 7. Pak existuje mnozina X tak, Ze
vektorové prostory ¥ a V(X) jsou izomorfni.
Diikaz: Jiz vime, ze ve V existuje baze (viz 2.4.4.). Oznalme ji B .Je B#4 , protoze jinak
by vektorovy prostor ¥ byl trividlni. Ukdzeme, e V' (B) a V jsou izomorfni. Definujeme

@:V(B)—-V takto: (P<f)=z f(b)b pro libovolné f €V (B) . Definice zobrazeni ¢ je

beB
korektni, protoze mnozina [h€B|f (b)#0] je konena.
(D ¢ je homomorfismus
(a) Necht' f, g€V(B) . Chceme: @(f+g)=¢(f)+¢(g).
@(f+g)=2 (f+g)(b)b

beB

=p(f)+e(g).
(b) Necht f €V (B), ceT.Chceme: @(c-f)=c-p(f).

@(c-f)=2 (e f)(b)-b

(II) @ je bijekce
(a) @ jeinjekce
Necht f, g€V (B), ¢(f)=¢(g).Chceme: f=g.Polozme ¥= f(b)b=), g(b)b

beB beB
Podle definice soufadnic vektoru (2.6.1.)je f=S(%, B), g=S(X, B) ,takze f=g
(soufadnice jsou uréeny jednoznacné — viz 2.6.2.).



(b) ¢ je surjekce
Necht ¥€V . Hleddme f €V (B) tak, aby ¢@(f)=X, tj. %f(b)’b:?‘. Staéi polozit
f=8(%, B).

2.8.3. DUSLEDEK
Ma-li vektorovy prostor ¥ nad télesem 7 bazis n vektory (n€IN), pak V jeizomorfni s
T".
Diikaz: Bud’ B baze vektorového prostoru V, |B|=n, B={b,, ..., b,} . V dikazu véty
2.8.2. jsme ukazali, ze V =~V (B) . Sta¢i tedy ukazat,ze V(B)~T".
V(B)=|f:B—T|mnozina b€ B| £ (b)#0) je konetna]

={f:B-T}

Mezi mnozinami V(B) a T" zfejmé existuje vzdjemné jednoznaéna korespondence

[=(f(B), (B, ... £(B)) .

Dale,
e +8)E). (F+8)(F) oo (F ) BN
=(f(b))+g(b)), f(b)+g(b,), ..., f(b,)+g(b,)
= B) fE s B+ E). 8B 2(B)
-1 1B (B, o (e )(B)
=(c-£(B). -/ (). . f(5,)
=c-(f (b)), f(b), ..., f(b,))
Tudiz V(B)=T"

2.8.4. POZNAMKA
Véta o reprezentaci vektorovych prostorti tik4,ze az na izomorfismus neexistuji zadné jiné
vektorové prostory nez V¥ (X) .



