Kapitola 5 - Matice (nad télesem)

5.1. Definice matice

5.1.1. DEFINICE
Necht T je téleso, m, n€IN . Matici typu (m, n) nad télesem 7T rozumime zobrazeni
mnoziny (1,2, ..., m}x{1,2,...,n} do T.

5.1.2. OZNACENI
Mnozinu vSech matic typu (m, n) nad télesem 7 budeme znacit T, , .
Necht A€T, ., (i, j)€1,2,..., m}x(1,2, ..., n| .Misto A((i, j)) budeme psat a; .
Déle piseme

a;, ap a,
a a a
=] 92 2 n —
A=|" , A=(a;).
aml amZ amn

5.1.3. DEFINICE
Necht' T je téleso, m, n€IN . Kazdou matici z T, , nazyvame ¢tvercova matice
n-té¢ho stupné .

Necht A€T,, , . Matice 4 se nazyva nulova, pokud ;=0 pro viecha i€{l, ..., m},
J€(1, ..., n} . Nulovou matici budeme zna¢it O.
00 - 0
|10 0 o w2 11
O0=|. (n sloupct, m tadkl)

5.1.4. DEFINICE
Uvazujme nasledujici podminky tykajici se matice:
(1) VSechny nulové fadky (tj. fadky sestavajici z nul) jsou dole.
(2) Kazdy nenulovy tadek zacina nékolika nulami nasledovanymi jedni¢kou Tato 1 se nazyva
vedouci 1 daného tadku.
(3) Pozice vedouci jednicky v fadku s vysSim indexem je vice vpravo nez pozice vedouci
jednicky v fadku s niz§im indexem
(4) Kazdy prvek pod vedouci jednickou je nula.
(5) Kazdy prvek nad vedouci jedni¢kou je nula.

Matice, ktera spliuje prvni Ctyfi podminky, se nazyva matice v fadkovém stupiiovitém tvaru.

Matice, ktera spliuje vSech pét podminek, se nazyva matice v redukovaném tadkovém
stupniovitém tvaru.

5.1.5. PRIKLAD

01 2 3 01 0 17 01 0 17
A=l0 0 1 -7 B=lo 0 1 -7 C=l0 0 0 0
0 0 0 0 00 O 0 01 =7

0 -2 0 —34 0 I 012 3
D=0 0 1 -7 E=l0 1 0 3 F=fo 1 1 -7
0 0 0 O 000 O 0 00 O



A4 je v radkovém stupniovitém tvaru, neni v§ak v redukovaném radkovém stupniovitém
tvaru - podminka (5) neni splnéna.

B je v redukovaném fadkovém stupniovitém tvaru.

C neni v fadkovém stupiiovitém tvaru — neni splnéna podminka (1).

D neni v fadkovém stupniovitém tvaru — neni splnéna podminka (2).

E neni v fadkovém stupnovitém tvaru — neni splnéna podminka (3).

F' neni v fddkovém stupniovitém tvaru — neni splnéna podminka (3), ani podminka (4).

5.1.6. DEFINICE
Necht' T jetéleso, n€IN, A€T, . Matice 4 se nazyva diagonalni, pokud ;=0 pro

viechna i, jE(1, ..., n}, i#j.
a, 0 0 -~ 0

4o 0 @m0 0
0 0 O a

5.1.7. DEFINICE
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, . Matice 4 se nazyva jednotkovou, pokud @;=0 pro

vSechna i, j€(1, ..., n}, i#j,a a;=1 provsechna i€(l, ..., n} .
1 00 -~ 0
a= T
0 00 - 1
Jednotkovou matici n-tého stupné budeme znacit E (ptipadné E, , chceme-li zdiraznit jeji
stupen).

5.1.8. DEFINICE
Necht' 7T je téleso, n€IN, A€T, , . Matice 4 se nazava horni trojithelnikova, pokud ;=0

pro viechna i, j€(1, ..., n}, i>j.
a;; dp diy o 4y

A= 0 ay ay - ay
o 0 0 - a

nn

5.1.9. DEFINICE
Necht 7 je t&leso, n€N, A€T, . Matice 4 se nazyva symetricka, pokud @,=a; pro
vechna i, jE(1, ..., n} .

5.2. Operace s maticemi

5.2.1. DEFINICE
Necht T jet&leso, m,n€N, 4,B,CET, , Matice C je souétem matic 4, B, jestlize
c;=a;+b, proviechna i€{l,..., m}, j€(1,..., n] . Oznateni: C=A+B.
a; dp o 4y by, by, - by, a,+b, a,+b, - a,tb,
Ay Ay "y |4 by by v by || antby anpthy o aythy,
am] amZ amn bml me bmn am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn



5.2.2. DEFINICE
Necht' T je t&leso, m, n€N, A, BET, , ceT.Matice B je skalarnim nasobkem
(c-nasobkem) matice A4 , jestlize b;=ca; pro viechna i€(l,..., m}, j€[l,..., n} .
Oznaceni: B=c-A4 .

ay Ay Ay Cdy Cdyp o Cdy,
c| 2 G 7 Ay || €Ay Gyttt Oy,
am] amZ amn C.am] C.amZ c.amn

5.2.3. DEFINICE
Necht' T je téleso, m, n, peN, A€T, , BeT , CeT, . Matice C je soucinem

P
matic 4, B, jestlize cijza”-blj+ai2-b2j+-~-+aip~bm:z a,b,; pro vSechna i€{l,..., m},
k=1

J€ll,..., n} .Oznateni C=4-B.

5.2.4. DEFINICE
Necht' T jetéleso, m, n€N, A€T, , BeT, , . Matice B je matice transponovana k
matici 4, jestlize b;=a; pro vSechna i€{l,..., m}, j€(1,..., n} . Oznateni B=A".

T
a, 4ap - A4 aypp dy o Ay
ay dp Ay | | Q12 G " 4y
aml amZ amn aln aZn amn

5.2.5. VETA

Necht' T je téleso, m, n, p, g€IN . Plati:
(I) Pro v8echna 4€T, ,, BET, , CET,,
A-(B-C)=(4-B)-C.

(I1) Pro viechna 4, B€T,, , CeT,
(A+B)C=A4-C+B-C.

(1) Pro v8echna 4€T, ,, B,C€eT,
A(B+C)=A4-B+A4-C.

(IV) Pro v8echna «, BET, A€T,,
o-(B-A)=(ccB)-A.

(V) Pro vechna «€T, A€T, ,, BET,
«-(A-B)=(x-A4)-B .

(VI) Pro viechna A€T,, ,

E A=A, AE=A

(VII) Pro vSechna A€T,, ,

(A")'=4.

(VIII) Pro v8echna 4, BET,, ,

(A+B)' =4"+B".

(IX) Pro vechna €T, pro v§echna A€T,, ,
(x-A) =cx-A"

(X) Pro vSechna A€T,, ,, BET,
(4-B)"'=B"- A"

P

P

P



Dtikaz:
(I) Oznaéme U=B-C, V=4-B, L=4-U, P=V-C.Je UeT, , VeET, ,, LET,

PET,, .. Zvolme libovolné i€(l, ..., m}, j€[1, ..., g} . Chceme: [,=p; . Potitejme:

p n

n n P p n
Zij:z aik'”kj:Z a; zbkl Cy Z Z a(by Cz] :Z Z (ay-by) CIJZZ Z (ay by) Cpi s
k=1 k=1 i =

k=11=1 =
p p p
Pyzzviz'clj:z Zaz‘k'bkz Oy ZZ (ay-by) Cp= lij'
=1 =1 \k=1

=1 k=1

=

(I1) Oznaéme U=A+B, V=A-C, W=B-C, L=U-C, P=V+W.Je UET, , VET

m,p s
wer, ,, LeT, ,, PET, . Zvolme hbovolne i€(l, m|, jE1, ..., p}.
Chceme: /;,=p;;.
Pocitejme:
Zij:Z”ik'c/g:z(aik"'bik)’ckj:z(aik'c/g+bik’clg):zaik'ckj+2bik'clg':Vy+Wij:py-

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(IIT) Postupujeme obdobné¢ jako v ¢asti (II).
(IV) Dikaz pfenechavame Ctenari

(V)Necht U=A-B, V=aA, L=a-U, P=V-B.Je UET, , V€T,  LET, .
PET,, ,.Zvolme libovolng i€(l, ..., m|, j€(1, ..., p} . Chceme: [;=p, . Poditejme:

Z;’;:O"ui/‘:“'(; a; by Z o (ay: bk; Z (o ik)'bkj:kz_l Viby=p .

k=1

(VI)Necht L=E,-A.Je LET, ,.Zvolme libovolné i€(l, ..., m}, jE€(1, ..., n}.
Chceme: /;=a; . Pogitejme:

+-- +0a

i+1,j ]

lij:/; e ay=0-a;+-+0a,_, +1-a,+0a

Druha rovnost se dokaze obdobné.

(VII) Ditkaz ptenechdvame Ctenafi.

(VII) Ditkaz prenechdvame ctenafi.

(IX) Dlikaz pfenechavame ctenafi.

(X)Necht U=4-B, v=B", w=4", L=U", P=V-W.Je UET, ,, VET, |
wer,,, LET,,, PET, . Zvolmelibovolné i€(l, ..., p}, j€[l, ..., m| . Chceme:

l;=py . Potitejme: [;=u, Z a b= z Wi Vik z VieWiy=Pij -

5.3. Hodnost matice

5.3.1. OZNACENI

Necht' 7T je téleso, m, n€IN, A€T,, , . Pak klademe
a=(a,, a,, ..., a,)

a,=(ay,, ays -evs Ayy)

n

)

a, =(a,;, a,,, ....,a

5.3.2. DEFINICE
Necht T je t&leso, m, n€N, A€T, , Hodnost matice 4 znac¢ime % (A4) a definujeme ji



takto 2 (4)=dim({a@,, @,, ..., @,}) .

5.3.3. TVRZEN({
Necht T jetéleso, m, n€N, A€T,  Plati: h(A4)< min{m, n} .
Dukaz:
() Ponévadz a, ..., a,€T",je (1@, ..., @,}) podprostor v 7", takze
h(A)=dim{|d,, ..., a,))<dimT"=n .
( B) Vime, ze z kazdé kone¢né mnoziny generatori vektorového prostoru lze vybrat bazi (viz
3.1.3 (a)), tedy z vektori @, -.., @, lze vybrat bazi podprostoru (@, ..., @, ), coz
znamena, ze h(A)Zdl'm<{a>l Y eens E:n}>$m .
Z(o)a(B)plyne h(A)<min{m, n} .

5.3.4. VETA
Necht' T je téleso, m, n€N, A, A'€T,, , . Necht matice 4’ vznikla z matice 4 uZitim
konec¢ného poctu nésledujicich uprav:
1) nahrazenim fadku timto fadkem plus jiny fadek vynasobeny néjakym prvkem télesa T
2) vyménou dvou tadkt
3) vynasobenim fadku néjakym nenulovym prvkem télesa T'.
Pak (@, @,, ..., @, )=(@,", @', ..., @,"}) . Specielng, h(A)=h(A").
Diikaz:
(I) Necht i, j€(l, ..., m}, i#j, c€T, @'=d+ca,, a@,'=a, pro k€(l, ..., m}, k#i.
Ukéieme, 26 <[a>1: Zfz’ tre a:n}>_<[‘_{1,a 6_1»2" tees a:n,}>
< :Pro k€(l, ..., m), k#i,je @=a,'€(@,', ..., @,']) . Dale,
a1, +(~) =3, + ()@, (@, ... T,')). Tudiz (@, ... T, (@, . T, '),
odkud jiz snadno plyne pozadovana inkluze.
D :Pro k€(1, ..., m), k#i,je @,'=a,€(d, ..., a,}) . Dale
a,'=a+caela, ..., a,) . Tudiz (@', ..., a@,'|s({d, ..., @,}), odkud jiz snadno plyne
pozadovana inkluze.

(Il) Necht' i, jE(l, ..., m}, i#j, @'=a,, a@,'=d,, a,'=a, pro k€(l, ..., m}|, k#i,
k#j.
Pak <c_l’1,...,a_’1 Ty Ao oees Ay Ajs A rps s @)

(@ oo T ST s o T s T s s T )

M C At AR et e I el )

(III) Necht i€(1, ..., m}|, c€T, c#0, d@,'=c-a@,, a,=a,’ pro k€(1, ..., m}, k+i.
Ukéazeme, zZe <[ EES <{al SIEERE _;1’}>
< : Pro ke{ > } k#i,je g =a,'€{a;’, ..., a,'}).

Déle, @,= <{ s @,'}) . Tudiz (@, ..., @,}<({@ ', ..., @,'}), odkud jiz snadno

plyne pozadovana inkluze.

2 :Pro k€(l, ..., m|, k#i,je a,'=a€a,, ..., a,)) . Dale a@,'=c-ae(la, ..., a,)}) .
Tudiz (@', ..., @,'}<{@,, ..., @,}) , odkud jiz snadno plyne pozadovana inkluze

Tvrzeni véty nyni vyplyvaji z (I), (IT) a (IIT).

5.3.5. VETA
Necht 7T je téleso, m, n€N, A€T, , Plati: h(A")=h(A).
Diikaz: Pokud 4=0 ,je h(4)=0, h(AT) 0 atvrzeni plati.
Necht 4#0 . Stati ukazat: h(A4")<h(
h(AT):h(_{l).Necht h(A) k h( ) l Je ke(l, m}
, b,

b
Oznaéme b,=(a,,, a,, ..., =(@yyy Ayys - amz) y ooy b=(a,,, ay, ..., a,,).

\_/\-



Existuji ,, ..., i,€[1, ...m} tak, ze (@, ..., @ | je baze prostoru {(@,, ..., @,}) . Existuji

Jiseeer J€ML, oy n) tak, ze (B, .., 5;[} je baze prostoru <{_> e Z;;D

JERE

Oznaéme E?:(ailjlj aizjl’ e aikjl) > L_l;:(ailjz’ aizjz’ e aika) : a 02 iz Ji2 tte aikj/) *
Ukéazeme, ze Vektory iy, ..., U; jsou linedrné nezavislé.
Necht' ¢y, ..., ¢, €T, o i+ +cl u, 0. Chceme: ¢,=c,=-=c,=0.
UkaZzeme: ¢, b ey b]2+ +c,b»—0 K tomu staéi ukdzatze ¢,"@;; +¢y0a,; ++cpa;; =0
pro kazdé le{l Lomi={i, ..., i} . Bud i€{l, ..., ml—{i, ..., lk} . {571, e ,k} Jebaze
prostoru {{@;, ..., am}>, a proto existuji d,,..., d, €T tak, 7e d,=d, @, +d,a, +-+d,a,

k k k
Pak aijIZZ d,a;;, ai.ZZd gy s ai:Zd a; ; . Potom

p=1 p=1
cra;;teya;+etera chd a; +c22d a; ; + +chd a;
d(c,a, ;+c,a; ++ca, )+d(1”+c2 Lteetea; )+ +

+d,(ca; +ca; ; + +c, i )=d " 0+d, 0+ +dk0 0.

Protoze vektory bjm . l;; jsou linearné nezavislé, jsou ¢,=c,=---=¢,=0,

Takze: i, ..., U, jsou linearné nezavislé vektory v prostoru 7% . Z toho plyne, ze /<k.
5.3.6. VETA

Necht T je tleso, m, n, p€N, AET, . BET,  Plati: h(A-B)<min{h(A4), h(B)} .
Dikaz: Oznaéme C=4-B . Necht i€{1, ..., m} . S ohledem na definici nasobeni matic plati:
a:ail'a—i_aiz'z—i_"'_‘_ain'l;; , tedy ae<{l_7:: cees g::}> . Proto <{E>1’ ) E;}>g<{31v cee I;::}>a
tedy h(C)=h(A-B)<h(B).

Pouzitim jiz dokdzaného na sou¢in B”- A" dostavame h(B"-A")<h(A"), coz podle 5.3.5
znamena h(A-B)<h(A) (uvédommesi, ze B"-A"=(4-B)").

Celkem h(A-B)<min{h(A), h(B)} .

5.4. Gausstiv-Jordaniv eliminacni algoritmus

5.4.1. VETA
Necht' T jetéleso, m, n€EN, A€T, , . Necht matice 4 je v fadkovém stupiiovitém tvaru.
Necht k€N, 1<k<m, d,#0 pro i<k, d,=0 pro i>k. Plati:

(D (@, a,, ay, ..., 5}} je baze prostoru <{pr Ay ey iy vens a_;}>,
() dim{|@,, ..., a@,})=k .
Dtkaz:
(D Jelikoz a, =0 pro i>k,je (@, .. 5}}>:<{_}, ey 5;,}> . Staci tedy ukazat, ze vektory
a, ..., @ jsou linedrné nezavislé. Necht ¢, ..., ¢,€T, ¢, @+ +c¢, @=0.
Chceme: ¢, =c¢,=-=¢, =0,
Oznaéme pozice vedoucich jednigek: (1, j,), (2, jo), -, (k, j).Je ji<j,<<J,.
Plati: ¢,-a,;+¢ya,; ++ca,;=0,ddle ¢,ra,; +cya;; ++c,a;,, =0
ci'l +c 0 +-4cr0 =0 ¢yl +c¢;0 +-4c:0 =0
c =0 c, =0.

Obdobné také cy=c,=-=c,=0.
(IT) Tvrzeni (II) ihned plyne z (I).

5.4.2. GAUSSUV-JORDANUV ELIMINACNI ALGORITMUS
VSTUP: Matice 4 typu (m,n) nad télesem T .
VYSTUP: Matice 4 typu (m,n) nad télesem T s témito vlastnostmi:



(I) 4 jeviadkovém stupiiovitém tvaru.

an {{a, ..., a,h=(a, ..., d.}).

NEBO

Matice 4 typu (m,n) nad télesem T s témito vlastnostmi:

(I 4 jev redukovanég fédkozs’:m stupniovitém tvaru.

ar (a, ..., a,h={a, ..., d,}).

VYPOCET:

1. Najdéte nejlevéjsi sloupec, jenz neobsahuje samé nuly.

2. Je-li to nutné vyméiite prvni fadek s fadkem, jenz obsahuje nenulovy prvek a ve sloupci
nalezeném v kroku 1.

. 1 . .
3. Jestlize prvek a neni 1, vynasobte prvni fadek prvkem o abyste ziskali vedouci jednicku

prvniho fadku.

4. Pouzijte prvni fadek k ziskani nul pod vedouci jednickou prvniho fadku (pouzitim upravy
(1) z véty 5.3.4.).

5. Zakryjte prvni fadek a aplikujte prvni 4 kroky na zbyvajici podmatici. Pokracujte tak
dlouho, aZ cela matice je v fadkovém stupfiovitém tvaru. To bude matice 4 .

6. Pouzijte posledni nenulovy fadek k ziskani nul nad vedouci jedni¢kou tohoto fadku. Pouzijte
piedposledni nenulovy fadek k ziskani nul nad vedouci jednic¢kou tohoto fadku. Pokracujte tak
dlouho, az matice je v redukovaném fadkovém stupiiovitém tvaru. To bude matice A .

(Je—1i A=0, vypodet neprobéhne a A=A=A=0.)

Dukaz korektnosti algoritmu: Fakta (I) a (I') jsou zfejma po kratké uvaze. Fakta (II) a (II')
zdivodnime takto:

Jednotlivé kroky algoritmu upravuji vychozi matici A4 :

Krok 1: K tpravé nedochazi.

Krok 2: K tpravé nedochazi nebo je pouzita tprava (2) z véty 5.3.4.

Krok 3: K upravé nedochdzi nebo je pouzita uprava (3) z véty 5.3.4.

Krok 4: Je pouzita kone¢né¢ mnohokrat Giprava (1) z véty 5.3.4.

Krok 5: Kone¢n¢ mnohokrat se opakuji kroky 1 az 4, je tedy pouzito konecné¢ mnoho tprav
(1), (2), (3) z vety 5.3.4.

Krok 6: Je pouZzita kone¢n€ mnohokrat uprava (1) z véty 5.3.4.

Shrnuti: P¥i vypoctu matic 4 a A4 se vychozi matice A upravuje pomoci kone¢né mnoha
uprav (1), (2), (3) z véty 5.3.4. Rovnosti (IT) a (II') nyni plynou bezprostiedné z véty 5.3.4.

5.4.3. PRIKLAD

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20

Necht' A€R,5, A= . Vypodtéte matice 4 a 4 .

Reseni: Pouzijeme Gausstiv — Jordantiv eliminac¢ni algoritmus.

1 2 3 4 5 I 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10fkky0 =5 —10 —15 —20|k*k310 1 2 3 4
11 12 13 14 15 0 —10 -20 —-30 -—-40 0 —10 —20 —-30 —40
16 17 18 19 20 0 —15 -30 —45 -—-60 0 —15 -30 —45 -60



1 2 3 4 5 10 -1 -2 -3
wokd|0 1 2 3 4lweks|l0 1 2 3 4
— —

00000 00 0 0 0
0000 0 00 0 0 0
Tedy: 1 23 45 1 0 -1 -2 -3
~lo1 234l =01 2 3 4

A= A=
000 00o0 " loo o 0o o
000 0 0 00 0 0 0

5.4.4. POZNAMKA
Gausstv-Jordantiv elimina¢ni algoritmus lze pouzit pii feSeni této standardni ulohy:

Je dano téleso T, pfirozena &isla m, n a vektory Vi, v, ..., v, €T" . M4 se uréit dimenze a
(n&jaka) baze prostoru ¥ =([¥}, ¥, ..., ¥,,]) . Postupujme nasledovné:
Necht’
Vi=(v], Vhy s V1)
Va=(Vi, Vas e V)
e R i
Sestrojime matici 4€7,, ,, (a ), a —v;«.Vypoéteme matici A4 .
Vime: V={a,, a5, ..., ] = {c_f G, ...y @), A je v tadkovém stupiiovitém tvaru.
Dle 5.4.1. pak dimV =k a (@), a>, ..., a@;) je baze prostoru V', pticemz ¢islo k& je pocet
nenulovych fadka matice 4 (. @,# 6 pro i<k, a, a=0 pro i>k). Obdobn¢ Ize pouzit
matici 4 .
Konkrétné necht’ v prostoru R° jsou dany vektory v;=(1, 2, 3, 4,5),v,=(6,7,8,9, 10),
s=(11,12, 13, 14, 15) | v,=(16, 17, 18, 19, 20) . Necht V = <{7 vy, V3, Va)) . M4 se
ur01t dimV angjaka baze prostoru V. Sestrojime tedy matici A4 .
1 2 3 4 5
4=0 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
1 23 45 1 0 -1 =2 -3
. oo (01 2 3 4] =_(0 1 2 3 4
V 5.4.3. jsme spocitali, ze A= 000 0 of A= 00 0 0 o
000 00 00 0 0 O
Dostavame tedy tuto odpovéd: dimV=2, {(1, 2,3, 4,5),(0, 1,2, 3, 4)} jebaze V

(1,0, -1,-2,-3),(0, 1, 2, 3, 4)} jebaze V.

5.5. Matice regularni a singularni

5.5.1. DEFINICE
Necht' T je téleso, n€N, A€T, .
Matice 4 se nazyva regularni, kdyz h(A4)=n.
Matice 4 se nazyva singularni, neni-1i regularni.

5.5.2. VETA
Necht' T je téleso, m, neN, A€T, , BET, ,  Jestlize A je regularni, pak maticova
rovnice A-X =B ma pravé jedno feseni mezi maticemi typu (m, n) nad télesem 7.



Dtkaz: Pouzijeme toto oznaceni:
Vi=(a,, ays s ), =(a0, Gy s @,5) oy V=010, Gogs o5 G,,)
Uvédomme si tato tti fakta:
D) dim((V}, V3, ..., V,})=h(4")

(dle definice transponované matice a dle definice hodnosti matice)
(D) h(A")=h(A4) (dle5.3.5.)
(Ill) h(A)=m (matice 4 je reguldrni)
Shrneme-li, dostaneme dim ({V,, ¥, ..., V,,})=m . Ztejm& ((¥], ¥, ..., v, )ST",
dim T"=m . Tudiz ([V;, V,, ..., v, )=T", {V\, V5, ..., V,,] je baze prostoru T" .
Porovnejme j-ty sloupec matice 4-X a j-ty sloupec matice B ( j€!(1, ..., n}).

a“-xlj+a]z-xzj—i----+a]m-xmj=blj

Ay Xyt Ay Xyt ay, x, =by,

Dostaneme

a,,; X;+ta,,xy+-+a,,x,=b,

neboli vektoroveé le‘V1+X2j‘V2+"‘+.X'mj'Vm:Wj ) kde Wj:(blj') b2j7 M) bm]) .
Resit rovnici 4- X =B tedy znamena fesit soustavu

Xy VitXy Vot tx, v, =wo (j=1, ..., n) (*)
(dény jsou Vi, Vs, ..., V.., Wi, W,, ..., W, neznamé jsou X; pro i=1, 2, ...,m,
j=1,2,..,n).
Vzhledem k tomu, 7¢ {V}, V5, ..., V,,| je baze prostoru T, soustava ( * ) mé pravé jedno

feSeni.

5.5.3. POZNAMKA
Necht' T je téleso, m, neN, A€T,, ,, BET, . A jeregularni. M4 se vyfesit rovnice
A-X=B . Matici X lze urcit pomoci Gaussova-Jordanova elimina¢niho algoritmu. Tento
algoritmus, aplikovany na matici 4 , postupné pomoci tprav U, U,, ..., U, (jde o upravy
(1), (2), (3) z véty 5.3.4.) vypoéte matici 4 . Uvédomme si, 7e matice 4 ma viechny fadky
nenulové, takZe kazdy jeji fadek ma svou vedouci jednicku. Protoze 4 je v redukovaném
fadkovém stupiiovitém tvaru, je 4= E . Aplikujeme postupné tpravy U,, U,, ..., U, na
matici B . Vyslednou matici oznatme C.
B—-o(C

U, U
Tvrdime, ze matice C je jediné feSeni rovnice A-X =B . Necht tedy A-X =B . Je tieba
ukazat, 7 X =C . Zvolme libovolné j€(1, 2, ..., n} . Matice 4-X maétento j-ty sloupec:
all-xlj+a12-x2j+---+alm-xmj
mj

a21~x1j+a22-x2j+~~-+a2m-x

Ay Xy ;T Ay Xyt ta,, X

mj

Tento sloupec bude postupnou aplikaci uprav U, U,, ..., U, na matici 4-X pfeveden na
tvar
czlll-xlj+512-x2j+---+c:11m-xmj 1-x1j+0-x2j+---+0-xmj Xy
azl-xlj+a22~x2.j+--~+a2m~xmj cili 0~xlj+l-x2{+-~+0-xmj’ il x.zj '

a,,; X, ;+a,, x,++a,, x,, 0'x1j+0'x2j+~--+1-xmj X,



Uvazme nyni, ze A-X=B . Tudiz

X176
X2, =C2;
xmj.:cmj
X=C.
5.5.4. PRIKLAD.
1 1 0 1 2 3 4
Necht A=({-100 2 0], B=[5 6 7 8 | jsoumatice nad t€lesem R1
-3 =3 10 9 10 11 12

Vyfeste maticovou rovnici 4-X =B .

Reseni: PouZijeme postup popsany v poznamce 5.5.3.

1 1 0|1 2 3 4 1 1 0 1 2 3 4
—-100 2 O |5 6 7 8| — |0 102 0 | 105 206 307 408
-3 -3 109 10 11 12 0 0 10| 12 16 20 24

L1 o0l 1 2 3 4 I 1o 1 2 3 4

105 206 307 408 0 1 o |19 206 307 408
O 10190 T2 102 T02| 102102 102 102
216 20 2

00 10| 12 16 20 24 00 1190 0 10 To
-3 -2 -1

1

00 102 102 102 0

105 206 307 408

]
0 01702 To2 102 102
12 16 20 24
00119 0 10 10
—3 =2 -1 4\ zL ZL =1
102 102 102 34 51 102
105 206 307 408| |35 103 307
X= =22 Y2 U/
Tedy 102 102 102 102|134 51 102 *
12 16 20 2416 8 , 12
10 10 10 10 5 5 5
Zkouska:
5 5 15 O
L L0055 103 307 2 3 4
A-X=[-100 2 0 134 51 102 41=|5 6 7 8|=B
~3 -3 10 9 10 11 12
6 8 5, 12

5 5 5

-

—



Pomocné vypocty:

—1.35_34_ 100 614 _714 _
3434730 102 T102 " 102~
—1,103_102 _ _
51751 51 et
~1, 307 _306_, 3 105 60 _—102 \h_ 5. 45-9
102 102 102 ~° 34 34 5 34
3309, 80 —306

- = =22 16=—6+16=1
0+4=4, 51 515 s lemorleslo
100 70 _ 170 _ 3 921 502918 o= -
34 T34 32 2 102 102 7207 g T0=T9H20=1
100 . 206 306 _ 0—12+320 _ _15i0a—12
51 51 51 5

5.6. Matice inverzni

5.6.1. LEMMA
Necht' T je t€leso, n€IN, A€T, , . Plati: existuje nejvyse jedna matice X€T, , tak, ze
A X=X-A=FE.
Dikaz: Necht X, YE€T, ,  A-X=X-A=E, A Y=Y-A=E.
Chceme: X =Y. Po¢itejme: X=X-E=X-(4-Y)=(X-4) Y=E-Y=Y.

5.6.2. DEFINICE
Necht' T jetéleso, neN, 4, X€T, .
Matice X se nazyva matice inverzni k matici A4 , plati-li:
A-X=X-A=E.
Oznaceni: X=4"".

5.6.3. VETA
Necht T jet&leso, n€N, A, X€T, , Jestlize A-X=FE ,pak X-A=E atedy X=4"".
Dikaz: n=h(E)=h(A4-X)<min{h(A), h(X)|<h(X)<n.(Pouzili jsme vétu 5.3.6.) Odtud
h(X)=n, X jeregularni matice. Dle 5. 5.2. existuje pravé jedna matice Y €T, , spliiujici
X-Y=E.
Potom A-X=F /Y
(4-X)-Y=E-Y
A(X-Y)=Y
A-E=Y
A=Y
Takze E=X-Y=X 4.

5.6.4. VETA
Necht' 7T jetéleso n€N, A€T, , . Plati:
Matice 4~ existuje pravé tehdy, kdyz matice 4 je regularni.
Dukaz:
(I) Necht 47" existuje. Chceme: A je regularni, tj. h(A4)=n.
n=h(E)=h(A-A""Y<min{h(A4), h(A")}<h(4)<n (pouzili jsme vétu 5.3.6.).
Odtud h(A4)=n.
(II) Necht A4 je regularni. Chceme: 4~ existuje.
Dle 5.5.2. existuje pravé jedna matice X€T, , tak, 72 A-X=FE .Dle5.6.3.pak X=4".



5.6.5. POZNAMKA

Necht' T jetéleso, n€IN, A€T, ,, A jeregularni. M4 se ur¢it matice 4~ . S ohledem na
5.6.3. to znamena vyfesit maticovou rovnici 4-X=E ( X€T, ). K tomu lze pouzit
Gausstv-Jordantiv elimina¢ni algoritmus, jak je vyloZeno v poznamce 5.5.3.

5.6.6. PRIKLAD
1
Necht A=[—-100
-3

1
2

=3

0
0
10

je matice nad t&lesem IR . Urdete matici 47" .

Reseni: PouZijeme postup popsany v poznamce 5.6.5.

1 1 0l1 0 0 1 1 0| 1 0 0
—100 2 0|0 1 0ol — |0 102 0100 1 O] —
-3 =3 100 0 1 0 0 100 3 0 1
1 1 0 1 0 0 b ! 0 0
100 1 0 1 1001
1 - _—_
0 0 0 102 ol — 1(;2 102 1 -
0 0 10| 3 0 1 0 0 0 0 m
2 -1 2 -1 1 -1
1 _= - _= I i P
00 102 102 0 102 102 0 51 102 0
100 1 S |100 1 50 1
0 0 102 102 0. Tedy 102 102 0 51 102 0
3 1 3 1 3 1
00110010 10010 10010
Zkouska:
1 -1
— — 0
1 1 1 0 gé 1(1)2 1 0 0
A-A =[-100 2 0-5—11—02 0|=[o 1 0o|=E
-3 =3 10 0 0 1
3 9 L
10 10
Pomocné vypocty:
1 50 51
5151 51 0+0=0
-1 1 _ -3 150,30 _—30—1500+1530 _
102 T102 =Y 51 51 10 510 0
3 3 B
0+0=0 0 102+0_0
—100 100 _ 1
51 51 =0 10 10_1
100, 2 _102_,

102 102 102



5.6.7. VETA
Necht' T jetéleso, n€N, A, BET, ,, A, B jsouregularni. Pak
(@) A" jeregularni a (A*')*'—A
(b) A" jeregulamia (47)'=
(c) A-B jeregularnia (4-B) '=

Dﬁkaz

(b) 4" (A ‘)T:(A‘l-A)TzEng, (A ) A"=(4-A")'=E"=E ,takze (4")'=(4"")".
(c) ( ‘B)-(B"A"=4-(B-B")4 1—A E-A” ‘—AA '=F,
(B'A")(4-B)=B'-(4"-4)-B=B"-E-B=B '-B=E, takze( B) '=B'47".



