Axiomaticka vystavba geometrie — axiomy

1 Hilbertova axiomatizace planimetrie

1.1 Axiomy incidence

NEDEFINOVANE POJMY (PRIMITIVNI POJMY):

bod

primka

incidence: ”bod B a pfimka p jsou incidentni” ("bod B lezi na pfimce p”,
?piimka p prochdzi bodem B”, "B € p”)

DEFINICE
Body By, Bs, Bs, ... jsou kolinearni, pokud existuje pfimka se vSemi témito
body incidentni.

AXIOMY:
I1 Kazdymi dvéma riznymi body prochazi pravé jedna primka.
12 Na kazdé ptrimce lezi aspon dva rizné body.

I3 Existuji t¥i nekolinearni body.

1.2 Axiomy usporadani

NEDEFINOVANE POJMY:
usporadani bodu: "bod B lezi mezi body A a C”, zéapis: A*x B * C

DEFINICE
Necht A, B jsou body, A # B. Usecka AB je mnozina sestévajici z bodt
A, B a takovych bodu X, Ze A x X x B. Body A, B jsou koncové body

usecky.



AXIOMY:

Ul Jestlize A x* B x C, pak A, B,C jsou tii rizné kolinearni body a plati
také, ze C'x B x A.

U2 Pro libovolné vzajemné riuzné body A a C existuji body B a D tak, ze
AxBxCaAxCxD.

U3 Pro libovolné t¥i vzajemné rizné kolinearni body pravé jeden z nich lezi
mezi zbylymi dvéma.

U4P (Paschuv axiom, 1882) Necht pfimka p neprochézi zadnym z nekoli-
nearnich bodu A, B, C. Jestlize p protiné usecku AB, pak protina bud
usecku AC' nebo tsecku BC.

1.3 Axiomy shodnosti

DEFINICE
Necht A, B jsou body, A # B. PolopFimka E je mnozina bodu tsecky
AB spolu s body X takovymi, ze A x B * X.

DEFINICE

Déna je pfimka p a body A, B neleZici na p¥imce p. Rikdme, Ze body A, B
lezi na stejné strané od primky p, pokud A = B nebo pokud A # B a
usecka AB neprotina ptimku p.

DEFINICE

Pro pifimku p = /@ a bod C nelezici na této pfimce je polorovina ﬁ =
ABC mnozina bodt X takovych, ze C' a X lezi na stejné strané od ptimky p
(vnit¥ni body poloroviny) spolu s body pfimky p (hranice poloroviny).

DEFINICE .

Necht A, B, C jsou nekolinedrni body. Potom polopfimky ¢ = BA a ¢ = B?
tvori tthel pfi vrcholu B. Oznacujeme ho ZABC, ZCBA, Z(d,c), Z(¢,a),
pripadné také Z B, pokud je z kontextu jasné, kterymi polopifimkami je urcen.
Polopiimky BA, BC nazyvame ramena uhlu. Vnitfek thlu (vnit¥ni
body thlu) ZABC je prunik vnitinich bodi poloroviny BC'A s vnitinimi
body poloroviny EZ@ Vnéjsek thlu (vnéjsi body thlu) LZABC jsou
vSechny body roviny kromé polopiimek E)l, B? a vnittku ahlu ZABC.
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NEDEFINOVANE POJMY:
shodnost usecéek: AB ~ CD 7usecky AB a CD jsou shodné”
shodnost uhla: ZABC ~ /DEF "thly ZABC a ZDEF jsou shodné”

AXIOoMY:

S1 Pro libovolné dva rtazné body A, B a polopfimku vychézejici z bodu A’
existuje na této polopiimce pravé jeden bod B’ takovy, 7e A'B’ ~ AB.

S2 Jestlize AB ~ A'B’ a AB ~ A"B", pak A'B’ ~ A”B". Navic, kazda
usecka je shodna sama se sebou: AB ~ AB.

S3 Jestlize Ax Bx(C, A’xB'xC’, AB ~ A'B"a BC ~ B'C’, pak AC ~ A'C".

—
S4 Pro dany tthel ZABC', danou polopiimku B’A" a danou polorovinu ohra-

ni¢enou pfimkou A’'B’ existuje pravé jedna polopfimka B'C’ v dané
poloroviné tak, ze ZA'B'C' ~ /ABC.

S5 Jestlize ZABC ~ LA'B'C" a LZABC ~ LA"B"C", pak LA'B'C" ~
/ZA"B"C". Navic, kazdy tihel je shodny sam se sebou: ZABC ~ /ABC.

S6 Jestlize pro trojuhelniky AABC a NA'B'C’ plati, ze AB ~ A'B’, BC ~
B'C'a/B~/B pak LA~ /A" a /C ~(C".

1.4 Axiom rovnobézZnosti
AXIioMm:

R Pro kazdou primku p a pro kazdy bod B nelezici na pfimce p existuje
nejvyse jedna primka g prochazejici bodem B a rovnobézna s primkou
D.

1.5 Axiom spojitosti

AXIioM:

D (Dedekinduv axiom) Necht vSechny body na piimce jsou rozdéleny
do dvou neprazdnych disjunktnich mnozin tak, ze zadny bod z jedné
mnoziny nelezi mezi dvéma body z druhé mnoziny. Pak na této pfimce
existuje pravé jeden bod B takovy, ze jedna z danych mnozin je polo-
primka se zacatkem v bodé B a druha mnozina je jejim doplikem.
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POZNAMKA:
Necht P je mnozina vSech bodt piimky, P = M{UM,, MyNMy = (), My # (),
M, # (. Zakazana je tato situace:

XxY*Z X, Z€M;,YeM,,i#j

1.6 Absolutni geometrie

Geometrie, kterou je mozné popsat axiomy incidence, usporadani, shodnosti
a spojitosti, se nazyva absolutni geometrie. Tato geometrie je tedy neza-
visla na axiomu rovnobéznosti.

1.7 Euklidovska geometrie

Pokud k absolutni geometrii priddme axiom R, dostaneme euklidovskou
geometrii.

1.8 Lobacevského (hyperbolickda) geometrie

Pokud k absolutni geometrii pfiddme misto axiomu R axiom L, dostaneme
Lobacevského (hyperbolickou) geometrii.
AXIOM:

L Pro kazdou ptimku p a kazdy bod B nelezici na pfimce p existuji aspon dveé
primky ¢1, g2, q1 # ¢o, prochéazejici bodem B a rovnobézné s piimkou
.

2 Tarského axiomatizace geometrie

ALFRED TARSKI (1901 — 1983), narozen ve VarSavé, zemiel v Berkeley, pol-
sky logik a matematik.

Na rozdil od jinych systému geometrie (jako je napiiklad Hilbertiav sys-
tém), v nichz body, piimky, roviny, atd., jsou vSechno primitivni (nedefino-
vané) ”geometrické objekty”, v Tarského systému je pouze jeden typ primitiv-
niho geometrického objektu: body. Jinymi slovy, vSechny proménné z, vy, z, . ..
oznacuji body.

Existuji pouze dva primitivni geometrické (tj. ne-logické) pojmy: ternarni
relace B "mezi”a kvaternarni relace D ”ekvidistance”.



e B(zyz) intuitivné znamend, Ze bod y lezi na tsecce spojujici = a z (tj.
pfipady y je x a y je z nejsou vylouceny)

e D(xyuv) intuitivné znamend, Ze vzdalenost x od y je stejna jako vzda-
lenost u od v.

Logickymi symboly jazyka jsou
® rovnost =

e vyrokové spojky konjunkce, disjunkce, negace, implikace, ekvivalence
A, V, =, =, 6

e univerzalni kvantifikator V a existencni kvantifikdtor 3

Systém ma dvanact axiomt Al — A12 a soubor elementarnich axiomu
spojitosti A13.

Al VaVy[B(zyz) — (z = y)]
A2 VaVyVaVulB(ayu) A Blyzu) — B(ayz)]

A3 VaVyVaVuB(ayz) A Blzyu) A (z # ) — B(zzu) V B(zuz)]
A4 VaVy[D(zyya)]

A5 VaVyVz[D(wyzz) — (z = y)]

A6 VaVyV2YuyoVw|D(zyzu) A D(zyvw) — D(zuvw)]

AT VYV YU B(atu) A Blyuz) — Blavy) A B(ztv)]

A8 VtVaVyVzYuIvIw[B(xzut) A B(yuz) A (x # u) — B(xzv) A B(zyw) A
B(vtw)]

A9 VaVa'VyNy' VNV 2Yuvd [ D(xyx'y') A D(yzy'2") A D(xuz'v') A D(yuy'u’) A
B(zyz) N B(z'y'2") A (xz # y) — D(zuz'v)]

A10 VaVyVYuVv3z[B(zyz) A D(yzuv))

A1l Fx3y3z[-B(zyz) A =B(yzz) A ~B(zzy)]



A12 VaVyVzVuYo[D(zuzv) A D(yuyv) A D(zuzv) A (u # v) — B(xyz) V
B(yzz) v B(zzy)]

A13 Necht ¢ je formule, ktera neobsahuje zadny volny vyskyt proménnych
Y, z, u, a 1 je formule, ktera neobsahuje zadny volny vyskyt proménnych
x, z,u. Pak je axiomem univerzalni uzavér formule

AVaVy[e A — B(zzy)] — FuvaVylp A — B(zuy)]



