Ulohy 2

Na pfipadné chyby mé prosim upozornéte. Dékuji.

1. Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda nésledujici souslovi jsou vyroky. Pokud odpovite
kladné, urcete pravdivostni hodnotu vyroku za pfedpokladu, Ze je to mozné.

(a)

(b)

(c)
(d)
(e)
(f)
(8)

Pro v8echna realna z plati x > 0.
Reseni: Jedna se o vyrok, vyraz ma smysl pro viechna redln4 &isla. Jedna se o vyrok
nepravdivy, protoZe napf. pro x = —2 vyraz neplati.

Pro v8echna redlnd z plati \/z > 0.

Reseni: Pozor, nejedna se o vyrok, protoZe vyraz pro x < 0 nemd smysl. Potom
nemad smysl urcovat jeho pravdivostni hodnotu a neni tedy vyrokem.

Pro véechna redlna &isla = je V22 = |z|.

Pro v8echna reédlna ¢isla z je = = 1.

Existuje alespon jedno reédlné ¢islo, pro néz |z| > 0.
Pro vSechna redlnd « > 1 plati log, > 0.

Pro v8echna realna = < 1 plati log, z < 0.

2. Utvofte negaci vyroku. SnaZte se utvofreny vyrok vyjadfit pozitivné.

(a)

(b)
(c)

(d)
(e)
(f)
(8)

Kazdé celé ¢islo je raciondlni.

Reseni: Existuje celé &islo, které je iraciondlni.

Pro v8echna reélna ¢&isla a, b plati: (a + b)? = a® + 2ab + V*.
Existuje alespori jedno redIné &islo, pro néz |z| > 0.
Reseni: Pro viechna redlna ¢&isla  plati |z| < 0.

Pro vechna redln4 ¢isla « je Va2 = |z].

Kazdy prvek mnoziny M ma vlastnost V.

Alespor jeden prvek mnoZziny M ma vlastnost V.

%

Uhlopticky kazdého &tyithelniku jsou navzajem kolmé.

Reseni: Existuje ¢tyfuhelnik, jehoZ Ghlop¥icky nejsou navzajem kolmé.

Existuje alespor jedno redlné ¢islo x, pro néz je x < |x|.

Pro kazdé rozmisténi péti pfedmétii do ¢ty¥ pfihradek existuje pfihradka, v
niz jsou alespori dva pfedméty.

Reseni: Existuje rozmisténi péti predmétti do &ty¥ ptihradek takové, Ze v kazdé
pfihrddce je nejvyse jeden pfedmét.

3. Utvofte negaci vyroku. SnaZzte se utvoreny vyrok vyjadrit pozitivné. Posudte prav-
divost ptivodniho i vytvofeného vyroku.

(a)

Pro vSechna nenulova reélna ¢isla = je 7 = 1.
Regeni: Existuje alespoii jedno nenulové redlné &islo z, pro které plati £ # 1. Pa-
vodni vyrok je pravdivy, negovany vyrok je nepravdivy.
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(b) Existuje alespori jedno nezdporné realné ¢islo z, pro néz je /z < 0.
(c) Existuje alespoii jedno reélné &islo x, pro néz je 2% < .
(d) Pro vSechna nenulova reéln4 ¢isla z je z > 1.

(e) Existuje alespori jedno nenulové realné &islo « takové, ze = > 10.

ReSeni: Pro v8echna redlnd nenulova ¢isla x plati % < 10. Pavodni vyrok je prav-
1

divy (existuje napt. = 55), negovany vyrok je nepravdivy.
(f) Mezi vSemi redlnymi ¢isly, kterd jsou vétsi nez 10, existuje nejmensi.
Resent:
e Mezi vSemi redlnymi ¢isly, kterd jsou vétsi nez 10, neexistuje Zaddné nejmensi.
e Pro kazdé redlné ¢islo x vétsi nez 10 existuje jiné redlné ¢islo vétsi nez 10, které
je mensinez .
Obé varianty jsou moZzné. Zde je tfeba si dat pozor, co vlastné vyrok fikd. Na prvni
pohled by se mohlo zdét, Ze za¢ina velkym kvantifikdtorem, kdyZ za¢ind ,mezi
vSemi redlnymi ¢isly”. Ale kdyZz se nad tim zamyslime, tak ve skutecnosti ¥ik4, Ze
,existuje nejmensi.” Tedy bychom ho mohli symbolicky prepsat jako

(3z € R) (’I’ >10A ((Vy € R)(y > 10) = y > a;))
Z tohoto symbolického zapisu uz bychom méli byt schopni snadno odvodit negaci.

(Vx € R)(:r <10V ((FyeR)(y>10Ay < :r))

Pavodni vyrok je nepravdivy, negovany vyrok je pravdivy.
(g) Mezi vSemi pfirozenymi ¢isly, ktera jsou mensi neZ 100, existuje nejveétsi.
(h) V kazdém trojahelniku je soucet velikosti libovolnych dvou jeho stran vétsi

nez velikost strany tieti.

Reseni: Existuje alespoii jeden trojuhelnik, ve kterém soucet velikosti nékterych
dvou jeho stran je mensi nebo roven nez velikost tfeti strany. Pivodni vyrok je prav-
divy, negovany vyrok je nepravdivy.

(i) V kazdém pravothlém trojihelniku s pfeponou c a s odvésnami a, b plati
a’ + b = 2.

(j) V kazdém trojahelniku se jeho vysky protinaji v jediném bodé.

(k) Existuje ptirozené ¢islo ng takové, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla
n # ngje ng > n.

(1) Kazdé dva rovnostranné trojihelniky jsou podobné.

Reseni: Existuje dvojice rovnostrannych trojahelnik, které nejsou podobné. Pi-
vodni vyrok je pravdivy, negovany vyrok je nepravdivy.

4. Rozhodnéte, zda jsou pravdivé nasledujici vyroky:

(a) (VzeR) : (x>3Vz<h)

ReSeni: Ano, plati pro kazdé realné cislo.



(b)
(c)
(d)

(e)
(f)
(g)
(h)
(1)

()

(k)
O

. Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda plati obecné (tedy pro libovolné mnoZiny M a
vyroky p, q) ndsledujici tvrzeni o logické ekvivalenci dvou kvantifikovanych vy-
roki. Pokud mate pocit, Ze néktera dvojice kvantifikovanych vyroki ekvivalentni
neni, tak najdéte pfiklad takovych vyroki p, ¢ a mnoziny M, aby jeden z kvanti-

(JzeR) : (x>3AN2<0)

Reseni: Ne, neplati pro Zaddné redlné &islo.

Ve eZ): (x>3Nx<T)
Reseni: Ne, neplati napt. pro = = 10.
(JzeZ): (xr>3Nx<5hH)

Regeni: Ano, plati nap¥. pro z = 4.

Vz eR) : (z>3=22>09)
Vz eR) : (22>9= 12> 3)
(Vz €R) : (z2<0=2=13)
reR) : (z>5= 2% =40)

(3
VreR)(FyeR) : z4+y=0

ReSeni: Ano, pro kazdé x miZeme vzit y :=

(FyeR)VzeR) : x4+y=0

Reseni: Ne, neexistuje y takové, Ze kdyZ k nému pti¢teme libovolné z, vysledkem

bude 0.
(VzeR)(yeR) : z-y=0
(FyeR)(VzeR) : z-y=0

fikovanych vyrokt platil a druhy ne.

(a)

(b)

(c)

(d)

()

(Ve e M) : (p(z) ANq(z)) = (Vo € M : p(x)) A

—X.

(Vo e M : q(x))

Reseni: Plati. Oba vyrazy vyzaduji platnost p i ¢ pro viechna .

(Ve e M) : (p(z)Vq(zr)) = Ve e M:px)V
Reseni: Neplati obecné, pokud plati vyraz nalevo, tak je p(z)
ale nemusi nutné p(x) nebo ¢(z) platit vzdy pro vSechna z. Protipfiklad: M

R,p(z):x <0,q(z) : x> 0.

(Fx e M) : (p(x)ANg(x)) = (Fx e M : p(z)) A

Ndpovéda: Neplati.

(Fzx e M) : (p(z)Vq(zr)) =Tz e M:px))V

Néapovéda: Plati.

(Vo € M) : (p(a) = q(w)) = (Vo € M : p(x)) =

Ndépovéda: Neplati.

pANzeM:qglx)=VereM: (pAg(x))

Néapovéda: Plati.

(Vz e M : q(x))

(3x € M : q(z))

(Jz € M : q(x))

(Vx € M : q(x))

V ¢(x) splnéno vzdy,



(g) pV(Vz e M:qx)=Ve e M: (pVq(x))
Ndpovéda: Plati.

(h) pA(Bz e M :qx) =3z e M: (pAq(z))
Napovéda: Plati.

(i) pV(Er e M :q(x))=3x e M: (pVq(x))
Ndpovéda: Plati.

6. Znegujte formdlné nasledujici vyroky. Pro kazdy vyrokijeho negaci si pak zvlast
rozmyslete, zda plati ¢i ne, abyste se presvédcili, Ze vZdy maji opac¢nou pravdi-
vost.

(a) VzeR) : 22 <10
Reseni: (Jz € R) : 22 > 10
Plati negovany vyrok.

(b) (Fz €Z) : (x>2A2*=16)
Reseni: (Vx € Z) : (z <2V 2 # 16)
Plati ptivodni vyrok.

(c) (Vz€R) : (x#£0=2>>1)
ReSeni: (3z €R) : (z #0Az%< 1)
Plati negovany vyrok.

(d) Bze€Z) : z+1=2
Reseni: ,Neexistuje Zzddné = nebo existuji alesponi dvé rtizna z, pro kterd plati = +
1=2"

Pokud bychom chtéli zapsat symbolicky, je potieba si rozepsat, co ndm vlastné vy-
rok fika.

(FrxeZ z+1=2) A ((Vm)(Vy)(m+1:2/\y+1:2) :>m:y)
Tedy ¥ikd nam dvé véci, jednak Ze néjaké takové x existuje a jednak Ze pokud existuje
jesté n&jaké y spliujici uvedeny vztah, pak nutné x = y. Takto pfepsany vyrok jiz

dokaZeme symbolicky znegovat. Vzpomerime si, Ze negace konjunkce je disjunkce
negaci.

VeeZ z+1#2) V ((Hw)(ﬂg/)(:z:+1:2/\y+1:2/\w7éy>

Plati ptivodni vyrok.
() Bz eR) : (2> <1Az#0)
(f) Az eR) : 22=1
(g) Vz€R) : (z+1=0=2?=2z)
(h) (FzeR) (VyeR):z4+y=0
(i) VzeR) (YyeR
() (Vo €R)

) a?—yr <1
(Jy € R) : cos(z) = sin(y)



7. RozloZte nasledujici vyrokovou formuli do jednotlivych komponent, napiste, jaké
vSechny moZné formule obsahuje.
(a) (Va)zeR=2?>u

Reseni: Obsahuje nasledujici formule: z € R, >z, €R= 22>z Vo)r €
R = 22> 2.

(b) Vz)r e R= 2 >3

(c) (Vx)zr € R = zjeliché
(d) (Wn)neN=n>0
(Vn)

(e) (Vn)neN=n<8
8. Rozhodnéte, co je vyrok a co je vyrokova formule.

(a) (WneN) 1424, 4n="0200

ReSeni: Jedna se o vyrok, fikdme, Ze plati pro vSechna pfirozena n.

(b) @(n):1+2+... +n="0r

Reseni: Jedna se o vyrokovou formuli pro proménnou n.
(c) (vneN)  ¢(n)
(d) @(1): 1=
(e) g0(2):1+2:§
(f) a
(g) 1
(h) 2



