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Kooperativní hry dvou hrá£·
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Kooperativní hry

P°edpokládejme nyní, ºe hrá£i mohou spolupracovat (ale nemusí).

P°ed hrou mohou uzavírat závazné dohody.

Je z°ejmé, ºe hrá£i budou inklinovat k spolupráci a uzav°ení dohody,
pokud to bude pro oba p°ínosné, tj. pokud tím oba získají v¥t²í
výhru, neº kdyby nespolupracovali.

Spolupráce má význam pouze u her s nenulovým sou£tem.
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou

Za£n¥me zkoumáním her, kde hrá£i mají moºnost uzav°ít závazné
dohody p°ed za£átkem hry, p°i£emº výsledný zisk, který vytvo°í, nem·ºe
být následn¥ p°erozd¥len.

De�nice

Uvaºujme dvoumaticovou hru dvou hrá£· s výplatními maticemi A,B
typu m × n. Spole£ná strategie je matice pravd¥podobností P = (pij)
typu m × n, tj.

pij ≥ 0 pro 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1.

Spole£ná strategie p°i°azuje pravd¥podobnost kaºdé dvojici ryzích
strategií. Potom o£ekávané hodnoty výplatní funkce jsou

v1(P) =
m∑
i=1

n∑
j=1

pijaij , v2(P) =
m∑
i=1

n∑
j=1

pijbij
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou - p°íklad

M¥jme hru dvou hrá£· ur£enou dvoumaticí(
2; 0 −1;−1 0; 3

−2;−1 3;−1 0; 2

)
.

Jedna moºná spole£ná strategie by byla ur£ená maticí 1

8
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3

1

4

5

24

1
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 .

O£ekávané výhry prvního, resp. druhého hrá£e by byly

v1(P) =
1
8
· 2+ 0 · (−1) +

1
3
· 0+ 1

4
· (−2) +

5
24

· 3+ 1
12

· 0 =
3
8

v2(P) =
1
8
· 0+ 0 · 1+ 1

3
· 3+ 1

4
· (−1) +

5
24

· (−1) +
1
12

· 2 =
17
24
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou

V kooperativní h°e hrá£i uzavírají dohodu ohledn¥ spole£né strategie,
kterou mají zvolit.

De�nice

Kooperativní výplatní oblast je mnoºina

K = {(v1(P), v2(P)) : P je spole£ná strategie}.

K je konvexní, uzav°ená a omezená mnoºina obsahující odpovídající
nekooperativní oblast.
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou - p°íklad

Vra´me se ke kon�iktu typu manºelský spor.(
2; 1 −1;−1

−1;−1 1; 2

)
�e²ili jsme jako nekooperativní hru. Máme dva rovnováºné body v ryzích
strategiích a jeden rovnováºný bod ve smí²ených strategiích.

x
′
0 =

(
0
1

)
, y

′
0 =

(
0
1

)

x”0 =

(
0, 6
0, 4

)
, y”0 =

(
0, 4
0, 6

)

x0 =

(
1
0

)
, y0 =

(
1
0

)
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou - p°íklad

P°itom o£ekávané hodnoty výhry jsme ur£ili takto.

v1(x1, y1) = x1(5y1 − 2)− 2y1 + 1

v2(x1, y1) = y1(5x1 − 3)− 3x1 + 2

Rovnováºný bod O£ekávaná hodnota výhry
((1;0),(1;0)) (2;1)

((0,6;0,4),(0,4;0,6)) (0,2;0,2)
((0;1),(0;1)) (1;2)
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou - p°íklad

Potom v²echny dvojice výplatních funkcí, tj. dosaºitelné body v rámci
nekooperativní hry lze zobrazit takto:
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou - p°íklad

Potom kooperativní výplatní oblast této hry vypadá takto:

Zobrazený bod (1,5;1,5) je pro spole£nou strategii(
1

2
0

0 1

2

)
.
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou

Abychom mohli vyslovit d·leºitou v¥tu, p°ipomeneme si základní pojmy
týkající se konvexních mnoºin.

De�nice

Mnoºina M ⊂ Rn se nazývá konvexní, jestliºe pro kaºdé x , y ∈ M a
kaºdé reálné £íslo t, 0 ≤ t ≤ 1, platí

tx + (1− t)y ∈ M
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou

De�nice

Nech´ N = {x1, x2, . . . , xk} je kone£ná podmnoºina Rn. Konvexní
kombinací mnoºiny N se rozumí vektor

w =
k∑

i=1

tixi , kde t1 + . . .+ tk = 1,∀i : ti ≥ 0.

De�nice

Nech´ A je libovolná podmnoºina Rn. Konvexním uzáv¥rem mnoºiny A
se rozumí mnoºina v²ech konvexních kombinací kone£ných podmnoºin
mnoºiny A.
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou

Platí následující v¥ta.

V¥ta

Uvaºujme hru dvou hrá£· ur£enou maticemi A a B typu m × n.
Kooperativní výplatní oblast je konvexní uzáv¥r mnoºiny bod· v R2,
jejichº sou°adnice jsou prvky dvoumatice tvo°ené maticemi A a B.

D·kaz je z°ejmý. Je-li P spole£ná strategie, pak odpovídající dvojice
hodnot výplatních funkcí jsou

(v1(P), v2(P)) = (
m∑
i=1

n∑
j=1

pijaij ,
m∑
i=1

n∑
j=1

pijbij).

V²echny tyto body vytvo°í konvexní uzáv¥r mnoºiny
{(aij , bij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}. A naopak jakýkoli bod konvexního
uzáv¥ru této mnoºiny je výplatní dvojicí.
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Kooperativní hra s nep°enosnou výhrou

Kon�ikt manºelský spor:
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou

Nyní p°edpokládejme p°enosnou výhru, tj. ºe hrá£i si spole£nou výhru
mohou p°erozd¥lit dle dohody.

V p°ípad¥, kdy výplatou je nap°íklad uºitek (jak je to ve h°e
manºelský spor), není moºné tento uºitek p°enést z jednoho hrá£e
na druhého.

Pokud je výplatou nap°íklad zisk v pen¥zích, hrá£i mají moºnost
tento zisk libovoln¥ p°erozd¥lovat.

Toto otevírá moºnost situace, kdy jeden hrá£ by p°i kooperaci získal
dle výplatní matice men²í výhru neº p°i nekooperaci. Nicmén¥,
vzhledem k p°enosnosti výhry m·ºe druhý hrá£ p°isp¥t £ástí svého
zisku, aby ho p°im¥l ke spolupráci.
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

Uvaºujme následující dvoumaticovou hru, kdy výplatami si p°edstavíme
nap°íklad výhru v korunách. 1; 5 4; 2 2; 3

2; 2 1; 9 1; 4
3; 4 3; 1 4; 0


Nejprve nás zajímá zaru£ená výhra, tj. kolik hrá£ získá bez spolupráce.

rovnováºná zaru£ená výhra � Nash·v rovnováºný bod, je-li práv¥
jeden

maximinová zaru£ená výhra � zaru£ená výhra hrá£e, pokud se mu
ten druhý bude snaºit co nejvíce u²kodit
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

Rovnováºná zaru£ená výhra:

hrá£i se dohodli, ºe spolupracovat nebudou

zvolí tedy sedlový prvek � Nashovu rovnováhu

zaru£ená výhra 1. hrá£e, ozna£íme v({1})
zaru£ená výhra 2. hrá£e, ozna£íme v({2}) 1; [5] (4); 2 2; 3

2; 2 1; [9] 1; 4
(3); [4] 3; 1 (4); 0


tedy

v({1}) = 3 K£

v({2}) = 4 K£
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

Maximinová zaru£ená výhra:

hrá£i se dohodnou, ºe spolupracovat budou, ale co kdyº protihrá£
dohodu nedodrºí

kolik dokáºe hrá£ získat, i kdyº mu protihrá£ bude d¥lat naschvály

zaru£ená výhra 1. hrá£e v({1}) = maxi minj aij

zaru£ená výhra 2. hrá£e v({2}) = maxj mini aij

1; 5 4; 2 2; 3 −→ 1
2; 2 1; 9 1; 4 −→ 1
3; 4 3; 1 4; 0 −→ 3
↓ ↓ ↓
2 1 0

tedy

v({1}) = 3 K£

v({2}) = 2 K£
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

nyní budeme hledat celkovou výhru hrá£· p°i spolupráci

jejich spole£nou výhru ozna£íme v({1, 2})
kolik získají celkem p°i strategii x1 a y2, kolik p°i strategii x3 a y3? 1; 5 4; 2 2; 3

2; 2 1; 9 1; 4
3; 4 3; 1 4; 0
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

A =

 1 4 2
2 1 1
3 3 4

 ,B =

 5 2 3
2 9 4
4 1 0


A+ B =

 6 6 5
4 10 5
7 4 4


Pak v({1, 2}) = maxi maxj(aij + bij) = 10 K£.
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

Rovnováºná zaru£ená výhra
v({1}) = 3 K£
v({2}) = 4 K£
10 > 3+ 4, tedy spolupráce se vyplatí

Maximinová zaru£ená výhra
v({1}) = 3 K£
v({2}) = 2 K£
10 > 3+ 2, tedy spolupráce se vyplatí

Takºe první hrá£ zvolí druhou strategii a druhý hrá£ také zvolí druhou
strategii, £ímº dohromady získají 10 K£. Otázkou z·stává, jak si tuto
výhru rozd¥lit mezi sebou.
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

Celkový zisk musí být rozd¥len mezi hrá£e, ozna£me a1 zisk prvního
hrá£e a a2 zisk druhého hrá£e.

Platí tedy rovnice a1 + a2 = v(1, 2), kde v(1, 2) je celkový zisk.

První hrá£ musí dostat alespo¬ svou zaru£enou výhru, coº znamená
a1 ≥ v(1).

Stejn¥ tak druhý hrá£ musí dostat alespo¬ svou zaru£enou výhru,
coº znamená a2 ≥ v(2).
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Kooperativní hra s p°enosnou výhrou - p°íklad

Uvaºujme rovnováºnou zaru£enou výhru.
a1 + a2 = v({1, 2}) = 10 K£
a1 ≥ v({1}) = 3 K£
a2 ≥ v({2}) = 4 K£
jádro hry = v²echny dvojice (a1, a2), které spl¬ují uvedené vztahy

Kterou moºnost z jádra hry vybrat?
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Teorie vyjednávání

Teorie vyjednávání, jako odv¥tví teorie her, se zabývá procesem
dohody a spolupráce mezi hrá£i.

Základy této teorie byly poloºeny Johnem Nashem v jeho £láncích z
let 1950 a 1953.

P°i analýze vyjednávání p°edpokládáme existenci mnoºiny

p°ípustných dohod, které jsou moºné mezi hrá£i.

Zárove¬ existuje bod nedohody, který p°edstavuje situaci, kdy hrá£i
nedosáhnou dohody.

P°ed vyjednáváním je hrá£·m znám bod nedohody, který m·ºeme
ur£it na základ¥ maximinové nebo rovnováºné zaru£ené výhry.

Hrá£i p°i vyjednávání hledají °e²ení, které je pro n¥ výhodn¥j²í neº
nedohoda.
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Teorie vyjednávání

Vyjednávací problém je charakterizován

mnoºinou hrá£· {1, 2, . . . , n}, my budeme nadále uvaºovat pouze
dva hrá£e {1, 2}
mnoºinou p°ípustných dohod P

bodem nedohody

mnoºinou uºitkových funkcí, které kaºdé p°ípustné dohod¥ i bodu
nedohody p°i°adí uºitek pro i-tého hrá£e

Ukáºeme si následn¥ £ty°i typy °e²ení:

Nashovo vyjednávací °e²ení

rovnostá°ské vyjednávací °e²ení

utilitární vyjednávací °e²ení

vyjednávací °e²ení Kalai-Smorodinského
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

Uvaºujeme vyjednávací hru se dv¥ma hrá£i, ozna£íme

uºitkovou funkci prvního hrá£e u1(x)

uºitkovou funkci druhého hrá£e u2(y)

Nashovo vyjednávací °e²ení (x∗, y∗)

bod nedohody (x0, y0)
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

Na základ¥ von Neumannovy a Morgensternovy teorie uºite£nosti Nash
stanovil následující axiomy, které musí (x∗, y∗) spl¬ovat:

paretovská optimalita

symetrie

nezávislost na lineární transformaci

nezávislost na irelevantních alternativách
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

P°íklad

Význam axiom· si ukáºeme rovnou na p°íkladu

dva hrá£i si mají mezi sebe jakkoliv rozd¥lit £ástku 2 K£

pokud se nedohodnou, dostane kaºdý 0 K£ (bod nedohody)

pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe uºitek obou hrá£· odpovídá
�nan£nímu zisku

u1(x) = x

u2(y) = y

hledáme Nashovo vyjednávací °e²ení (x∗, y∗)
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

1. axiom - paretovská optimalita
Uvaºujme p°ípustné dohody (x1, y1) a (x2, y2), pokud u1(x

2) > u1(x
1) a

zárove¬ u2(y
2) > u2(y

1), pak (x1, y1) nem·ºe být vyjednávacím
°e²ením (x∗, y∗).

vyjad°uje maximalizaci uºitku obou hrá£·
°e²ení, které je dominované, nem·ºe být vyjednávacím °e²ením
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

2. axiom - symetrie
Je-li mnoºina p°ípustných dohod symetrická
(tj. (u1(x), u2(y)) ∈ P ⇔ (u2(y), u1(x)) ∈ P) a u1(x

0) = u2(y
0), pak

u1(x
∗) = u2(y

∗)

pokud je problém symetrický, pak v Nashov¥ rovnováºném °e²ení
musí mít oba hrá£i stejný uºitek
oba hrá£i mají stejné vyjednávací schopnosti

M. Tichá Teorie her 31/64



Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

3. axiom - nezávislost na lineární transformaci
Pokud transformujeme p·vodní uºitkové funkce pomocí lineární
transformace:

u
′

1
(x) = au1(x) + b

u
′

2
(y) = cu2(y) + d ,

kde a, c > 0, pak vyjednávacím °e²ením nového problému je op¥t (x∗, y∗)
s uºitky u

′

1
(x∗) = au1(x

∗) + b a u
′

2
(y∗) = cu2(y

∗) + d .

je to obdobné jako u ekvivalentní hry, vynásobením kladnou
konstantou a p°i£tením libovolné konstanty se rovnováºné strategie
nezm¥ní
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

4. axiom - nezávislost na irelevantních alternativách
Je-li P

′ ⊆ P mnoºina p°ípustných dohod a (x∗, y∗) ∈ P
′
, pak se Nashovo

vyjednávací °e²ení (x∗, y∗) nezm¥ní.

pokud je nová mnoºina p°ípustných dohod podmnoºinou té p·vodní
a zárove¬ obsahuje Nashovo vyjednávací °e²ení, pak se °e²ení
nezm¥ní

P\P ′
tvo°í irelevantní alternativy, jejichº p°ítomnost nebo

nep°ítomnost ve vyjednávací mnoºin¥ nesmí mít vliv na výsledek
vyjednávání.
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

v kaºdém vyjednávacím problému existuje práv¥ jedno

vyjednávací °e²ení, které spl¬uje vý²e uvedené axiomy

toto jediné vyjednávací °e²ení ve h°e dvou hrá£·, které spl¬uje
v²echny axiomy, maximalizuje hodnotu Nashova sou£inu

(u1(x
∗)− u1(x

0))(u2(y
∗)− u2(y

0)).
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

Kdyº se vrátíme k na²emu p°íkladu, spo£ítáme Nash·v sou£in:

(u1(x
∗)−u1(x

0))(u2(y
∗)−u2(y

0)) = (u1(x
∗)−0)(u2(y∗)−0) = u1(x

∗)u2(y
∗).

Mnoºina p°ípustných dohod je omezena nerovnicí u1(x) + u2(y) ≤ 2 a
Nash·v sou£in tak nabývá maxima v bod¥ (u1(1), u2(1)) = (1, 1).
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

P°ipome¬me si hru z p°edchozí kapitoly.
a1 + a2 = v({1, 2}) = 10 K£
a1 ≥ v({1}) = 3 K£
a2 ≥ v({2}) = 4 K£
jádro hry = v²echny dvojice (a1, a2), které spl¬ují uvedené vztahy
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

Nash·v sou£in (x∗ − 3)(y∗ − 4) nabývá maxima v bod¥ ( 9
2
, 11
2
)
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

Ilustrativní p°íklad vyjednávacího problému z Nashova £lánku (1950):
Bill a Jack jsou dva kamarádi, kte°í mají r·zné v¥ci, které mohou mezi
sebou vym¥¬ovat. Jakého nejvýhodn¥j²ího °e²ení mohou chlapci vým¥nou
dosáhnout?

Billovy v¥ci Uºitek pro Billa Uºitek pro Jacka

kníºka 2 4
ká£a 2 2
mí£ 2 1
pálka 2 2
krabi£ka 4 1
Jackovy v¥ci

psací pero 10 1
hra£ka 4 1
n·º 6 2
£apka 2 2
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Teorie vyjednávání - Nashovo vyjednávací °e²ení

Nash·v sou£in nabývá svého maxima pro sm¥nu, ve které Bill dá Jackovi
kníºku a ká£u, mí£ a pálku vým¥nou za psací pero, hra£ku a n·º. Uºitky
Billa a Jacka budou 24 a 11 a Nash·v sou£in bude mít hodnotu
(24-12)(11-6)=60. M·ºete si ov¥°it, ºe není moºné najít jinou sm¥nu,
která by dosahovala vy²²í hodnoty Nashova sou£inu.
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Teorie vyjednávání - rovnostá°ské vyjednávací °e²ení

obvykle lidé o£ekávají ur£itou "spravedlnost"v rozd¥lování

rovnostá°ské °e²ení p°edpokládá pro v²echny hrá£e shodné uºitky z
jejich kooperace, tedy

(u1(x
∗)− u1(x

0)) = (u2(y
∗)− u2(y

0))

toto °e²ení je v rozporu s Nashovým axiomem £. 3 - nezávislost na
lineární transformaci
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Teorie vyjednávání - utilitární vyjednávací °e²ení

utilitární vyjednávací °e²ení vyºaduje maximalizaci celkového uºitku
pro spole£nost (ve°ejné blaho)

maximalizujeme sou£et (u1(x∗)− u1(x
0)) + (u2(y

∗)− u2(y
0))

stejn¥ jako rovnostá°ské °e²ení je v rozporu s Nashovým axiomem £.
3 - nezávislost na lineární transformaci
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Teorie vyjednávání - vyjednávací °e²ení Kalai-Smorodinského

jedná se o °e²ení vycházející z nejoptimisti£t¥j²ích o£ekávání

kritizují Nashovo °e²ení, vy°azení 4. axiomu - nezávislost na
irelevantních alternativách

místo n¥j axiom 5 - monotónnost

pokud dojde k roz²í°ení mnoºiny p°ípustných dohod, uºitek hrá£e se
zlep²í nebo z·stane stejný

pom¥r nár·stu uºitk· pro hrá£e je stejný s pom¥rem nár·stu uºitk·
v p°ípad¥, ºe by hrá£i dosáhli maximálního moºného uºitku
u1(x

∗)−u1(x
0)

u2(y∗)−u2(y0)
= max(u1(x)−u1(x

0)
max(u2(y))−u2(y0)
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Teorie vyjednávání - vyjednávací °e²ení Kalai-Smorodinsky

M. Tichá Teorie her 45/64



Teorie vyjednávání - bod nedohody

V²echna £ty°i zmín¥ná °e²ení vyjednávacího problému pracují s
bodem nedohody.

Zm¥na tohoto bodu nedohody má za následek zm¥nu vyjednávacího
°e²ení.

Zdá se tedy, ºe klí£ovým strategickým tahem hrá£e, je²t¥ p°ed
samotným za£átkem vyjednávání, je získání výhodn¥j²ího postavení
prost°ednictvím manipulace s bodem nedohody. Toho lze dosáhnout
nap°íklad hrozbou nebo manipulací fakt· apod.
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Nyní v²echno spojíme do konkrétního p°íkladu. Uvaºujme maticovou hru
3x2, výplaty jsou výhry v korunách. 1; 6 3; 2

3; 4 2; 6
4; 4 1; 6


Jako bod nedohody budeme uvaºovat maximinovou výhru

zaru£ená výhra 1. hrá£e v({1}) = maxi minj aij
zaru£ená výhra 2. hrá£e v({2}) = maxj mini aij

1; 6 3; 2 −→ 1
3; 4 2; 6 −→ 2
4; 4 1; 6 −→ 1
↓ ↓
4 2

tedy
v({1}) = 2 K£
v({2}) = 4 K£
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Dále zjistíme celkovou výhru hrá£· p°i spolupráci

A+ B =

 7 5
7 8

8 7


v({1, 2}) = maxi maxj(aij + bij) = 8 K£.

Rozd¥lení mezi hrá£e musí spl¬ovat následující:

a1 + a2 = 8

a1 ≥ 2

a2 ≥ 4
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Pro rozd¥lení výhry pomocí teorie vyjednávání musíme znát uºitkové
funkce jednotlivých hrá£·. Podle vztahu k riziku rozli²ujeme hrá£e (vztah
zisk-uºitek)

neutrální k riziku: u(x) = x

citlivý k riziku: u(x) =
√
x

vyhledávající riziko u(x) = x2

Zde budeme uvaºovat prvního hrá£e neutrálního k riziku a druhého hrá£e
vyhledávajícího riziko.

u1(x) = x

u2(y) = y2
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Nejprve sestrojíme mnoºinu p°ípustných dohod.

(x0, y0) = (2, 4)

(u1(x
0), u2(y

0)) = (2, 16)

p°itom
x∗ + y∗ = 8

Graf uºitkových funkcí u1(x) a u2(y) je dán vztahem

u1(x) = x

u2(y) = y2 = (8− x)2 = (8− u1(x))
2

Na ose x zobrazíme u1(x) a na ose y zobrazíme u2(y).
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Nashovo °e²ení

Vyjád°íme Nash·v sou£in:

(u1(x
∗)− u1(x

0))(u2(y
∗)− u2(y

0)) = (x∗ − 2)((y∗)2 − 16) =

= (8−y∗−2)((y∗)2−16) = (6−y∗)((y∗)2−16) = −(y∗)3+6(y∗)2+16y∗−96

Hledáme maximum, tedy poloºíme první derivaci rovnu nule.

−3(y∗)2 + 12y∗ + 16 = 0

Kvadratická rovnice má jedno kladné °e²ení y∗:

y∗ = 2+

√
4+

16
3

.
= 5, 055

x∗ = 8− 2−
√

4+
16
3

= 6−
√

4+
16
3

.
= 2, 945
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Nashovo vyjednávací °e²ení (x∗, y∗) = (5, 055; 2, 945) s uºitky pro
jednotlivé hrá£e

u1(x
∗) = 6−

√
4+

16
3

.
= 2, 945

u2(y
∗) = (2+

√
4+

16
3
)2

.
= 25, 554

a hodnotou Nashova sou£inu

(u1(x
∗)− u1(x

0))(u2(y
∗)− u2(y

0)) = (2, 945− 2)(25, 554− 16) = 9, 029.

Do grafu zakreslíme jako

(u1(x
∗)− 2)(u2(y∗)− 16) = 9, 029

u2(y
∗) = 16+

9, 029
u1(x∗)− 2
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

rovnostá°ské °e²ení

U rovnostá°ského °e²ení poºadujeme rovnost

u1(x
∗)− u1(x

0) = u2(y
∗)− u2(y

0)

x∗ − 2 = (y∗)2 − 16

8− y∗ − 2 = (y∗)2 − 16

Tedy
(y∗)2 + y∗ − 22 = 0

Kvadratická rovnice má jedno kladné °e²ení y∗:

y∗ =
−1+

√
89

2
.
= 4, 217

x∗ = 8− −1+
√
89

2
.
= 3, 783
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Rovnostá°ské vyjednávací °e²ení (x∗, y∗) = (3, 783; 4, 217) s uºitky pro
jednotlivé hrá£e

u1(x
∗) = 8− −1+

√
89

2
.
= 3, 783

u2(y
∗) = (

−1+
√
89

2
)2

.
= 17, 783

Do grafu zakreslíme jako
y = x + k ,

konstantu k ur£íme tak, ºe p°ímka musí procházet bodem nedohody
(2, 16), tedy

y = x + 14.
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

utilitární °e²ení

Maximalizujeme sou£et

(u1(x
∗)− u1(x

0)) + (u2(y
∗)− u2(y

0)) = (x∗ − 2) + ((y∗)2 − 16)

= 8− y∗ − 2+ (y∗)2 − 16

= (y∗)2 − y∗ − 10

Tato funkce nabývá svého maxima na intervalu y∗ ∈ [4, 6] v bod¥ y∗ = 6.

y∗ = 6

x∗ = 2

u1(x
∗) = 2

u2(y
∗) = 36

Do grafu zakreslíme jako y = −x + k , konstantu k ur£íme tak, ºe p°ímka
musí procházet bodem utilitárního °e²ení (2, 36), tedy

y = −x + 38.
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Kalai-Smorodinského °e²ení

u1(x
∗)− u1(x

0)

u2(y∗)− u2(y0)
=

max(u1(x))− u1(x
0)

max(u2(y))− u2(y0)

u1(x
∗)− 2

u2(y∗)− 16
=

4− 2
36− 16

u1(x
∗)− 2 =

1
10

(u2(y
∗)− 16)

u2(y
∗) = 10u1(x∗)− 4

(y∗)2 = 10(8− y∗)− 4

(y∗)2 + 10y∗ − 76 = 0
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Kvadratická rovnice má jedno kladné °e²ení y∗:

y∗ = −5+
√
101

.
= 5, 050

x∗ = 8+ 5−
√
101

.
= 2, 950

Kalai-Smorodinského vyjednávací °e²ení (x∗, y∗) = (2, 950; 5, 050) s
uºitky pro jednotlivé hrá£e

u1(x
∗) = 13−

√
101

.
= 2, 950

u2(y
∗) =

(
−5+

√
101

)2 .
= 25, 501

Do grafu zakreslíme jako u2(y
∗) = 10u1(x∗)− 4.
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení
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P°íklad kooperativní hry s p°enosnou výhrou s vyjednáváním

°e²ení

Shrnutí hry  1; 6 3; 2
3; 4 2; 6
4; 4 1; 6


Hrá£i zvolí strategie (x2, y2) nebo (x3, y1), v obou p°ípadech získají 8 K£.
Moºné rozd¥lení výhry je následující:

Nashovo °e²ení: (2,945; 5,055)

rovnostá°ské °e²ení: (3,783;4,217)

utilitární °e²ení: (2;6)

Kalai-Smorodinského °e²ení (2,950;5,050)
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D¥kuji za pozornost.
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