
Algebra I { úlohy k procvièení { 14.10.2020 { øe¹ení

1. Nech» G je grupa, ve které (ab)2 = a2b2 pro v¹echna a, b ∈ G. Doka¾te, ¾e grupa G je
komutativní.

Øe¹ení. Zvolme libovolnì a, b ∈ G. Chceme: ab = ba. Víme: (ab)2 = a2b2. Tak¾e
abab = aabb. Krátíme zleva prvkem a a dostaneme bab = abb. Krátíme zprava prvkem b
a dostaneme ba = ab.

2. Nech» G je koneèná neprázdná mno¾ina s asociativní operací ∗. Nech» pro v¹echna a, x, y ∈
G platí:

� jestli¾e a ∗ x = a ∗ y, pak x = y

� jestli¾e x ∗ a = y ∗ a, pak x = y

Doka¾te, ¾e mno¾ina G spolu s operací ∗ je grupa.

Øe¹ení. Pro u, v ∈ G pi¹me struènì uv místo u ∗ v.
Nejdøíve uká¾eme, ¾e operace ∗ má neutrální prvek.

Zvolme libovolnì a ∈ G (to mù¾eme, proto¾e G 6= ∅).
Nech» mno¾ina G má n prvkù (n je kladné celé èíslo). Nech» G = {g1, g2, . . . , gn}.
Prvky ag1, ag2, . . . , agn jsou vzájemnì rùzné. Zdùvodnìní: Zvolme i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
i 6= j. Chceme ukázat, ¾e agi 6= agj. Pøedpokládejme, ¾e agi = agj. Krátíme prvkem a
zleva (dle zadání lze v G krátit zleva i zprava libovolným prvkem) a dostaneme gi = gj,
co¾ je spor, proto¾e i 6= j. Nutnì tedy agi 6= agj.

Mno¾ina {ag1, ag2, . . . , agn} má n prvkù (proto¾e prvky ag1, ag2, . . . , agn jsou vzájemnì
rùzné), mno¾ina G má n prvkù a také {ag1, ag2, . . . , agn} ⊆ G. Z toho samozøejmì plyne,
¾e {ag1, ag2, . . . , agn} = G.

Je a ∈ G, tak¾e a ∈ {ag1, ag2, . . . , agn}, a = agi pro nìjaké i ∈ {1, 2, . . . , n}. Polo¾me
e = gi. Je tedy a = ae.

Uká¾eme, ¾e e je neutrální prvek operace ∗.
Nech» x ∈ G. Chceme: ex = x, xe = x.
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Je a = ae, tak¾e ax = aex, co¾ dává x = ex (zleva jsme krátili prvkem a).

Z a = ae máme aa = aea a po krácení zleva dostaneme a = ea.

Je a = ea, tak¾e xa = xea, co¾ dává x = xe (zprava jsme krátili prvkem a).

Zbývá nám ukázat, ¾e pro ka¾dé a ∈ G existuje b ∈ G splòující ab = e a ba = e.

Víme ji¾, ¾e pro libovolnì zvolené a ∈ G je {ag1, ag2, . . . , agn} = G. Je e ∈ G, tak¾e
agj = e pro nìjaké j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Polo¾me b = gj. Pak ab = e. Zbývá ukázat, ¾e ba = e. Poèítejme:

aba = ea = a = ae, aba = ae

Po krácení prvkem a zleva dostáváme ba = e.

3. Uveïte pøíklad neprázdné mno¾iny A s operací ∗ tak, aby souèasnì platilo:

� operace ∗ je asociativní

� pro v¹echna a, x, y ∈ A platí: jestli¾e a ∗ x = a ∗ y, pak x = y

� pro v¹echna a, x, y ∈ A platí: jestli¾e x ∗ a = y ∗ a, pak x = y

� A spolu s operací ∗ není grupa

Øe¹ení. Polo¾me A = Z+, u ∗ v = u · v (pro libovolná u, v ∈ Z+). Uká¾eme, ¾e jsou
splnìny v¹echny ètyøi body ze zadání.

� operace · je asociativní, proto¾e operace násobení celých èísel je asociativní

� Nech» a, x, y ∈ Z+, a · x = a · y. Chceme: x = y. Máme ax = ay, ax − ay = 0,
a(x − y) = 0. Je tedy a = 0 nebo x − y = 0. Proto¾e a ∈ Z+, je a 6= 0 a tedy
x− y = 0, x = y.

� Nech» a, x, y ∈ Z+, x · a = y · a. Chceme: x = y. Máme xa = ya, xa − ya = 0,
(x − y)a = 0. Je tedy x − y = 0 nebo a = 0. Proto¾e a ∈ Z+, je a 6= 0 a tedy
x− y = 0, x = y.

� Operace násobení kladných celých èísel má neutrální prvek, toti¾ èíslo 1. Pøedpoklá-
dejme, ¾e Z+ spolu s operací násobení je grupa. Je 2 ∈ Z+. Existuje tedy x ∈ Z+,
2 · x = 1. Z toho plyne, ¾e èíslo 1 je sudé, spor. Tak¾e Z+ spolu s operací násobení
není grupa.

4. (a) Najdìte v¹echny prvky øádu 3 v grupì C (s operací sèítání).

(b) Najdìte v¹echny prvky øádu 3 v grupì C× (s operací násobení).

Øe¹ení.
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(a) Nech» x ∈ C, x má øád 3. Pak

x+ x+ x = 0

3x = 0

x = 0

Ov¹em 0 nemá øád 3, má øád 1.

Závìr: V grupì C (s operací sèítání) neexistuje ¾ádný prvek øádu 3.

(b) Nech» x ∈ C×, x má øád 3. Pak

x · x · x = 1

x3 = 1

Nech» x = a+ bi, a, b ∈ R.

x3 = (a+ bi)3

= a3 + 3a2bi+ 3a(bi)2 + (bi)3

= a3 + 3a2bi− 3ab2 − b3i

= (a3 − 3ab2) + (3a2b− b3)i

Je tedy a3 − 3ab2 = 1 a 3a2b− b3 = 0.

3a2b− b3 = 0

b · (3a2 − b2) = 0

Jsou dvì mo¾nosti:

i. b = 0:

a3 − 3a · 02 = 1

a3 = 1

a = 1

Je x = 1 + 0 · i = 1; ov¹em 1 nemá øád 3, ale má øád 1.

ii. 3a2 − b2 = 0: Je b2 = 3a2 a tedy

a3 − 3ab2 = 1

a3 − 3a(3a2) = 1

a3 − 9a3 = 1

−8a3 = 1

a3 = −1

8

a = −1

2

3



b2 = 3 ·
(
−1

2

)2

= 3 · 1
4
=

3

4
, b1 =

√
3

2
, b2 =

−
√
3

2

x1 = −
1

2
+

√
3

2
i, x2 = −

1

2
−
√
3

2
i

x1 6= 1

x2
1 =

(
−1

2
+
√
3
2
i
)2

= 1
4
−
√
3
2
i− 3

4
= −2

4
−
√
3
2
i = −1

2
−
√
3
2
i 6= 1

x3
1 = x1 · x2

1 =
(
−1

2
+
√
3
2
i
)(
−1

2
−
√
3
2
i
)
= 1

Ukázali jsme, ¾e x1 má øád 3.
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Ukázali jsme, ¾e x2 má øád 3.

Závìr: V grupì C× (s operací násobení) existují pøesnì dva prvky øádu 3, a to
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5. Nech» G je koneèná grupa. Doka¾te, ¾e existuje kladné celé èíslo k splòující

ak = 1

pro v¹echna a ∈ G.

Øe¹ení. Nech» G má øád n. Je n ∈ Z+. Polo¾me k = n!. Zvolme libovolnì a ∈ G. Víme
z pøedná¹ky (Tvrzení 1.2.7.), ¾e ka¾dý prvek grupy G má koneèný øád men¹í nebo rovný
èíslu n. Má tedy prvek a øád d, pøièem¾ d je celé èíslo, 1 ≤ d ≤ n. Je

k = n! = 1 · 2 · · · (d− 1) · d · (d+ 1) · · ·n

Polo¾me l = 1 · 2 · · · (d− 1) · (d+ 1) · · ·n, tj. l = n!
d
. Je l ∈ Z, dl = k. Poèítejme:

ak = adl = (ad)l = 1l = 1, ak = 1
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