Algebra I — tlohy k procviceni — 14.10.2020 — reseni

1. Necht G je grupa, ve které (ab)? = a?b? pro viechna a,b € G. Dokaite, 7e grupa G je
komutativni.

RESEN. Zvolme libovolné a,b € G. Chceme: ab = ba. Vime: (ab)? = a?b?. Takze
abab = aabb. Kratime zleva prvkem a a dostaneme bab = abb. Kratime zprava prvkem b
a dostaneme ba = ab.

2. Necht G je kone¢na neprazdna mnozina s asociativni operaci *. Necht pro vSechna a, z,y €
G plati:
e jestlize axx =axy, pak x =y

e jestlize rxa =1y x*a, pak x =y

Dokazte, ze mnozina G spolu s operaci * je grupa.

RESEN{. Pro u,v € G pi$me struéné uv misto u * v.

Nejdrive ukazeme, ze operace * ma neutralni prvek.

Zvolme libovolné a € G (to mizeme, protoze G # ().

Necht mnozina G mé n prvki (n je kladné celé ¢islo). Necht G = {g1, 92, ..., 9n}

Prvky agi,ags, ..., ag, jsou vzajemné rizné. Zdivodnéni: Zvolme i,5 € {1,2,...,n},
i # j. Chceme ukdzat, ze ag; # ag;. Predpoklddejme, Ze ag; = ag;. Kratime prvkem a
zleva (dle zadani lze v G krétit zleva i zprava libovolnym prvkem) a dostaneme g; = gj,
coz je spor, protoze ¢ # j. Nutné tedy ag; # ag;.

Mnozina {agi,ags, . ..,ag,} méa n prvki (protoze prvky agi,ags, ..., ag, jsou vzajemné
rizné), mnozina G ma n prvki a také {ag, age,...,ag,} C G. Z toho samoziejmé plyne,
ze {agi,aqs,...,a9,} = G.

Je a € G, takze a € {agi,age,...,ag,}, a = ag; pro n&jaké i € {1,2,... n}. Polozme
e =g;. Je tedy a = ae.

Ukazeme, 7e e je neutralni prvek operace .

Necht = € G. Checeme: ex = x, re = .



Je a = ae, takze axr = aex, coz davad x = ex (zleva jsme kratili prvkem a).

7. a = ae mame aa = aea a po kraceni zleva dostaneme a = ea.

Je a = ea, takze ra = xea, coz dava x = ze (zprava jsme kratili prvkem a).

Zbyvéa ndm ukdazat, ze pro kazdé a € G existuje b € GG splaujici ab = e a ba = e.

Vime jiz, ze pro libovolné zvolené a € G je {agi,age,...,ag,} = G. Je e € G, takze
ag; = e pro néjaké j € {1,2,...,n}.

Polozme b = g;. Pak ab = e. Zbyva ukazat, Ze ba = e. Pocitejme:

aba = ea = a = ae, aba = ae

Po kraceni prvkem a zleva dostavame ba = e.

. Uvedte priklad nepréazdné mnoziny A s operaci * tak, aby soucasné platilo:

operace * je asociativni
pro v8echna a,z,y € A plati: jestlize axx =axy, pak z =y
pro vSechna a,z,y € A plati: jestlize rxa =yx*a, pak z =y

A spolu s operaci * neni grupa

RESEN{. Polome A = Z*, u* v = u-v (pro libovolna u,v € Z*). UkdZeme, 7e jsou
splnény vsechny ¢tyti body ze zadani.

operace - je asociativni, protoze operace nasobeni celych ¢isel je asociativni

Necht a,z,y € Z", a - = a - y. Chceme: z = y. Mame ax = ay, ax — ay = 0,
a(x —y) = 0. Je tedy a = 0 nebo x —y = 0. Protoze a € Z*, je a # 0 a tedy
r—y=0,r=uy.

Necht a,z,y € Z7, - a = y - a. Chceme: x = y. Mame xra = ya, xa — ya = 0,
(x —y)a = 0. Je tedy x —y = 0 nebo a = 0. Protoze a € Z*, je a # 0 a tedy
r—y=0,r=uy.

Operace nasobeni kladnych celych ¢isel ma neutralni prvek, totiz ¢islo 1. Predpokla-
dejme, Ze ZT spolu s operaci nasobeni je grupa. Je 2 € Z*. Existuje tedy =z € Z™*,
2-x = 1. Z toho plyne, Ze ¢islo 1 je sudé, spor. Takze Z* spolu s operaci ndsobeni
neni grupa.

Najdéte vSechny prvky fadu 3 v grupé C (s operaci séitani).

Najdéte vSechny prvky fadu 3 v grupé C* (s operaci nasobeni).



(a) Necht z € C, x méa rad 3. Pak

r+rt+r =
3r =

Ovsem 0 nemd ad 3, mé rad 1.
Zavér: V grupé C (s operaci s¢itani) neexistuje zadny prvek fadu 3.
(b) Necht z € C*, x ma tad 3. Pak

r-z-x = 1

Necht z = a + bi, a,b € R.
? = (a+bi)®

= a®+ 3a’bi + 3a(bi)® + (bi)®

= a®+ 3a%bi — 3ab® — b3

= (a® — 3ab®) + (3a®b — b*)i
Je tedy a® — 3ab®> =1 a 3a%b — b = 0.

3a’b — b =
b-(3a®>—b*) = 0

Jsou dvé moznosti:

1. b=0:
ad—3a-02 = 1
ad = 1
a = 1

Jex=1+4+0-7=1; ovSem 1 nema 1ad 3, ale ma rad 1.
ii. 3a%2 — 0% =0: Je b® = 3a? a tedy

a®—3a® = 1
a®—3a(3a®) = 1
ad—9a® = 1
-8 = 1

& o= 1
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Ukézali jsme, ze x5 ma tad 3.

Zavér: V grupé C* (s operaci nasobeni) existuji presné dva prvky radu 3, a to
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5. Necht G je kone¢né grupa. Dokazte, ze existuje kladné celé ¢islo k splhujici
a* =1
pro vSechna a € G.

RESEN{. Necht G ma ¥ad n. Je n € Z*. Polozme k = n!. Zvolme libovolné a € G. Vime

z prednasky (Tvrzeni 1.2.7.), Ze kazdy prvek grupy G ma kone¢ény ad mensi nebo rovny

¢islu n. M4 tedy prvek a tad d, pricemz d je celé cislo, 1 < d < n. Je
k=nl=1-2---(d=1)-d-(d+1)---n

Polofme [ =1-2---(d—1)-(d+1)---n, tj. | = 2. Je | € Z, dl = k. Po&itejme:

ak:adl:(ad)l:1l:1, akzl



