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Co je statistika

Statistika je presna véda o nepresnych cislech.

Cilem je zjistit chovani ndhodné veliciny v urcité populaci.
Celou populaci zméfit neumime. Udélame nahodny vybér, na
kterém zmérime sledovanou veli€inu, a na zakladé zjisténych
informaci délame zaveéry pro celou populaci.

Priklad. Zajima nas prumérna vyska dospélych lidi v celé
Ceské republice. Véechny dospélé lidi zmérit nemumime,
udélame nahodny vybér o cca 200 lidech a na zakladé
ziskanych vysledki se snaZime celkovou primeérnou vysku
odhadnout. Prumérna vyska pro téchto 200 lidi vysla 175 cm.
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Co je statistika

Zakladni pojmy

Zakladni pojmy

Nahodna veli¢ina — jakakoliv veli¢ina, kterou mizeme
méfit opakovaneé, napf. vyska

Populace — soubor, pro nejz chceme udélat néjaky zaver,
napr. vSichni dospéli obyvatelé Ceské republiky
Nahodny vybér — v porovnani s populaci maly soubor
pozorovani ziskany nahodné, jde o nezavislé, stejné
rozdélené nahodné veliciny, napf. vybér 200 lidi
Populacni charakteristika — charakteristika popisujici
populaci, napf. populacni prameér

Vyberova charakteristika — charakteristika spoc¢itana na
vybéru, pomoci niz odhadujeme populacni ekvivalent,
napf. vybérovy primer.
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Cigténi dat

Problémy v datech — aneb co délat kdyz

@ Chybéjici pozorovani
snazime se, aby jich bylo co nejméné,
kdyz jich je malo, tak pracujeme bez nich — vétSina statistickych
metod implementovanych v rliznych softwarech si s tim poradi,
je mozné je doplnit na zakladé néjakého modelu (imputation)

@ Odiehlé hodnoty
kontrola, zda nedos$lo k chybé méreni,
pokud ne, tak z popisnych statistik se vétSinou nevynechavaji,
ale je dobré zminit, ze se jedna o odlehlé hodnoty,
pro popis proménné je pak Iépe zvolit ukazatele necitlivé na
odlehlé pozorovani,

vvvvvv
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Typy proménnych

Nahodna veliina se ¢asto nazyva proménna.

Abychom spravné urcili, které charakteristiky mame pro
proménnou pocitat, je treba nejprve urcit jeji typ.
o Ciselné proménné — pr. vySka, vaha, vék, atd.
@ Kategorické proménné — pr. barva, kraj, povolani, nebo
taky znamka ve Skole, Cislo, které padne na kostce, atd.
@ Kategorické proménné se dale déli na

o Nominalni — neusporadané, pr. barva, kraj
e Ordinalni — uspofadané, pf. znamka, ¢islo na kostce
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Popisné statistiky

Jak popisujeme jednotlivé typy proménnych
o Ciselné proménné
@ popisné statistiky polohy — primeér, median, vybrané
percentily (kvartily, extrémy)
@ popisné statistiky variability — rozptyl, smérodatna odchylka,
mezikvartilové rozpéti, koeficient variace
e popisné statistiky tvaru rozdéleni — Sikmost, SpiCatost
o grafické charakteristiky — krabicovy graf, histogram
@ Nominalni proménné
o Ciselné charakteristiky — absolutni a relativni ¢etnosti
e grafické charakteristiky — sloupcovy a kolacovy graf
@ Ordinalni proménné
@ Ize pouzit jak primér, median atd.
e a pro malé pocty kategorii i absolutni a relativni ¢etnosti
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Ciselna proménna

Popisné statistiky polohy

Priklad. Méjme nahodny vybér 18-ti dospélych lidi a
predpokladejme, Ze jsme u nich nameérili vysky 176,184,167,
193,174,182,181,179,187,165,168,172,184,178, 160, 168,
171,159. Spoctéme prumeér, median, kvartily a extrémy.

Jak vypoditat primeér z n hodnot znaenych Xi, Xz, X3, ..., Xs
5 L X
n
Jak vypocitat median

@ z usporadané fady — hodnota prostfedni podle velikosti, nebo priimeér
prostfednich dvou hodnot

Jak vypocitat kvartily

@ z usporadané fady — hodnoty v jedné a ve trech Ctvrtinach
Jak vypocitat extrémy

@ minimum a maximum
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Ciselna proménna

Popisné statistiky polohy

Popisné statistiky polohy — vypocet kvartill podle R

Vypocet pro obecny p-ty percentil — vazeny primer dvou
sousednich usporadanych hodnot.
Oznacéme

@ p —dil dat, které chcete p-tym percentilem oddélit
CislomeziO a1

@ X — hodnoty z uspofadané rady, k-ty nejmensi prvek
@ g — koeficient, kterym se nasobi usporadané hodnoty do
vazeného prameéru
p — ty percentil = (1 — q) Xk + aX(k+1)
k=[1+(n—-1)p]
g=1+(n-1)p—k
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Ciselna proménna

Grafické popisné statistiky

Pro popis Ciselné proménné se pouzivaji 2 typy grafd

@ Krabicovy graf
jsou v ném zobrazeny vybrané percentily (median a kvartily),
tykadla dosahuiji k nejvzdalenéjsimu neodlehlému pozorovani
(odlehla pozorovani se vyznacuiji zvlast)
odlehlé pozorovani je takové, které je od bliz§iho kvartilu dale
nez jeden a pul ndsobek mezikvartilového rozpéti 1.5(Q; — Q1)
@ Histogram
pocet sloupct je uréen vybranym pravidlem
nejCastéji se pouziva Sturgesovo pravidlo

k =1+ 3.32logo(n)

kde n je pocet pozorovani
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Ciselna proménna

Grafické popisné statistiky

Ukazka grafa pro ¢iselnou proménnou

Krabicovy graf Histogram
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Ciselna proménna

Popisné statistiky variability

@ Rozptyl a smérodatna odchylka

Var(X) = M, sd(X) = v'VarX

n—1

zakladni charakteristika variability

smérodatna odchylka je ve stejnych jednotkach jako
proménna

popisuje, jak moc se pozorovani lisi od praméru
citlivé na odlehlé hodnoty

vintervalu X + sd(X) se nachazi cca 2/3 pozorovani
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Ciselna proménna

Popisné statistiky variability

@ Mezikvartilové rozpéti
IQR(X) = Qs — 4

kde Qs je treti kvartil a Qq je prvni kvartil

e Sife intervalu, kde je prostfedni polovina dat
e vyska krabice v krabicovém grafu
e robustni (necitlivé) vici odlehlym hodnotam
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Ciselna proménna

Popisné statistiky variability

@ Variacni koeficient

porovnava velikost variability (smérodatné odchylky vici
praméru)

kolikrat je smérodatna odchylka vétsi nez primér
bezrozmérna veliCina

Casto se udava v procentech

hodi se pro porovnani variability rGznych veli¢in mezi sebou
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Ciselna proménna

Popisné statistiky tvaru rozdéleni

Zakladem pro vypocet jsou tak zvané Z-skoéry

_Xi—-X
~ sd(X)

4

@ standardizované proménné
@ jejich prumér je 0 a rozptyl 1
@ 99% z nich se nachazi v intervalu < —3,3 >

@ pouzivaji se kdekoliv, kde chci srovnat proménné na
stejnou Skalu
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Ciselna proménna

Popisné statistiky tvaru rozdéleni

@ Sikmost — primér ze tretich mocnin z-skor

" Ix—x\® s 73
oo -5 (%) - 3

e hodnoti symetrii dat
@ nula ...symetricka data
@ zaporna hodnota ... protazeni doleva
@ kladna hodnota ... protazeni doprava
e rozdéleni pfiblizné symetrické ma Sikmost v rozmezi
< —0.25;0.25 >
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Ciselna proménna

Popisné statistiky tvaru rozdéleni

@ Spicatost — priimér ze &tvrtych mocnin z-skérdi minus 3

" x—x\* n 74
Kurt(X) = :121: <)s(ld(X))(> _3= Zl—n1zl _3

e porovnava $picatost vici normalnimu rozdéleni
@ nula...normalni rozdéleni
@ zaporna hodnota ... plozsi nez normalni rozdéleni
@ kladna hodnota ... $picatéjsi nez normalni rozdéleni
e priblizné normalni rozdéleni ma $picatost v intervalu
< —0.5;0.5 >
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Ciselna proménna

Popisné statistiky tvaru rozdéleni

Ukazka zaporné, nulové a kladné Sikmosti

Sikmost =0.04

Spicatost =054 Speatost =005
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Ciselna proménna

Popisné statistiky vysky

> numSummary (Kojeni [, "vyskaM", drop=FALSE], statistics=c("mean", "sd", "se(mean)",
"var", "IQR", "quantiles", "CV", "skewness", "kurtosis"), quantiles=c
(0,.25,.5,.75,1), type="3")

mean sd se (mean) var IQR CV skewness kurtosis 0% 25% 50% 75% 100% n
166.97 6.11 0.6141 37.34 7 0.0366 0.0215 0.2156 153 164 167 171 187 99

Popisné statistiky polohy Popisné statistiky variability
@ pramér: mean = 166.97 cm @ rozptyl: var = 37.34cm?
@ minimum: 0% = 153 cm @ smérodatna odchylka: sd = 6.11 cm
@ maximum: 100% = 187 cm @ stiedni chyba priméru: se(mean) = 0.6141 cm
@ median: 50% = 167 cm T
i ) @ mezikvartilové rozpéti: IQR = 7cm
@ dolni kvartil: 25% = 164 cm

@ homi kvartil: 75% — 171 om @ variagni koeficient: CV = 0.0366

podet pozorovani: n = 99 Popisné statistiky tvaru rozdéleni

@ ikmost: skewness = 0.0215
@ Sspicatost: kurtosis = 0.2156
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Nominalni proménna

Ciselné popisné statistiky

Priklad. Mejme nahodny vybér 10-ti dospélych lidi a pfedpokladejme, Ze
jsme u nich zjistovali barvu oci. Ve vybéru jsme rozlisovali 3 barvy: modra
(M), hnéda (H) a zelena (Z). Zjistili jsme nasledujici barvy M, M, Z, H, H, H,
M, Z, M, H. Popisme zjisténé vysledky.

Tabulka absolutnich a relativnich ¢etnosti.

Barva | Absolutni Relativni (%)

Modra 4 40%
Hnéda 4 40%
Zelena 2 20%
Celkem 10 100%

Oznagme n; Cetnosti v jednotlivych kategoriich a n celkovy pocet pozorovani,
pak relativni Cetnost p; spocteme jako

nj
pi = n
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Nominalni proménna

Grafické popisné statistiky

Sloupcovy a kolacovy graf — je mozné je popisovat v
absolutnich poctech, nebo v procentech

Barva oci
Barva oci

B Hneda (40%6)

Modra (40%) Zelena (20%)
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Nominalni proménna

Popisné statistiky barvy oci

> local ({
.Table <- with(Data, table (BarvaOci)
cat ("\ncounts:\n")
print (.Table)
cat ("\npercentages:\n")
print (round(100%.Table/sum(.Table), 2))
}

counts:

BarvaOci

Hneda Modra Zelena
4 4 2

percentages:
BarvaOci

Hneda Modra Zelena
40 40 20

Popisné statistiky kategorické proménné
@ absolutni ¢etnosti: counts
@ relativni Cetnosti: percentages
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Pravdépodobnostni rozdéleni popisuje pravdépodobnosti
moznych vysledkd nahodného pokusu.

@ Nahodny pokus — pokus konany za presné danych podminek,
0 némz neni dopfedu znamo jak dopadne
PF. hod kostkou, méfeni vysky lidi, vysledek studenta u zkousky

@ Nahodny jev — mozny vysledek nahodného pokusu
P¥. na kostce padne sudé ¢&islo, vyska ¢lovéka bude vétsi nez
170 cm, student zkousku udéla

@ Elementarni jev — nejmensi mozné nahodné jevy, které
nemohou nastat sou¢asné, ale musi nastat vzdy alespon jeden
z nich
Pf. na kostce padne 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6, vyska Clovéka bude 160
cm, student zkousku udéla nebo neudéla

@ Soucet v8ech elementarnich jevl je prostor vdech moznych
vysledkd nahodného pokusu
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Priklad

Priklad. Hazime dvéma sestisténnymi kostkami, ervenou a
modrou. Elementarni jevy jsou vsechny mozZné dvojice hodnot
(1,1), (1,2), (1,3), ..., (6,5), (6,6). Celkem jich je 36. Nas
zajimaji pravdépodobnosti nasledujicich nahodnych jevd.

@ Na cCervené kostce padne liché cislo

@ Na modré kostce padne Cislo délitelné tremi

@ Soucet na obou kostkach bude vétsi nebo rovno 10

Jak se vypocte pravdépodobnost nahodného jevu A?

pocet priznivych moznosti

P(A)

pocet v§ech moZnosti
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Nahodné jevy

@ Jev jisty Q — soubor v§ech elementarnich jevd, tj. cely prostor moznych
vysledkd, P(Q2) =1
PF. na kostce padne cislo od jedné do sesti
@ Jev nemozny () — jev, ktery neobsahuje ani jeden elementarni jev,
P®) =0
P¥F. na kostce padne minus jedna
@ Jev opaény k jevu A, tj. A — soubor elementarnich jev(, které nastanou

pravé kdyZ nenastane jev A, P(A) = 1 — P(A)
PF. na kostce padne sudé Cislo, a na kostce padne liché ¢islo
@ Neslucitelné jevy — jevy A a B jsou nesluCitelné, kdyz maji prazdny
pranik
PF. na kostce padne sudé &islo, a na kostce padne 1
@ Podjev —jev A je podjevem jevu B, kdyZ je jeho Casti
PF. na kostce padne liché ¢islo a na kostce padne 3
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Vztah dvou jevu

@ Podminéna pravdépodobnost — hledame pravdépodobnost jevu A za
podminky Ze vime, Ze nastal jev B
P(AN B)

P(A|B) = W

Pfedpokladame P(B) > 0.
PF. jaka je pst, Ze soucet bodli na dvou kostkach je vétsi nebo rovno 10,
kdyZz vime, Ze na modré kostce padlo sudé cislo.

@ Nezavislost jevl — jevy A a B jsou nezavislé, kdyz
P(A) = P(A|B)
nebo jinak zapsano
P(A)P(B) = P(ANn B)

P¥F. jsou jevy "na Cervené kostce padne liché ¢islo" a "na modré kostce
padne Cislo délitelné tfremi" nezavislé
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Bayesuv vzorec

@ Vzorec pro celkovou pravdépodobnost — chceme spoditat pst jevu A,
kdyz zname pouze podminéné psti P(A|H;), kde H; jsou neslucitelné
jevy, jejichz sjednoceni je jev jisty, tj. HHUH U...UHx=Qa
H; N H; = 0 pro v8echna i, j

k

P(A) = P(AIH)P(H)

i=1

@ Bayestiv vzorec — jak vypocitat podminénou pravdépodobnost P(A|B)
ze znalosti P(B|A)

P(B|A)P(A)
P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)
neboli vzorec v obecné podobé

P(A|B) =

P(AH)P(H))
Sy P(AIH)P(H)

pravdépodobnosti P(H;) se nazyvaji apriorni a pravdépodobnosti
P(H;|A) aposteriorni

P(Hi|A) =
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Senzitivita a specificita testu

Charakteristiky medicinskych testl oznacuji podminéné
pravdépodobnosti
@ Senzitivita testu — pravdépodobnost, Ze test vyjde
pozitivné, pokud je osoba nemocnéa
P(test je pozitivni|osoba je nemocna)
@ Specificita testu — pravdépodobnost, Ze test vyjde
negativné, pokud je osoba zdrava
P(test je negativni|osoba je zdrava)
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Senzitivita a specificita testu

Priklad. Vyzkumu se ztiéastnilo 2000 pacientu, z nichZ 50 bylo HIV pozitivnich.
Vsichni podstoupili test na HIV. Test vysel pozitivni pro 45 pozitivnich pacientu a pro
200 negativnich. Spoctéte senzitivitu a specificitu testu a také pravdépodobnost, Ze
clovék bude skutecne HIV pozitivni, pokud mu vyjde pozitivni test.

Skute¢nost
Pozitivni Negativni | Celkem
Test  Pozitivni 45 200 245
Negativni 5 1750 1755
Celkem 50 1950 2000

@ Senzitivita testu — P(test je pozitivni|osoba je nemocnd) = 45/50 = 0.9
@ Specificita testu — P(test je negativni|osoba je zdravd) = 1750/1950 = 0.897
@ Jsem nemocny, kdyz mam pozitivni test? —

P(osoba je nemocnd|test je pozitivni) = 45/245 = 0.184

Pomoci Bayesovy véty

P(ON N TP) P(TP|ON)P(ON)
P(ON|TP) = = _
P(TP) P(TP|ON)P(ON) + P(TP|OZ)P(0OZ)
B Senzitivita * podil nemocnych 0.9 x 0.025

= = =0.184
Senzitivita * podil nemocnych + (1 — Specificita) * podil zdravych 0.9 % 0.025 4+ 0.102 * 0.975
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Pravdépodobnostni rozdéleni délime podle typu proménné na

@ Spojita — pro Ciselné proménné nabyvajici vSech realnych
hodnot v urcitém intervalu,
pf. normalni, exponencialni, chi-kvadrat, . ..

@ Diskrétni — pro Ciselné proménné které nabyvaji jasné
oddélitelnych hodnot
mohou nabyvat i nekonecné hodnot, naj¢astéji pocty
pf. binomické, poissonovo, alternativni, . ..
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Funkce urc€ujici rozdéleni

@ Distribucéni funkce — F(f) = P(X < ),te R
— neklesajici, zprava spoijita, obor hodnot je mezi 0 a 1
— definovana pro vSechna rozdéleni

@ Pravdépodobnostni funkce — p(t) = P(X =t),te R
— definovana pouze pro diskrétni rozdéleni
— nespojita, nenulova jen v hodnotach, kterych mize ndhodna
veli¢ina nabyvat

@ Hustota — f(t) = 2F(1)
— definovana pouze pro spoijita rozdéleni
— obdoba pravdépodobnostni funkce, ale nedefinuje konkrétni
pravdépodobnosti
— pravdépodobnost jedné konkrétni hodnoty u spojitého
rozdéleni je 0
— derivace funkce distribu¢ni
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Stfedni hodnota a rozptyl

DalSi charakteristiky pro diskrétni i spojita rozdéleni
@ Stfedni hodnota

E(X) = ixipi, EX= /OO xf(x)dx
i=1 -

@ Rozptyl

n )

Var(X) = (X — E(X))?p;, Var(X) = / (x — E(X))2f(x)dx

i=1 -
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Binomické rozdéleni (diskrétni)

Méjme nahodny pokus, ktery mize skongit jednim ze dvou vysledku:
Uspéch — nelspéch. Opakujme tento pokus mnohokrat a pocitejme
pocet Uspéchu. Pocet Uspéchl ma binomické rozdéleni.

Znaceni Bi(n, p), kde
@ n—pocet pokusl,
@ p - pravdépodobnost Uspéchu

Hodnoty pravdépodobnostni funkce

n _
p(X =) = (i)t~ p*
Stiedni hodnota a rozptyl

E(X) = np, Var(X) = np(1 —p)
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Binomické rozdéleni (diskrétni)

Priklad. Hazime 10x minci a pocitame, kolikrat padla panna. Pocet pokusu
je n =10, pravdépodobnost uspéchu p = 1/2. Mame tedy rozdéleni
Bi(10,1/2).

Pravdépodobnostni a distribucni funkce.

Pravdepodobnostni funkce Bi(10,1/2) Distribucni funkce Bi(10,1/2)
8 o
3 &
8 g @]
3 g3
£ °
g
| s s
H
E o
i o
4.1 ‘ 1. o |
3
. T T T T .
o 2z 4 s 8 10 o 2 4 & 8 1
Pocet uspechu Pocet uspechu

Stredni hodnota a rozptyl



Statistika v Biologii
Pravdépodobnostni rozdéleni
Priklady rozdéleni

Normalni rozdéleni (spoijité)

Znamé rozdéleni s hezkymi vlastnostmi. Toto rozdéleni ma
vyska lidi urc€itého véku, 1Q, . ...
Znaéeni N(u, 0?), kde
@ . — stfedni hodnota
@ 02 — rozptyl
Hustota normalniho rozdéleni ma tvar

f(x) = a\}ﬂ exp {—(Xz_ag)z}

Je to tak zvana Gaussova krivka.
Ve statistice se nejcastéji pouziva standardni normalni
rozdéleni N(0,1).




Statistika v Biologii

Pravdépodobnostni rozdéleni
Priklady rozdéleni

Normalni rozdéleni (spoijité)

Vztah mezi hustotou a distribucni funkci u standardniho
normalniho rozdéleni N(0O, 1). Cervené je na obou grafech
zobrazena stejna hodnota.

Distribucni fce N(0,1), F(1)=0.841 Hustota N(0,1), F(1)=0.841

)
0.2 0.3 0.4

F(x)

0.1

0.0
I




Statistika v Biologii

Pravdépodobnostni rozdéleni
Priklady rozdéleni

Testovani normality

Existuji statistické postupy ur¢ené pro normalni rozdéleni a
takové, které normalitu nepozaduiji.
Je tedy potfeba umét normalitu otestovat

o Grafické testy — histogram a pravdépodobnostni graf

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ Q-Qplt

ws  omauanies

o Ciselné testy — napt. Shapiro-Wilkv,
Andersonutv-Darlingtlv, Kolmogoroviv-Smirnovay,
Lillieforstiv a dalsi



Statistika v Biologii
Pravdépodobnostni rozdéleni

Centralni Imitni véta

Centralni limitni véta

Rozdéleni souctu nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in konverguje k normalnimu pro pocet téchto nahodnych
velicin rostouci nade vsechny meze.

Tedy: ¢im vice hodnot s¢itate/primérujete, tim spiSe bude mit primér
normalni rozdéleni.

Ukazka, jak vypada rozdéleni praméru 30-ti hodnot z beta rozdéleni v
porovnani s rozdélenim samotnym.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



Statistika v Biologii
Bodovy a intervalovy odhad
Odhad stfedni hodnoty

Bodovy odhad stredni hodnoty

Priklad. Mejme situaci, kdy potiebujeme odhadnout
primeérnou vysku dospélych lidi v celé Ceské republice.
Nahodné jsme vybrali a zmérili 500 lidi. Vybérovy priameér vysel
173.12 cm a vybérova smérodatna odchylka 8.9 cm.
Odhadnéte populacni primér vysky dospélych lidi.
@ nejlepsi bodovy odhad je vybérovy pramér X = 173.12
cm
@ jaka je pravdépodobnost, Zze se popula¢ni pramér bude
rovnat presné tomuto Cislu?

@ chyba odhadu, tzv. stfedni chyba odhadu priméru

sd(X)

EM =
SEM =%




Statistika v Biologii
Bodovy a intervalovy odhad
Odhad stfedni hodnoty

Intervalovy odhad stfedni hodnoty

Chceme interval, ve kterém se s vysokou pravdépodobnosti
bude nachazet populaéni pramér/ skute¢na stfedni hodnota.
Z ¢eho se interval spolehlivosti pocita

@ Vybérovy prumeér — lezi ve stfedu intervalu spolehlivosti

@ Vybeérovy rozptyl — Cim vétsi variabilitu vybér ma, tim Sirsi
bude interval spolehlivosti

@ Pocet pozorovani — ¢im vice pozorovani, tim presnéjsi
odhad mam a tim uzsi bude interval spolehlivosti

@ Pozadovana spolehlivost — ¢im spolehlivéjsi vysledek chci,
tj. Cim vétsi pravdépodobnost, ze vybérovy pramér bude
lezet uvnitf intervalu spolehlivosti, tim SirSi interval dostanu



Statistika v Biologii
Bodovy a intervalovy odhad
Odhad stfedni hodnoty

Intervalovy odhad stfedni hodnoty

Vybérovy prdmér ma normalni rozdéleni
X —p
a/\v/n

@ 1 je teoretickd stfedni hodnota

N(0,1)

@ o je teoreticka smérodatna odchylka
@ nje pocet pozorovani
@ N(0, 1) je standartni normalni rozdéleni
Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu, kdyZ znam skuteCny
rozptyl dat
(X —z(1 - a/2)0/v/n, X + z(1 — a/2)0/V/n)

@ z(1 — a/2) je kvantil standardniho normalniho rozdéleni



Statistika v Biologii
Bodovy a intervalovy odhad

Odhad stfedni hodnoty

Intervalovy odhad stfedni hodnoty

Béznéjsi je pfipad, Ze rozptyl neznam a musim ho nahradit
vybérovou smérodatnou odchylkou. Pak plati

—p

X
sd(X)/v/n

@ t,_1 znadi t-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti

~ th 1

meze intervalu spolehlivosti jsou
(X = ti_1(1 — a/2)sd(X)/vn, X + th_1(1 — a/2)sd(X)/v/n)
@ f_1(1 — a/2) je kvantil t-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti

@ kvanlity t-rozdélené jsou vétsi nez kvantily normalniho rozdéleni

@ interval spolehlivosti je SirSi nez v predchozim pfipadé



Statistika v Biologii
Bodovy a intervalovy odhad
Odhad pravdépodobnosti

Intervalovy odhad pravdépodobnosti

Chceme odhadnout parametr binomického rozdéleni (p).

Priklad. Hazime 100 krat kostkou, z téchto 100 hodu mi Sestka
padla 20 krat. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne 6.

@ nejlepsim bodovym odhadem je relativni €etnost p = n,/n

@ ny je pocet Uspéchll
@ nje pocet pokusl
@ intervalovy odhad vychazi z pfedpokladu, ze
S Ny V(R )
p(1—p)/n
pro np(1 —p) > 9
@ meze intervalu spolehlivosti jsou

(ﬁ— 21— a/2)\/p(1 — p)/n.b+ 2(1 — a/2)\ /(1 —fa)/n)



Statistika v Biologii
Testovani hypotéz
Obecny Gvod

Zaklady testovani hypotéz

Testovani hypotéz se vyuziva, kdyz potfebujeme ovérit
platnost néjakého tvrzeni, napr.

@ Novy Iék je lepSi nez ten stavajici.

@ Primérnd vyska lidi je 175 cm.

@ Primérna vyska lidi se za poslednich 50 let zvysSila.
@ Vynosy z jednotlivych druhu jabloni se lisi.

@ Krevni tlak zavisi na hmotnosti.



Statistika v Biologii
Testovani hypotéz
Obecny Gvod

Testované hypotézy

Pri statistickém rozhodovani testujeme proti sobé 2 hypotézy
@ Nulovou hypotézu — znacime Hy
— je v ni vzdy pouze jedna varianta, napr.
e novy lék je stejny jako ten stavajici (rozdil je roven nule)
e vyska se rovnd 175 cm
@ vynosy vSech druhd jabloni jsou stejné (rozdil je roven nule)
@ Alternativni hypotézu — znaCime H;
— obsahuje vice moznosti (interval hodnot), napf.
e novy lék je lepSi nez ten stavajici (rozdil je vétsi nez nula)
o vyska se lidi od 175 cm
e vynosy druhd jabloni se li§i (rozdil se nerovna nule)



Statistika v Biologii
Testovani hypotéz
Obecny Gvod

Zavér testu

Na zakladé statistického testu udélame jedno ze dvou
rozhodnuti

@ Zamitneme nulovou hypotézu
— tim jsme prokazali platnost alternativy

@ Nezamitneme nulovou hypotézu
— tim jsme neprokazali nic
Jiny zavér udélat nemohu, z ¢ehoz plyne, ze

@ to co mé zajima (to, co chci prokazat), musi byt v
alternativé

@ platnost nulové hypotézy nelze prokazat
@ na interpretaci zavéru testu je kladen specialni ddraz



Statistika v Biologii
Testovani hypotéz
Obecny Gvod

Chyby pri testovani hypotéz

P¥i rozhodovani muzeme udélat chybu

@ chyba prvniho druhu — zamitneme Hy, ptrestoze plati
— znadi se a, a jmenuje se hladina vyznamnosti

@ chyba druhého druhu — nezamitneme Hy, prestoze neplati
—znaéi se 8 a hodnota 1 — 3 se nazyva sila testu
— za dané hladiny vyznamnosti chceme test co nejsilngjsi

| Skutetné plati Hy | Skutetné plati H; |

Zamitame H, Chyba I. druhu OK
<o sila testu
Nezamitame Hy OK Chyba Il. druhu
B




Statistika v Biologii
Testovani hypotéz
Obecny Gvod

Postup testovani

Podle toho, co testujeme a podle typu dat vybereme vhodny
statisticky test, kterym budeme o platnosti testovanych hypotéz
rozhodovat. Rozhodnuti mizeme udélat bud’ na zakladé

@ porovnani testové statistiky (7) a kritické hodnoty (c)
@ porovnani p-hodnoty a hladiny vyznamnosti («)
Plati, Ze

@ absolutni hodnota testové statistiky | T| > ¢ nebo
p-hodnota < o potom ZAMITAME H,

@ absolutni hodnota testové statistiky | T| < ¢ nebo
p-hodnota > o potom NEZAMITAME H,



Statistika v Biologii
Testovani hypotéz
p-hodnota

P-hodnota

@ s testovou statistikou se vétSinou pracuje pfi ruénim
vypoctu
o testovou statistiku je mozné rucné spocitat a kritické
hodnoty jsou tabelovany
@ statistické softwary vraci jako vysledek testu p-hodnotu
@ p-hodnota se také nazyva aktualni dosazena hladina testu

@ pocita se kombinaci hodnoty testové statistiky a pfislusné
kritické hodnoty
@ definice p-hodnoty

e pravdépodobnost, Ze za platnosti Hy
nastal vysledek, jaky nastal,
nebo jakykoliv jiny, ktery jesté vice odpovida alternativé



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Jednovybérovy test

Testované hypotézy

Nejjednodussim testem je jednovybérovy test o stredni
hodnoté.

Testujeme nulovou hypotézu
@ Hj : stfedni hodnota = g
Proti jedné ze tfi alternativ
@ H : stfedni hodnota # g
@ H, : stfedni hodnota < pg
@ H, : stfedni hodnota > pg

Neni-li fe€eno jinak, testujeme na hladiné vyznamnosti
a =0.05



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Jednovybérovy test

Testova statistika

Testova statistika jednovybérového t-testu je

YMO\/E

T= sd?X)

@ za platnosti nulové hypotézy ma t-rozdéleni o n — 1
stupnich volnosti

@ jeji hodnotu porovnavame s kvantily t-rozdéleni (kritické
hodnoty)

@ je-li rozdil mezi tim, co jsme naméfili (X) a nulovou
hypotézou 1 pfili§ velky, nulovou hypotézu ZAMITAME

Predpokladem jednovybérového t-testu je, ze primér testované
veliC¢iny ma normalni rozdéleni (diky CLV vétSinou splnéno).



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Jednovybérovy test

Jednovybérovy t-test

Priklad. Bylo zméfeno 222 jedendactiletych déti. Prumérna
vyska tohoto vybéru je 148.8 cm, a smérodatna odchylka vysky
vysla 7.1. Da se predpokladat, Ze prumerna vyska vsech
jedenatiletych déti v republice je mensi nez 150 cm?
Testované hypotézy

@ Hp : primérna vySka = 150 cm

@ H; : primérna vySka < 150 cm
Testujeme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Jednovybérovy test

Jednovybérovy t-test

Vyhodnoceni testu
@ testova statistika vySla

B Mﬁ: 148.8 — 150 _ 55618

-~ sd(X) 7.1/v/222
@ porovnam ji s kvantilem t-rozdéleni txo1(1 — 0.05) = 1.65

@ jelikoz | T| = 2.5618 > 1.65, tak nulovou hypotézu
zamitame

@ p-hodnota vysla p = 0.005 < 0.05 = zamitame H,

@ nakonec je potfeba ovéfit normalitu
Zaver: Prokazali jsme, ze primeérna vyska jedenactiletych déti
je mensi nez 150 cm.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
ECACEH

Parovy test

Parovy test se pouziva v pfipadé, Ze porovnavame stredni
hodnotu ve dvou zavislych vybérech.
Napt.

@ Jsou otcové v priméru o 10 cm vyssi nez matky?

@ Mayji pravaci silnéjsi pravou ruku nez levou?

@ Kilesl pacientim po podani Iéku krevni tlak?
At je otazka formulovana jakkoliv, tak test porovnava pramérné
hodnoty. Vyjde nam tedy odpovéd, jak je to "v praméru".

Zavislé vybéry poznam tak, Ze data tvofi prirozené pary.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
ECACEH

Parovy t-test

Pti aplikaci testu je dulezité udrzet parova data u sebe, (abyste
neporovnavali Vasi pravou ruku se sousedovou levou).

Postup testovani
@ V prvnim kroku jsou pro vSechny pary vypocteny rozdily:

Ri=Xi—Yi

@ stfedni hodnota téchto rozdilli je testovana
jednovybérovym testem



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
ECACEH

Parovy t-test

Priklad. Bylo méreno 222 déti v jedenactém a dvanactém roce
véku. Primérna vyska jedenactiletych vysla 148.8 cm, u
dvanactiletych pak 154.9 cm. Smérodatna odchylka u
Jedenactiletych vysla 7.1 cm, u dvanactiletych pak 7.9 cm.
Pramérna hodnota rozdilu vysek vysla 6.1 cm a smérodatna
odchylka 2.8 cm. Vyrostly déti mezi jedenactym a dvanactym
rokem v pruméru alespori o 5 cm?

Testované hypotézy
@ H, : vySka ve 12 letech — vySka v 11 letech = 5 cm
@ H; : vy8ka ve 12 letech — vySka v 11 letech > 5 cm



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
ECACEH

Parovy t-test

Vyhodnoceni testu

@ Do testové statistiky vkladame charakteristiky rozdilu (tedy
nikoliv rozdil primérd, ale primér rozdila).

Y — Ko 6.1-5
= = V222 = 5.
T sd(X) v 2.8 >9

@ porovnavame ji s kvantilem t-rozdéleni
fo1(1 —0.05) = 1.65

@ jelikoz | T| = 5.9 > 1.65 tak, nulovou hypotézu zamitame
@ p-hodnota vysla p = 7.26 x 10~° < 0.05 = zamitdme HO
@ nakonec je potfeba ovéfit normalitu rozdilu

Zaver: Prokazali jsme, ze mezi jedenactym a dvanactym rokem
déti vyrostly v priméru o vice nez o 5 cm.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Dvouvybérovy test

Porovnavame-li stfredni hodnotu dvou nezavislych vybéru,
pouziva se dvouvybérovy test.
Priklady
@ Je novy Iék lepSi nez ten stavajici?
@ Jsou muzi vySSi nez zeny?
@ LiSi se od sebe dva druhy hnojiva?
Testované hypotézy
@ Hp : primér 1. skupiny — primeér 2. skupiny = pq
@ Hj : primér 1. skupiny — primeér 2. skupiny # uq,
> po,< [o
Dvouvybérovy test testuje rozdil pramera.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Dvouvybérovy t-test

Budeme zde brat dva typy dvouvybérového testu:
@ Dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly
@ Welchlv dvouvybérovy test pro rizné rozptyly
Oba tyto testy predpokladaji normalni rozdéleni obou pramera.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Test shody rozptylu

K tomu, abychom mohli vybrat spravnou verzi testu, je potieba
otestovat shodu rozptyla v obou vybérech.
Testované hypotézy
@ Hy : rozptyly se ve vybérech nelisi
@ H; : rozptyly se ve vybérech liSi
Testova statistika je
_ Var(X)
~ Var(Y)
za platnosti Hy ma F-rozdéleni o ny — 1 a no — 1 stupnich
volnosti, kde ny, n» jsou rozsahy prvniho, respektive druhého
vybéru.




Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly

Testova statistika testu ma tvar
T— X-Y - %) nqno
N S n+ no

n

1 —_ -
S= w3 (Z(x,-X)hZ(Y,- Y)2>

i=1 i=1

kde

za platnosti nulové hypotézy ma tato statistika t-rozdéleni o
ny + no — 2 stupnich volnosti.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Welchuv t-test

Testova statistika testu ma tvar

T_ Y_)/_/'LO
 /Var(X) | Var(Y
arré)Jr arr’i)

a za platnosti nulové hypotézy ma t-rozdéleni o v stupnich
volnosti, kde

(Var(X)/ny + Var(Y)/n»)?
(Var(X)/ny)? + (Var(Y)/np)2 -~

n1—1 n2—1

kritické hodnoty je mozno odvodit, pfestoze v neni celé Cislo.



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Dvouvybérovy t-test

Priklad. Ve vybéru mam 222 jedendctiletych déti, z toho 159 hochu
a 63 divek. Pruméerna hmotnost hochu vysla 38.1 kg a u divek 39.1.
Smérodatna odchylka pro hochy vysla 6.7 kg a pro divky 7.1.

Je hmotnost jedenactiletych déti v primeéru stejna pro hochy jako pro
divky?

Grafické porovnani

Porovnani hmotnosti

hmot11




Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Test shody rozptylu

Testované hypotézy
@ Hy : rozptyly jsou stejné
@ H; : rozptyly se liSi
Vyhodnoceni testu
@ test shody rozptyll ma testovou statistiku

~ Var(X) 451
~ Var(Y) 506

=0.89

@ p-hodnota vysla p = 0.56 > 0.05 a nulovou hypotézu
nezamitame

@ rozptyly ve skupinach jsou priblizné stejné
@ mlzeme pouzit dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Dvouvybérovy t-test

Testované hypotézy
@ Hp : hmotnost hochll a hmotnost divek se neliSi
hmotnost hochtl — hmotnost divek = 0
@ H; : hmotnost hochU a divek se lisi
hmotnost hochtd — hmotnost divek # 0



Statistika v Biologii
Jednovybérovy,parovy a dvouvybérovy test
Dvouvybérovy test

Dvouvybérovy t-test

Vyhodnoceni testu
@ Testova statistika testu vychazi

T_Y_V_MO mnp_ _381-391 [159+63 .
= S n+n 683 159 +63

@ porovname ji s kvantilem t-rozdéleni fo0(1 — 0.025) = 1.97

@ jelikoz | T| =1.001 < 1.97 tak nulovou hypotézu
nezamitame

@ p-hodnota vy$la p = 0.3151 > 0.05 = nezamitame H,
@ nakonec je potreba ovérit normalitu v obou vybérech

Zaver: Na hladiné vyznamnosti 5% jsem neprokazala, Ze by
se hmotnost jedenéctiletych hochl a divek lisila.



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Uvod

Analyza rozptylu — ANOVA

Porovnavame-li stredni hodnotu ve vice nez ve dvou
nezavislych vybérech, pouziva se analyza rozptylu. Testujeme

@ Hy : vSechny stfedni hodnoty jsou stejné

@ H; : alespon jedna stfedni hodnota se liSi
Myslenka spociva v porovnani variability mezi vybéry s
variabilitou v ramci vybéru.



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Uvod

Analyza rozptylu — ANOVA

Stejné jako u dvouvybérového t-testu, budeme i zde brat dvé
varianty analyzy rozptylu
@ klasickd analyza rozptylu (ANOVA) — pro shodné rozptyly
ve v§ech vybérech

@ Welchova verze analyzy rozptylu — pro riizné rozptyly ve
vybérech
Predpokladem obou téchto verzi ANOVY je normalita dat ve
vSech vybérech Ci ekvivalentné normalita residui
odpovidajiciho linearniho modelu.



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Analyza rozptylu

Klasickd ANOVA

Oznacme
@ Xj i-té pozorovani z j-tého vybeéru
@ X, pramér i-tého vybéru
@ X celkovy primér viech pozorovani
@ n; rozsah i-tého vybéru
@ k pocet vybér
Analyza rozptylu rozklada celkovou variabilitu (Citatel rozptylu)

k n;
SST=> ) (X;—X.)?

i=1 j=1



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Analyza rozptylu

Klasickd ANOVA

Rozklad variability na
@ variabilitu vysvétlenou vybéry (mezi vybéry) SS,
@ variabilitu nevysvétlenou (zbytkovou, v ramci vybérl) SS,

k n;
SST = D3 (X-X.)P=

=1 j=1
k o o k n;j .

= > X =X )P Y (G- X)) =
=1 =1 j=1

= SSA+ SSe



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Analyza rozptylu

Klasickd ANOVA

Vystupem z analyzy rozptylu je tzv. tabulka analyzy rozptylu

Soucty Stupné Prumérné Testova p-hodnota
Etvercll volnosti Etverce statistika
Faktor A SSA dA=k —1 MSA= SS2  F — MSA/MSe p
Chyba e SSe dfe=n—k MSe = §§
Celkem SST dft=n—1

Za platnosti nulové hypotézy ma testova statistika F-rozdéleni
0 k — 1 a n— k stupnich volnosti.



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Analyza rozptylu

Welchova ANOVA

Welchova ANOVA je zaloZzena na vazené variabilité mezi
vybéry

1Sk X — Xw)?

= 2_j=1 Wi( w)

| 2lhke) g 1(@ )( _%2

k
n v Z 1W

kde

w
Testova statistika ma F-rozdéleni o k — 1 a v stupnich volnosti

K2 — 1

5 (i) (%)

VvV =




Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Test variability

Bartlettlv test

Test shody rozptylQ pro vice nez 2 rozptyly.
Testované hypotézy

@ Hy : rozptyly jsou shodné
@ H; : rozptyly se lisi
Oznagme Var(X;) vybérovy rozptyl v j-tém vybéru a
S (= 1)Var(X)

2 _
s = n—k ’

1 S 1
C = T35 an—1’n—k

=

Testova statistika Bartlettova testu

k
B= 16 ((n —k)InS* = "(n; — 1) InVar(X;)>

j=1

mé za platnosti nulové hypotézy x2-rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu

Parové srovnani

Parové srovnani

Porovnani dvojic vybéru
@ nelze pomoci dvouvybérovych testl — prili§ roste chyba
prvniho druhu
@ prostfednictvim tzv. parového srovnani
@ nejcastéji Tukeyho test, respektive Tukey HSD test pro
rizné velké vybéry
Testované hypotézy
@ Hj : stfedni hodnoty 4; a p; jsou stejné
@ Hy : stfedni hodnoty y; a p; se lisi



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu

Parové srovnani

Parové srovnani

Testova statistika ma tvar

X —X;
’ i. /'|,kdeS*: SSe

Q= s* n(n — k)

Rozdéleni téchto statistik se jmenuje studentizované rozpéti a
ma své vlastni tabelované kritické hodnoty. Vyhodnoceni
@ na zakladé p-hodnot nebo intervall spolehlivosti pro
rozdily v8ech dvojic
@ prestoze ANOVA ukéze vyznamny rozdil mezi skupinami,
nemusi se tento projevit v parovém srovnani



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Pfiklad

Analyza rozptylu — ANOVA

Priklad. Byla méfena koncentrace médi v téle ryb.
Porovnavano bylo 5 rybniku, kde z kazdého byl vyloven vzorek
7-mi ryb. Vybérové priméry logaritmizované koncentrace medi
pro jednotlivé rybniky vysly 0.57, 0.48, 0.50, -0.06 a 0.33. Lisi
se od sebe tyto rybniky?

Grafické porovnani stfednich hodnot

Srovnani koncentrace medi

nnnnnn



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Pfiklad

Analyza rozptylu — ANOVA

Abychom mohli vybrat spravnou verzi analyzy rozptylu,
otestujme nejprve shodu rozptyll ve v§ech vybérech. Tyto
rozptyly vySly postupné 0.10, 0.08, 0.10, 0.08 a 0.02.
Testujeme

@ Hy : rozptyly jsou shodné

@ H; : rozptyly se liSi
Testov4 statistika Bartlettova testu vysla 3.67 pfi Ctyfech
stupnich volnosti, coz dava p-hodnotu 0.45. Jelikoz je

p-hodnota vétsi nez o = 0.05, nulovou hypotézu nezamitame a
muZzeme pouzit klasickou ANOVU pro shodné rozptyly.



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Pfiklad

Analyza rozptylu — ANOVA

Testované hypotézy
@ H, : vSechny rybniky jsou stejné
@ H; : alespon jeden rybnik se lisi
Tabulka analyzy rozptylu vysla

SouCty Stupné Prdmérné Testovd p-hodnota
Ctvercd  volnosti Ctverce statistika

Rybnik 1.796 4 0.4491 5.896 0.00127
Chyba 2.285 30 0.0762
Celkem 4.081 34

P-hodnota vySla mensi nez o = 0.05, coz znamena, ze nulovou
hypotézu zamitame a rybniky se mezi sebou vyznamné lisi.
Nakonec je potfeba ovéfit normalitu residui nebo jednotlivych
vybéru



Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Pfiklad

Analyza rozptylu — ANOVA

Péarové srovnani vrati nasledujici tabulku

rozdil dolni mez horni mez  p-hodnota
B-A || -0.08485714 -0.51274077 0.3430265 0.9777112
C-A || -0.07314286 -0.50102648 0.3547408 0.9871500
D-A || -0.63114286 -1.05902648 -0.2032592 0.0015454
E-A || -0.23914286 -0.66702648 0.1887408 0.4960690
C-B | 0.01171429 -0.41616934 0.4395979  0.9999904
D-B || -0.54628571 -0.97416934 -0.1184021 0.0070956
E-B || -0.15428571 -0.58216934 0.2735979 0.8319549
D-C || -0.55800000 -0.98588362 -0.1301164 0.0057762
E-C || -0.16600000 -0.59388362 0.2618836 0.7920009
E-D || 0.39200000 -0.03588362 0.8198836 0.0850175




Statistika v Biologii
Analyza rozptylu
Pfiklad

Analyza rozptylu — ANOVA

Graf pro parové srovnani. Pro kterou dvojici rybnikul interval
spolehlivosti neobsahuje svislou ¢arkovanou ¢aru (nulu), pak
mezi ni je vyznamny rozdil.

95% family-wise confidence level

—_—

ED EC D-C EB DB C-B E-A DA C-A B-A

Zaver: Rybniky se v koncentraci médi v téle ryb vyznamné lisi,
konkrétné se lisi rybnik D od rybnika A, B a C.



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese
Korelaéni koeficient

Pearsonulv korelacni koeficient

Linearni vztah dvou Ciselnych proménnych zkouma korelaéni
koeficient. Pearsontiv korelac¢ni koeficient vypocteme jako

Cov(X.Y) S (X—X)(Yi—Y)

Var(X)Var(Y) \/ZL (X — X230 (Vi — Y)?2

Libovolny koreal¢ni koeficient nabyva hodnot mezi-1 a1 a
plati, ze
@ absolutni nepfima zavislost ma Cor(X,Y) = —1

Cor(X,Y) =

@ linearni nezavislost/ nekorelovanost ma Cor(X,Y) =0
@ absolutni pfima zavislost ma Cor(X,Y) = 1



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese
Korelaéni koeficient

Pearsonulv korelacni koeficient

O statistické vyznamnosti zavislosti rozhodujeme testem
@ Hj : korelaéni koefcient = 0
@ H; : korelaéni koefcient # 0,
H, : korela¢ni koefcient > 0,
H; : korelacni koefcient < 0

Za platnosti nulové hypotézy plati, ze testova statistika

+__ Cor(X.Y) @B

/1 —Cor(X,Y)2

ma t-rozdéleni o n — 2 stupnich volnosti.
Predpokladem pouziti Pearsonova korelacniho koeficientu je
normalita obou prpoménnych




Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese
Korelaéni koeficient

Pearsonulv korelacni koeficient

Priklad. Vyzkumu se ucastnilo 204 muZi s jednim rizikovym
faktorem ischemické choroby srdecni, u nichZ byly mereny
fyzické udaje. Souvisi spolu vyska a hmotnost téchto muzi?

Nejprve grafické porovnani

Zavislost vahy na vysce

w10 120

hmot
o

Z grafu je patrna rostouci zavislost mezi obéma proménnymi.



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese
Korelaéni koeficient

Pearsonulv korelacni koeficient

Testované hypotézy
@ Hy : vaha a vyska spolu nesouvisi, korelacni koeficient = 0
@ H; : vaha a vyska spolu souvisi, korelacni koeficient # 0
Korelacni koeficient vysel 0,5 a testova statistika

7o CoXY)  mmay- 95 sos_gie

v/1—=Cor(X,Y)? Vv1-0.25

Testova statistika je vétsi nez kvantil t-rozdéleni

tro2(1 — 0.975) = 1.97. P-hodnota testu vy$la 2.926 x 10~ 14,
coz je mensi nez o = 0.05. Nulovou hypotézu tedy zamitame.
Zaver: Zavislost mezi vahou a vyskou je prikazna a pfima.
Nakonec je potfeba ovéfit normalitu obou proménnych.




Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Linearni regrese

Vztah mezi dvéma spojitymi proménnymi Ize hodnotit i z
pohledu linearni regrese, ktera zkouma pric¢innou zavislost. V
tomto pripadé mame

@ nezavisle proménnou X — pficinu

@ zavisle proménnou Y — dlsledek
Vysledkem je odhad linearniho modelu ve tvaru

Yi=0Bo+ B Xi+ e
kde

@ Y, jsou hodnoty zavisle proménné

@ X; jsou hodnoty nezavisle proménné
@ [ je absolutni ¢len

@ (4 je linearni ¢len

@ ¢ jsou nahodné chyby



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Linearni regrese

Graficky popisujeme pomoci bodového grafu, ale neni jedno,
ktera proménna je na které ose

@ na x-ovou osu se kresli nezavisle proménna
@ na y-ovou osu se kresli zavisle proménna

Odhad probihd metodou nejmensich ¢tvercu, ktera
minimalizuje soucet druhych mocnin residui

n n
minZF?,-z:minZ(Y,-— V)2 =min Y (Vi — (bo + b1 X))
i—1 i—1

@ Y; se nazyvaji odhady, nebo téZ predikce
@ by, by jsou odhady regresnich koeficientu

@ pomoci modelu je mozné predikovat budouci hodnoty
zavisle proménné



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Koeficient determinace

Casto nazyvany R-squared

NS 7R A
R? =1 - %’n—:((:j _://’))2 = cor(X,Y)?
=1\ Yi

@ ukazatel kvality modelu

@ procento variability zavisle proménné vysvéetlené modelem
tj. z kolika procent zavisi Yna X a z kolika na nééem jiném



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Regresni koeficienty

Interpretace regresnich koeficient(
@ by — kde protina regresni pfimka x-ovou osu
— kolik by vyS$lo Y, kdyby X bylo 0
@ by — o kolik se v priméru zméni zavisle proménna Y, kdyz
se nezavisle proménna X zvysi o 1
Test nezavislosti
@ Hp : Y na X linearné nezavisi, 31 =0
@ H; : Y na X linearné zavisi, 81 # 0
Test je zaloZen na faktu, Zze by/se(by) ~ N(0, 1), kde by je
odhad linearniho Clenu gy a se(by) je jeho stfedni chyba.
@ test vychazi stejné jako u korelacniho koeficientu



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Linearni regrese

| linearni regrese ma své predpoklady
@ Mezi proménnymi je skuteCné linearni vztah
@ Residua jsou nezavisla
@ Residua maji normalni rozdéleni
@ Stabilita rozptylu residui
@ V datech nejsou vlivna pozorovani

Jednotlivé predpoklady mizeme hodnotit bud’ na zaklade
znalosti dat (nezavislost), nebo grafickymi pfipadné Ciselnymi
testy.



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Linearni regrese

Ukazka grafickych testl predpokladu

© .
Residuals vs Fitted [ Q-Q Residuals
— 139 5 9
2 9 o e g o 18485%°
— e} o
3 v °P g Do o ® 47
7 do _ N
g o T
S - 3 Y oo
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Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese

Linedrni regrese

Linearni regrese

Ukazka grafickych testl predpokladu
@ 1. graf: linearni vztah — Cervena ¢ara nema mit trend
@ 2. graf: normalita residui — body maji lezet na pfimce
@ 3. graf: stabilita rozptylu — Cervena ¢ara nema mit trend
@ 4. graf: body nemaji prekrocit meze (Carkované kfivky)



Statistika v Biologii
Korelaéni koeficient a linearni regrese
Linedrni regrese

Linearni regrese

Priklad. Pokracujme prikladem zavislosti hmotnosti na vysce u
muZud s jednim rizikovym faktorem ischemické choroby srdecni.

Odhadli jsme model ve tvaru

Y; = —66.85 + 0.85X;

@ se(by) vysla 0.1 , testova statistika 8.19, kvantil t-rozdéleni
troz(1 — 0.975) = 1.97

@ koeficient determinace je R? = 0.25
@ p-hodnota testu vy$la 2.93 x 10~ '* < o = 0.05
@ tedy zamitame nulovou hypotézu
Zaver: U muzl s jednim rizikovym faktorem ischemické

choroby srdecni zavisi hmotnost na vySce. Zavislost je pfima a
vysvétli se ji 25% variability zavisle proménné.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy
Test dobré shody

Test dobré shody

Kategoricka proménna s vice nez dvema kategoriemi ma tzv.

Multinomické rozdéleni. Jedna se o zobecnéni binomického
rozdéleni.

Ozna¢me
@ k pocet kategorii, kterych mize nahodna veli¢ina nabyvat
@ n pocet pokusll pokus/ pozorovani

@ Xi,..., X poCty, kolikrat nastala ktera kategorie v n pokusech
Pravdépodobnosti multinomického rozdéleni jsou

n!
P(X1 :n-],...,Xk—nk)—mpqh plr(,k

Stfedni hodnota a rozptyl

E(X)) = np;, Var(X;) = npi(1 — p;)



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy
Test dobré shody

Test dobré shody

Test o0 hodnotach jednotlivych pravdépodobnosti.
Testované hypotézy

@ Ho:p1=m1,...,Pk =Tk

@ Hy :neplatip; = mq,..., Pk = Tk
Testova statistika mé tvar

X2=3° (ni — nm;)?

nmj

@ za platnosti nulové hypotézy méa y?-rozdéleni o k — 1
stupnich volnosti
@ predpokladem je, Zze vSechny oCekavané Cetnosti , tj.
hodnoty nr;, jsou vétsi nez 5.
Timto testem je mozné testovat i konkrétni rozdéleni veliCiny.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy
Test dobré shody

Test dobré shody

Priklad. Hazime 50 krat Sestisténnou kostkou a pocitame,
kolikrat padla ktera hodnota. Jednicka padla 8 krat, dvojka 5
krat, trojka 12 krat, Ctyrka 7 krat, pétka 9 krat a Sestka také 9
krat. MuZeme o kostce fici, Ze je spravedliva?

Testujeme hypotézy
@ Hy:py=pa=...=ps=1/6
@ H,; : alespori jedna z pravdépodobnosti py, . . ., ps S€

nerovna 1/e.
Test porovnava
@ pozorované cetnosti
m=8n=5m=12,n=7,n5s=9,ng =9
@ ocekavané cetnosti nm; = 50 x 1/6 = 8.3333.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy
Test dobré shody

Test dobré shody

Priklad. Testova statistika

(8 —8.3333)> (5-8.3333)> (12 —8.3333)?
8.3333 8.3333 8.3333
(7 — 8.3333)? N (9 —8.3333)? N (9 —8.3333)?
8.3333 8.3333 8.3333

X2

=3.28

@ Kritickd hodnota x?- rozdéleni o 5-ti st. volnosti je
X2 =11.07
@ p-hodnota vysla p = 0.6569
e testov4 statistika X2 < x2 a p-hodnota < «
@ tedy nezamitame nulovou hypotézu
Zaver: Neprokazali jsme, Ze by kostka byla falesna.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy
Test nezavislosti

2-test nezavislosti

Vztah dvou kategorickych proménnych popisujeme tabulkou
absolutnich ¢etnosti. Ozna¢me

@ Xi,..., X, hodnoty jedné kategorické proménné
Yi,..., Yy hodnoty druhé kategorické proménné
n; j cetnost soucasného vyskytu znakl X;, Y;

°
°

@ n; marginalni ¢etnost znaku X;
@ n; marginalni ¢etnost znaku Y;
°

n celkovy pocet pozorovani



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Test nezavislosti

2-test nezavislosti

Obecna kontingencni tabulka absolutnich ¢etnosti ma tvar

Y1 Yc
Xi | g M| M.
Xr Ny 4 Nrec | Nr.
N ne | n

Hodnoty uvedené v tabulce jsou tzv. pozorované cetnosti.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Test nezavislosti

2-test nezavislosti

Test je zaloZzen na porovnani

@ pozorovanych Cetnosti v tabulce

@ ocekavanych Cetnosti za platnosti nulové hypotézy
Testované hypotézy

@ Hp : proménné na sobé nezavisi

@ H; : proménné na sobé zavisi
Testova statistika m4 tvar

X2 _ i ! (pozorovane; ; — ocekavane; ;)? Z Z (n,, —n;.n;/n)?

ocekavane; n;/n

=1 j=1 i=1 j=1

@ za platnosti nulové hypotézy mé x2-rozdéleni o (k — 1)(/ — 1)
stupnich volnosti

@ ocCekavané Cetnosti odpovidaji definici nezavislosti
P(AnB) = P(A)P(B)



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Test nezavislosti

Fisherdv exaktni test

Pro malé Cetnosti se pouziva Fisheriv exaktni test
@ neni-li spinén piedpoklad x2-testu, tj. nékteré ocekavané
Cetnosti jsou mensi nez 5
@ pocita pfimo p-hodnotu, tj. pravdépodobnost, ze za

platnosti Hy bude pozorovana praveé nase tabulka ¢etnosti
Pro Ctyfpolni tabulku

Yi Y
X | m1o 2| m,
Xo | M2y Nop | N,
n+ no n

se p-hodnota vypocita nasledujicim zptsobem

. ni'no'nq{lno!
N n'ny1tNiotnognos!
Pro vétsi tabulky je test slozitéjsi.




Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Test nezavislosti

2-test nezavislosti

Priklad. U 204 muZzd s jednim rizikovym faktorem ischemické
choroby srdec¢ni bylo zjistovano i vzdélani a kategorie koureni.
Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce absolutnich
Cetnosti. Souvisi spolu tyto dve veliciny?

ZS SS VS
byvaly kurak | 6 10 11
nekurak 13 22 23

slaby kurdk | 52 39 18
silny kufak 6 1 3




Statistika v Biologii

X2 -kvadrat testy

Test nezavislosti

2-test nezavislosti

Vztah dvou kategorickych proménnych se zobrazuje pomoci
sloupcového grafu

100
,

80

60

w0
L

20

Muzeme zobrazovat pomoci fadkovych nebo sloupcovych
procent.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Test nezavislosti

2-test nezavislosti

Testem nezavislosti jsme zjistovali

@ Hj : koufeni se vzdélanim nesouvisi

@ Hj : koureni se vzdélanim souvisi
Vysledky testu

@ testova statistika y?-testu vysla 21.286

@ kvantil y2-rozdéleni 2 = 12.59

@ p-hodnota testu vysla 0.00163

@ ale nejsou splnény predpoklady y-testu

@ p-hodnota Fisherova exaktniho testu 0.00084

@ p-hodnota < « tedy zamitame nulovou hypotézu
Zaver: Prokazali jsme, ze koufeni se vzdélanim souvisi.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Pomér $anci

Pomér sanci

Uvazujme dvouhodnotovou veli¢inu ve dvou populacich. Napft.
sledujeme vyskyt chfipky ve mésté a na venkoveé.

Chfipku ma Chfipku nema
Mésto N4 nqo ny.
Venkov No4 Noo no.
nq no n

Rozdil mezi populacemi je mozné popsat pomérem Sanci.
Nejprve definujme $anci "mit chfipku proti nemit chfipku"jako

P(ma chfipku)
P(nema chiipku)

Odds =

Pomeér Sanci je pak podil této Sance v jedné populaci ku Sanci v
druhé populaci.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Pomér $anci

Pomér sanci

Pro nasi tabulku je pak pomér $anci definovany jako

_ M1n2

 Nyanyy
Interpretace tohoto poméru fika, kolikrat je vétsi Sance na
chfipku ve mésté nez na venkove.

Pokud chceme otestovat, Ze Sance na chfipku jsou stejné ve
mésté jako na venkove, testujeme

@ Hy : pomér Sanci OR =1

@ H; : pomér Sanci OR # 1
Testova statistika tohoto testu je rovna

In(OR
z= 1 n1( )1 1
e T T e

a za platnosti nulové hypotézy ma N(0, 1) rozdéleni.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Pomér $anci

Pomér sanci

Pro pomér Sanci je mozné spocitat i interval spolehlivosti

In(OR) + ( LI I 1) 2(a/2).

M1 M2 N1 N2

Co je mozné timto intervalem zjistit?
Napf. mizeme vyhodnocovat, zda se tento pomér mize rovnat
néjaké konkrétni hodnoté.



Statistika v Biologii
X2 -kvadrat testy

Pomér $anci

Pomér sanci

Priklad. UvaZujme ndsledujici étyfpolni tabulku

Chfipku ma Chfipku nema
Meésto 58 17 75
Venkov 32 30 62
90 47 137

Sance mit chiipku ve mésté vychdzi58/17 = 3.41, sance mit
chripku na venkové vychazi 32/30 = 1.07. Pomér Sanci ve
mesté vs. na venkové vychazi 3.41/1.07 = 3.2. Ve mesté je
vice neZ trikrat vétsi Sance mit chripku nez na venkove.
Testova statistika vychazi 3.27, kriticka hodnota 1.96 a
p-hodnota 0.001. Testova statistika je vétsi nezZ kriticka hodnota
a p-hodnota je mensi nez o, zamitame nulovou hypotézu.
Zaveér: Ve mésté je vyznamneé vétsi sance dostat chfipku nez
na venkove.
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