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Organizaéni zalezitosti

Vyuéujici: Michaela Ticha, katedra matematiky

Literatura: Uvod do teorie her (Dlouhy, Fiala)

Teorie her (Magdalena Hyk3ova)

Game Theory (Thomas S. Ferguso)

Two-Person Nonzero-Sum Games and Quadratic Programming
(Mangasarian, Stone)

Extensive Form Games (J. Levin)

software: MS Excel/Python

Zapocet: 60% bodii z kazdé zapoctové pisemky
1. test 19.3., 2. test 23.4.

Zkouska: astni
Pokud vse stihneme, bude 30.4. predtermin

Predpoklad: znalost linedrniho programovani a simplexové metody
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Uvod - matematicka teorie her

@ matematicky nastroj, ktery nam pomaha zkoumat rozhodovani a
interakce mezi Gcastniky ve strategickych situacich

@ nejedna se pouze o hry v pravém slova smyslu, poskytuje hluboky
vhled do slozitych rozhodovacich procesi

@ modelujeme strategicka rozhodnuti v oblastech, jako je ekonomie,
politika, biologie ¢i podnikovy management
@ pritkopniky byli matematici jako John von Neumann a Oskar

Morgenstern, ktefi v roce 1944 publikovali knihu "Teorie her a
ekonomické chovani"
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Zakladni pojmy

M. Ticha

Hra - situace, ve které dva nebo vice hraci podnikaji vzajemné akce,
pficemz vysledek kazdého hrace zavisi na rozhodnutich viech
ostatnich

Hrac - kazdy acastnik hry, ktery ma schopnost podnikat akce a
ovliviiovat vysledek hry

Strategie (akce) - plan akci, kterym hrac dosahuje svych cilti v ramci
hry

Zisk/Uzitek - vysledek hry pro kazdého hrace, mtze to byt financni
odména, ztrata nebo jiny typ vysledku

Preference - individualni hodnoceni raznych moznych vysledkd hry
Racionalita hrace - hraé pfi rozhodovani voli strategii, ktera
maximalizuje jeho ocekavany zisk na zakladé jeho informaci a
preferenci

Hrani hry - rozhodovani a provadéni akci hraci béhem urcité situace
nebo interakce

Reseni hry - koncept, ktery popisuje optimalni strategie pro kazdého
hrace, ktera vede k urcitému vysledku hry
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Zakladni pojmy teorie her z pohledu 3achisty

TEORIE HER [ SACHY \

hra Sachy, vychozi postaveni figur, pravidla hry

hrac dva hraci: bily a cerny

prostor strate- | umisténi a pohyb figurek a budovani pozice na sachov-

gii nici

kooperace omezena, protoze kazdy hraé ma vlastni cil

vyplatni vyhra, prohra, remiza

funkce

typ konfliktu antagonisticky konflikt, vyhra jednoho je prohra dru-
hého

informace a ra- | informace v Sachach zahrnuje znalost aktualniho po-

cionalita staveni figurek na Sachovnici a historii tahd
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Zakladni pojmy teorie her z pohledu konkurenénich firem

|

TEORIE HER | BOJ O TRH |

hra firmy soutézi o trzni podil, zdkazniky a zisk

hrac napf. dva hraci: firma ALFA a firma BETA

prostor strate- | riizné moznosti, jak firmy mohou nastavit své cenové

gii politiky, marketingové kampang, inovace a dalsi faktory

kooperace v pfipadé oboustranné vyhodnosti kooperace firem
mozna, pokud neni zakidzana antimonopolnim Gfadem

vyplatni zisk, ztrata

funkce

typ konfliktu antagonisticky nebo neantagonisticky konflikt, coz za-
visi na konkrétni situaci na daném trhu

informace a ra- | hrac¢i nemuseji mit dostupné vsechny informace o
cionalita ostatnich hracich. hraci zfejmé maximalizuji svoje zisky
(vyplaty), ale mohou mit i jiné cile
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co z priklad@i plyne?

Teorie her predpoklada, ze lze najit urcité obecné vlastnosti
rozhodovacich situaci s vice G€astniky.

Manazer, Sachista i armadni general resi na obecné Grovni stejny
problém — nalézt optimalni rozhodnuti v situaci, kdy se snazi
predvidat kroky protihrace.

Teorie her ma za cil analyzovat Siroké spektrum konfliktnich nebo
kooperativnich rozhodovacich situaci s vice Gcastniky.

Pojem ,,hra” ma v moderni teorii her velmi obecny vyznam, ktery
zahrnuje v podstaté jakoukoli konfliktni ¢i kooperativni situaci mezi
jedinci, firmami, armadami, staty, politickymi stranami, biologickymi
druhy.

Riiznorodost moznych aplikaénich oblasti zdtiraziiuje univerzalnost
modeld vyvinutych v ramci teorie her.

Teorie her vyuziva pro zachyceni konfliktnich & kooperativnich
rozhodovacich situaci matematicky aparat. Matematika jednoznacné
urCuje predpoklady a pravidla hry.
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Definice hry - hra v norméalnim tvaru

Nasim vychozim teoretickym modelem bude hra v normalnim tvaru, ktera
je uréena tfemi mnozinami.

@ mnozina n hraci
Q@={1,2,...n}
@ mnoZina prostoru strategii
X ={X1,Xz,..., Xn},

kde X; je prostor strategii i-tého hrace,
@ mnozina vyplatnich funkci

{Vl(X17X2a cee 7Xn)a V2(X17X2u cee ,X,-,), ey V,-,(X]_,X2, oo 7Xn)}7

kde vi(x1,x2, ..., x,) je vyplatni funkce i-tého hrace.

Hra v normalnim tvaru I je (2n + 1)-tice

r:(Q,Xl,Xg,...,Xn,Vl,VQ,...,V,,)
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Hry s nulovym a nenulovym souétem

o historicky dfive byly zavedeny hry s nulovym sou¢tem (minimaxova
véta - John von Neumann v roce 1928)

@ az pozdéji (1950-1951) byl definovan koncept ekvilibria ve hrach s
nenulovym souctem (J. Nash).

@ hry s nulovym souctem jsou specialnim pfipadem her s nenulovym
souctem

@ nejdfive probereme jednodussi variantu s nulovym souétem, poté
zobecnime na hru s nenulovym souétem
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Hra s nulovym/konstantnim souctem

Méjme hru . Rekneme, Ze T je hra s konstatnim souctem k € R, pokud
plati

Vx € X ) vi(x) =k
i€eQ

Pokud je k =0, pak je I' hra s nulovym souctem.

U her s nenulovym souctem nelze najit k € R takové, ze by platila
predchozi podminka.

Pro libovolné k je mozné hru s konstantnim souétem transformovat na
ekvivalentni hru s nulovym souétem. Plati totiz, Ze pfictenim urcité
konstanty ke véem hodnotam vyplatni funkce nedojde ke zméné feseni
(optimalnich strategif).
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Hra dvou hracd s nulovym souctem

Dale budeme predpokladat hru dvou hracd s nulovym souétem. Tato
situace je znama jako antagonisticky konflikt, kde jeden hra¢ muze ziskat
pouze na tkor toho, co druhy hra¢ ztrati. Plati zakladni vztah:

vi(x1, x2) = —va(x1, x2).
Predpokladejme konecné prostory strategii, prvni hra¢ ma k dispozici m
moznych strategii a druhy hrac¢ n strategii. Pak mizeme mnozinu vsech
vyher ve hie s nulovym souctem znazornit matici
A=(a;),i=12,....mj=12,...,n
Vybér i-tého radku matice A odpovida vybéru i-té strategie prvnim

hracem a vybér j-tého sloupce matice A odpovida vybéru j-té strategie
druhym hracem.
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Priklad hry dvou hraca s nulovym souctem

M. Ticha

uvazujme hru dvou hraca, kde prostor strategii je dan dvojici

X1 ={R,L}, Xo ={R, L}

hra se hraje tak, ze kazdy hra¢ ma jednu minci a voli, zda ji na stal
polozi rubem (R) a nebo licem (L)

pokud se sejdou na stole mince otocené stejnym stranami nahoru,
tak prvni hra¢ dostane od druhého hrace 1 K¢

v opacném pripadé zaplati druhy hrac¢ prvnimu 1 K&

jedna se o hru s nulovym souc¢tem, co jeden hrac ziska, to druhy
hrac ztrati

vyplatni funkci mazeme vyjadfit ve formé matice
1 -1
-1 1
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Hra je tedy urCena matici A, tento model se nazyva maticova hra a
matici A nazyvame vyplatni matici. Pri vybéru i-té strategie prvnim
hracem a j-té strategie druhym hraéem je hodnota vyplatni funkce
prvniho hrace rovna prvku aj a hodnota vyplatni funkce druhého hrace
rovna —aj.

Jakakoliv matice miize byt povazovana za maticovou hru. M&jme
naptiklad matici:

4 4 3 5
5 7 2 -1
~12 6 -2 4

Matice predstavuje hru s nulovym souctem se dvéma hraci, ve které ma
prvni hrac tfi mozné strategie a druhy hrac¢ ¢tyri mozné strategie.
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Dominované strategie

Jak budou hraci postupovat?

4 4 3 5
5 7 2 -1
-12 6 -2 4

Hru lze zjednodusit vyfazenim strategii, které nema smysl nikdy zvolit.
Prvni hra¢ nebude volit fadek matice, ve kterém jsou vsechny prvky
mensi nez odpovidajici prvky v jiném radku, a obdobné druhy hrac
nebude volit ten sloupec matice, ve kterém jsou vsechny prvky vétsi nez
odpovidajici prvky v jiném sloupci.

Tyto strategie nazyvame silne dominované strategie. Pokud bychom
pripustili i rovnost prvki, jednalo by se o slabe dominované strategie.
PFi vyrazeni slabé dominované strategie mizeme pfijit o rovnovazné
feSeni, pokud jich existuje vice.
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Dominované strategie

V prikladu vidime, ze druha strategie druhého hrace je silné dominovana
strategie, protoze ji dominuje treti strategie, dominujici strategie.
Racionalni druhy hrac nikdy nezvoli druhy sloupec.

4 4 3 5
5 7 2 -1
-12 6 -2 4

4 3 5
5 2 -1
—12 -2 4
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Dominované strategie

Ve zbyvajici matici je tfeti strategie prvniho hrace silné dominovana
strategie, protoze ji dominuje prvni strategie, dominujici strategie.
Racionalni prvni hrac nikdy nezvoli treti radek.

4 3 5
5 2 -1
—12 -2 4
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Dominované strategie

Ve zbyvajici matici je prvni strategie druhého hrace silné dominovana
strategie, protoze ji dominuje treti strategie.
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Dominované strategie

Ve zbyvajici matici je druha strategie prvniho hrace silné dominovana
strategie

2 -1

A hru tedy miizeme zjednodusit na nasledujici:

35
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Dominované strategie

V poslednim kroku uz je zcela zjevné, ze druhy hrac¢ da prednost tretimu
sloupci pred ¢tvrtym, protoze vybird mezi alternativou prohrat 3 a nebo
prohrat 5.

3 5

Dospéli jsme k reseni, kde optimalni strategii pro prvniho hrace je volba
prvniho fadku a pro druhého hrace je optimalni zvolit treti sloupec. Prvni
hrac tak ziskava 3 a druhy hrac ztraci 3. Tim jsme Gspésné identifikovali
optimalni strategie prostfednictvim postupné eliminace dominovanych
radkd a sloupcd, i kdyz tento postup vysel spise jako vyjimka. Postupnou
eliminaci mizeme zjednodusit hru, nalezeni optimalniho FeSeni se stava
vyjimecné.
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Priklad hry

Dale uvedeme konkrétni priklad hry.

M. Ticha

méjme dva hrace, kazdy dostane dvé karty

prvni hrac drzi ¢ernou pétku a cervenou dvojku

druhy hra€ ma Cernou pétku a Cervenou trojku

na signal kazdy hrac¢ ukaze jednu kartu

v pfipadé shody v barvé obdrzi prvni hra¢ od druhého hrace
absolutni hodnotu rozdilu ukazanych karet

pokud se barva lisi, hra¢ s vyssi hodnotou obdrzi soucet hodnot
ukazanych karet

jedna se o hru dvou hraca s nulovym souctem, kazdy hraé ma dvé
strategie

vyplatni matice je nasledujici:
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Priklad hry

M. Ticha

@ jak mazeme postupovat?

@ z pohledu prvniho hrace je evidentni, ze volba druhého fadku je
nevyhodna, tedy strategie Cervené dvojky je dominovana strategii
Cerné pétky

@ z pohledu druhého hrace je nevyhodné volit druhy sloupec, protoze
je dominovany prvnim sloupcem, tedy strategie Cervené trojky je
dominovana strategii Cerné pétky

@ fesenim tedy je, ze prvni hrac ukaze cernou pétku, druhy hrac rovnéz
ukaze Cernou pétky

@ pokud se kterykoliv z hraci od této strategie odchyli, miaze ztratit
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Nashova rovnovaha

M. Ticha

@ optimalni strategie hracd ve hfe najdeme pomoci Nashovy

rovnovahy

Nashova rovnovaha je takové Feseni, ve kterém plati, ze kdyz se
néktery z hracd nebude drzet své optimalni strategie, zatimco souper
ano, jeho vyhra se snizi (v nejlepsim pripadé zlstane stejna).

Nashova rovnovaha ve hie dvou hracii nastava, pokud najdeme
strategie x° a y0, pro které plati

vi(x,y%) < vi(x®,y%) a wa(x°,y) < va(x2,y°)

U her s nulovym sou¢tem mizeme plati vi(x,y) = —va(x,y) a
miizeme tedy zjednodusit na

vi(x,¥%) < vi(x%,y°) < vi(x°,y)

Rekneme, ze takové strategie x°, y© predstavuji Nashovu rovnovahu
a nazyvame je rovnovaznymi strategiemi, hodnotu v;(x?, y°)
nazyvame cenou hry
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Nashova rovnovaha

M. Ticha

@ Nashovu rovnovahu maticové hry ziskame nalezenim sedlového
prvku matice A

@ sedlovy prvek matice je Cislo, které je nejvétsi ve svém sloupci a
zaroven nejmensi ve svém fadku (nebot druhy hrac se snazi
minimalizovat vyhru prvniho hrace)

o Jestlize aj; je sedlovy prvek, potom i-ta strategie prvniho hrace a
j-ta strategie druhého hrace jsou rovnovazné strategie

@ hodnotu a;; potom nazyvame cenou hry

@ takové reseni nazveme Nashovou rovnovahou v ryzich strategiich
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Hledani sedlového bodu matice

Vratime se k prikladu. Oznacime zavorkami () vsechna sloupcova maxima
a [ ] vechna fadkova minima. Sedlovy prvek je potom oznagen obéma
zavorkami zaroven.

4 4 [3)] (5
G O 2 [-1]
[-12] 6 -2 4

Tedy rovnovazné feseni v ryzich strategiich je pro prvniho hracée prvni
strategie a pro druhého hrace treti strategie.
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Hledani sedlového bodu matice

Pfi hledani sedlového bodu matice (Nashovy rovnovahy) mohou nastat
tyto tfi pripady:
@ matice ma jeden sedlovy prvek — prvek predstavuje Nashovu
rovnovahu
@ matice ma vice sedlovych prvki, jejichz hodnoty jsou si rovny —
tyto sedlové prvky urcuji alternativni rovnovazné strategie
@ matice nema zadny sedlovy prvek — neexistuje rovnovazné reseni
v ryzich strategiich
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Hledani sedlového bodu matice

Matice s vice sedlovymi prvky:

[ 2 [(0)]
[0 1 [(0)]
(1 3) [()

Matice s zadnym sedlovym prvkem:

(%o &)




Hra kdmen - ntzky - papir

pokud nenajdeme sedlovy prvek, neznamena to, ze hraci nemaji
zadné rovnovazné strategie

uvazujme znamou hru kdmen - ndzky - papir
jedna se o hru dvou hraca s nulovym souctem

mize skonéit vyhrou (1), prohrou (-1) nebo remizou (0)

kazdy hrac voli ze tfi strategii - kdmen, niizky, nebo papir
kamen nizky papir
kamen 0 (1) [-1]
nazky  [-1] 0 (1)
papir (1)  [1] 0
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Hra kdmen - ntzky - papir

M. Ticha

u hry kdmen - ntizky - papir neexistuje Nashovo rovnovazné feseni
v ryzich strategiich
presto danou hru bézné hrajeme a zname odpovidajici rovnovaznou

strategii, kterd spociva v nahodném vybéru z prostoru strategii

pro oba hrace je rovnovaznou strategii vektor (3, 3, 3)

Cisla predstavuji pravdépodobnosti, ze hra¢ bude volit prvni, druhou,
nebo treti strategii

tento typ strategii nazyvame smisenymi strategiemi

i pro smiSené strategie plati, ze hrac, ktery se od rovnovazné
strategie odchyli, nemuze nic ziskat, ale miize ztratit
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SmiSené rozsifeni maticové hry

M. Ticha

@ reseni, kdy pouzivame smisené strategie, nazyvame smiSené rozsireni
maticové hry

@ oznacime strategie prvniho hrace X, strategie druhé hrace Y a
prostory strategii predstavuji vektory pravdépodobnosti

X={xx" = [xl,xQ,...,xm],Zx; =1,x>0}
i=1

n
Y = {y,yT = [ylay2a"'7yn]7zyi = 17y Z O}
i=1

@ hodnota vyplatni funkce potom udava ocekavanou stfedni hodnotu
vyhry
@ v pfipadé her s konstantnim souctem staci sledovat vyplatni funkci

prvniho hrace
m n

vi(x, y) = ZZX,-a;jyj =x"Ay

i=1 j=1
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Zakladni véta maticovych her

Pro maticové hry je diilezitad nasledujici véta.

Zakladni véta maticovych her

Kazda maticova hra ma Nashovo rovnovazné reseni ve smisenych
strategiich.

e tedy pro kazdou matici A existuji vektory x° a y°, pro které plati
nerovnice
XTAyO < xOTAyo < XOTAy
@ tyto nerovnice jsou matematickou definici Nashovy rovnovahy ve
smiSenych strategiich

@ pokud je maticova hra rozméru m x 2 nebo 2 x n, da se fesit
grafickou metodou

@ v obecném pripadé ziskame rovnovazné smisené strategie fesenim
tlohy linearniho programovani
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