Ulohy 4

Na pifipadné chyby mé prosim upozornéte. Dékuji.

Dokazte:
1 a a+c
(Va,b,c e R)a>0Ab>0Ac>0AN->1= > 1
b b+c
Resent: Vyuzijeme pfimy dtikaz, pro a, b, c > 0 plati:
a a—+c
->1 =a>b =atc>b+c = > 1
b b+c

(Va,b,c € R) a®> +b* + ¢* > ab + bc + ac

b
(Va,be]R)a>0/\b>0=>%2\/E

(Vn € N) 6/(n* —n)

Zkuste dvéma rtiznymi zptisoby.

(¥n € N) 3|n* = 3|n

Reseni: Rozdélime ¢islo n na zbytkové t¥idy po déleni tfemi, tj. mame t¥i mozné piipady
pro n:
n=3k nebo n=3k+1 nebo n=3k+2 pronéakék c Z.

Pritom kazdé pfirozené ¢islo n mtiZeme zapsat jednim z téchto zptisobti. Nyni prozkou-
mame kazdy ptipad:
(a) Pripad n = 3k

V tomto piipadé mame:

n? = (3k)* = 9k* = 3(3k?),
coZ znamena, Ze n? je délitelné tfemi, a navic n = 3k, coZ znamend, Ze n je také
délitelné tfemi. Tento ptipad je tedy v souladu s tvrzenim.

(b) Ptipadn =3k +1

V tomto piipadé mame:

n® = (3k +1)* = 9k* + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1,

2 m4 zbytek 1 po déleni tiemi. Tedy n? neni délitelné tfemi. Tento

COZ znamena, ze n
ptipad tedy neni v souladu s pfedpokladem 3 | n?, coz znamend, Ze tento p¥ipad

nenastavé, a je tedy v souladu s tvrzenim.
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(c) Piipad n =3k +2
V tomto piipadé méme:
n? = (3k +2)* = 9k* + 12k + 4 = 3(3k* + 4k + 1) + 1,

2

coz znamend, ze n? méa opét zbytek 1 po déleni tremi. Tedy n? neni délitelné tfemi.

Tento ptipad tedy také neni v souladu s pfedpokladem 3 | n?, coz znamen4, Ze ani
tento pfipad nenastavé, a je tedy v souladu s tvrzenim.

Tedy jediny pfipad, kdy je n? délitelné tiemi, je ten, kdy n je délitelné tfemi, tj. n = 3k.
Tim je tvrzeni dokdzano.

(Yvn € N)3 f(n* +2) = 3n

Doporucuji zkusit dikaz sporem. Pfipomindm, Ze relace v pfedpokladu impli-
kace je ,nedéli”.

V/3 je iracionalni &islo
Doporucuji zkusit diikaz sporem.
Resent:
Predpokladejme pro spor, Ze /3 je racionélni &islo. To znamend, Ze mtizeme napsat:

Vi="
q

kde p a ¢ jsou nesoudélna cela ¢isla a g # 0.
Upravime rovnici do tvaru:

V3.q=p
Po umocnéni rovnice na druhou ziskdme:

342 = p?

To znamen4, Ze p? je délitelné tremi. Proto také p musi byt délitelné tfemi (viz tloha 5).
Mtizeme tedy uvazovat p = 3k pro néjaké celé ¢islo £ a dosadime do pfedchozi rovnice.

3¢* = (3k)?

q2 _ 3k2

Z této rovnice plyne, Ze ¢ je také délitelné tiemi, a proto musi byt i ¢ délitelné tremi. Tedy
jak p, tak ¢ jsou délitelné tfemi, a to je spor s predpokladem. Dosli jsme ke sporu, tedy
plati ptivodni tvrzeni, Ze V3 je iracionalni ¢islo.

(VneN)1+3+5+---+(2n—1) =n?
Doporucuji zkusit ditkaz matematickou indukci.

Reseni:
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10.

11.

12.

13.

e 1. Krok (zdkladni krok):
Pro n = 1 mé leva strana nésledujici podobu:
1=1°

Tvrzeni plati pron = 1.

e 2. Krok (indukéni krok):
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n = k, tj. predpokldddme, Ze plati in-
dukéni predpoklad:
1+3+5+-+(2k—1)=Fk?

Nyni chceme dokdzat, Ze tvrzeni platii pron = k + 1, tj. Ze plati:
14345+ +2k—1)+2k+1)—1) = (k+1)*

Vyuzijeme indukéni ptedpoklad a nahradime vyraz 14345+ - -+ (2k—1) vyrazem
k2:
24+ (2(k+1) — 1) = (k + 1)*

Po tpravé:
K242k +1=k+2k+1

Tim jsme dokdzali, Ze pokud tvrzeni plati pro n = k, pak platiipron =k + 1.

Na zakladé diikazu matematickou indukci jsme dokazali, Ze tvrzeni plati pro vSechna
n € N.

(VneN)1+2+4+8+---+2"1=2"—1
Doporucuji zkusit diikaz matematickou indukci.
1 1 1 n

12 o3yt T T nr

Doporucuji zkusit diikaz matematickou indukci.

(Vn € N)

n?(n+1)>2

P+2°+3+. 40’ = 1

Doporucuji zkusit ditkaz matematickou indukci.

(Vn € N) (cosa + isina)” = (cos na + isinna)

Doporucuji zkusit diikaz matematickou indukci.

2| (n*+n)

Doporucuji zkusit diikaz matematickou indukci.
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14.

15.

16.

17.

18.

6 (10" — 4)
Doporucuji zkusit diikaz matematickou indukci.

Urcete, pro ktera pfirozend ¢isla n plati nasledujici nerovnosti. Dokazte matema-
tickou indukci.

(a) 2" > n?
(b) n!>2"

Z Xz

Necht n € N anecht m € Nje liché. DokaZte, Ze pak m™ je liché ¢islo. Doporucuji
zkusit diikaz matematickou indukci.

Necht n € N, n > 3. Dokazte, Ze plati 2n* > (n + 1)%
Doporucuji zkusit ditkaz matematickou indukci.

Necht n € N. DokaZte, Ze potom existuje pravé jedna dvojice £, € N takovd, Ze
n=2k1(20 — 1).

Reseni: Pokud dokazujeme, Ze néco existuje pravé jednou, musime dokazat dvé véci,
jednak existenci a jednak jednoznac¢nost. Pomoci tipIné matematické indukce nejprve do-
kazeme existenci piislusnych £, € N pro n € N. Pak ukdZeme jednoznacnost k, (.

Existence: Pron = 1 poloZzime k = 1 al = 1, mame tedy:
n=1=2"1.(2.1-1).

Predpoklddejme, Ze kazdé j € N, j < n, Ize vyjadfit ve tvaru 2k=1.(2 - 1) pro vhodna
k,l € N. Chceme ukazat, Ze i pro ¢islo n + 1 1ze rovnéZz nalézt piislusnd k,l € N.

Pokud je n + 1 liché ¢islo, pak podle definice existuje [ € N takové, Ze:
n+1=20-1.

Polozime k = 1 a tvrzeni je dokazano.

Pokud je ¢islo n + 1 sudé, pak podle definice existuje m € N takové, Ze:
n+1=2m.
PonévadZz m < n, existuji podle indukéniho pfedpokladu ¢isla ko, [y € N takova, Ze:
m = 2R (20 - 1).

Potom staci polozit k = ko + 1 al = lo.

Jednoznacénost: Pfedpokladejme, Ze:
n=2F1. (21 —1)=2k"1.(20p—1)
pro k,1, ko, lp € N. Pfedpokladejme, Ze ko > k, pak plati:

2l —1 =27k . (215 —1).
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19.

Cislo na levé strané rovnosti je liché, zatimco &slo na pravé strané je sudé, coZ je spor.
Podobné vede ke sporu pfedpoklad k < kg. Musi tedy platit £ = kq. Potom dostavame:

20 —-1=2lp—1.
Odtud jiz snadno plyne [ = ly. Tim je dtikaz jednoznacnosti proveden.

DokaZte s pouzitim pfedchozich dtikazd, Ze existuji iraciondlni ¢isla a, b takova,
Ze a’ je ¢&islo racionaln.
Res$eni: Konstruktivni dikaz:

Polozme a = /2 a b = log, 9. Potom plati

1 9 1
ab =277 = 93l08: 3 — glog3 _ 3

Cislo v/2 je iraciondlni (dokazali bychom stejnym zptisobem jako diikaz iracionality V3.
Staci tedy odvodit, Ze ¢islo log, 9 je iraciondlni. PouZijeme metodu ditkazu sporem. Pfed-
poklddejme, Ze log, 9 = %, kde p € Z a g € N. Ponévadz je ¢islo log, 9 kladné, musi byt p
pfirozené. Potom

9 — 2829 — 94
a tedy 97 = 27. Cislo 2 je sudé a podle tlohy ?? je ¢islo 97 liché, coZ je spor.
Nekonstruktivni dikaz:

VyuZijeme opét iracionalitu ¢isla V2. Pokud by &islo \/5\/5 bylo raciondlni, pak bychom
byli s dtikazem hotovi. Pokud by tomu tak nebylo, pak by ¢&isla v/2 V2 a v/2byla iraciondlni,

V2
pfitom ale ¢&islo <\@\/§> = \@2 = 2 je raciondlni. Tim je tvrzeni dokdzano, nebot

alespori jedna dvojice ¢isel a = v/2, b = v/2 nebo a = \/i\/ﬁ, b = V/2 spliiuje pozadované
tvrzeni.
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