1 Exponencialni funkce v biologii

Na pripadné chyby mé prosim upozornéte

Exponencialni zévislost je klicovym konceptem pro biology, protoze mnohé biologické procesy probihaji
exponencidlné, zejména v poc¢atec¢nich fazich jejich prabéhu. Exponencialni riust nebo pokles popisuje si-
tuaci, kdy rychlost zmény néjaké velic¢iny je pfimo imérné aktualnimu mnozstvi této veliciny. Typickym
piikladem je rust bakteridlni populace, kde se kazda buika pravidelné déli, coz vede ke zdvojndsobeni
populace v konstantnich intervalech. Tento typ riistu lze matematicky popsat rovnici N = Ny - e, kde
N je koneénd velikost populace, Ny je pocatecni velikost, k je mira rustu (pozitivni pro rust a negativnf
pro pokles) a t je ¢as. Exponencidln{ rist je sice v ptirodé ¢asto pozorovan, avéak u mnoha organismu
ma omezenou platnost, protoze zdroje a podminky prostiedi nejsou neomezené. Po dosazeni urcité
velikosti populace ¢i objemu biomasy nastupuje obvykle faze zpomaleni rustu. Exponencidlni model
je proto velmi uziteény pro popis kratkodobych procesu nebo procesu v laboratornich podminkéch
s dostatkem zdroju, ale v pfirozeném prostiedi byva rust ¢asem omezen a prechdzi do jiného typu
rustového modelu, jako je logistickd kiivka.

Exponencidlni zdvislost muzeme pfedstavit jako situaci, kdy se hodnota néjakého jevu (napi. popu-
lace bakterii) zvétsuje nebo zmensuje stdle rychlejsim tempem, protoze pifrustky zdvisi na aktudlnf
velikosti tohoto jevu. Predstavte si, ze na zac¢atku mate 10 bakterii a kazdou hodinu se jejich pocet
zdvojnasobi — po hodiné jich bude 20, po dvou hodinach 40, po tfech hodinach 80, a tak déle. S kazdym
dalsim casovym prirustkem se tedy populace bakterii nasobi stale vyssim ¢islem. Zatimco pii bézném,
linedrnim rastu byste pfiddvali stdle stejny pocet bakterii za kazdou hodinu (napi. vzdy +10), pii
exponencidlnim rustu se hodnota zvysuje nasobkem puvodni hodnoty — a ¢im vice bakterif je, tim vice
se jich zase pfida. Exponencidlni rust se tedy vyznacuje tim, ze malé piirustky ¢asu zpusobi mnohem
rychlejsi rust nebo pokles vysledné hodnoty, coz muze v pfirodé rychle vést k obrovskym zmeéndm v
poctu organismu nebo koncentraci latek.

Nésledujici tabulka ilustruje exponencialni rast po¢tu nové nakazenych osob pfi ruznych rychlostech
pfenosu ndkazy. Kazdy nakazeny béhem jednoho dne infikuje bud 5, 2, nebo 1 dalstho ¢lovéka, coZ
vede k dramaticky odlisnym narustum nakazenych v ¢ase. Prvni sloupec tabulky uvddi dny od zac¢dtku
sledovani, zatimco dalsi tfi sloupce ukazuji pocet nové nakazenych pro jednotlivé scénédfe pfenosu.
Tabulka zretelné ukazuje, jak rychlost sifeni ovliviiuje rust poctu nakazenych: ¢im vice osob nakazeny
infikuje, tim rychleji pocet nakazenych exponencidlné roste.

Den | 5 dalSich nakazenych | 2 dalsi nakazeni | 1 dalsi nakazeny
0 1 1 1
1 5 2 1
2 25 4 1
3 125 8 1
4 625 16 1
5 3125 32 1
6 15625 64 1
7 78125 128 1

Priklad: Modelovani poctu nové nakazenych virem
Zadani: Uvazujme model sifeni neznamého viru, kdy kazdy nakazeny béhem prvniho dne infikuje:

(a) 1 dalsi osobu,



(b) 2 dalsi osoby,

(c) 3 dalsi osoby,

a v nésledujicich dnech jiz nikoho nenakazi. V pondéli je zaznamenano 100 novych nakazenych. Kolik
nové nakazenych bude ve vsech tfech ptipadech v péatek?

Reseni

Tento model vychédzi z toho, Ze kazdy nakazeny infikuje béhem jednoho dne pouze omezeny pocet
dalsich osob, ¢imz vznika néasledujici pocet nakazenych v jednotlivé dny.

1) Pripad a) Kazdy nakazeny infikuje 1 dalsi osobu denné

Predpokladejme, ze v pondéli je 100 nové nakazenych. Kazdy z nich nakazi 1 dalsi osobu. Pocty
nakazenych v dalsich dnech jsou nasledujici:

Pondéli: 100

Utery: 100 x 1 =100

Stfeda: 100 x 1 = 100

Ctvrtek: 100 x 1 = 100

e Patek: 100 x 1 =100

Celkovy pocet nové nakazenych do patku:

100 + 100 + 100 + 100 + 100 = 500

2) Pripad b) Kazdy nakazeny infikuje 2 dalsi osoby denné

Kazdy nakazeny infikuje 2 dalsi osoby béhem prvniho dne:

Pondéli: 100

Utery: 100 x 2 = 200
Stifeda: 200 x 2 = 400

Ctvrtek: 400 x 2 = 800

Patek: 800 x 2 = 1600

Celkovy pocet nové nakazenych do patku:

100 + 200 + 400 + 800 + 1600 = 3100



3) Pripad c¢) Kazdy nakazeny infikuje 3 dalsi osoby denné

Kazdy nakazeny infikuje 3 dalsi osoby béhem prvniho dne:

Pondéli: 100

Utery: 100 x 3 = 300

Streda: 300 x 3 = 900

Ctvrtek: 900 x 3 = 2700

Patek: 2700 x 3 = 8100

Celkovy pocet nové nakazenych do patku:

100 + 300 + 900 + 2700 + 8100 = 12100

Zavér

Pocet nové nakazenych do patku bude zaviset na poctu osob, které kazdy nakazeny infikuje béhem
prvniho dne:

e Pii sifeni na 1 osobu denné: celkem 500 nové nakazenych.
e Pii sifeni na 2 osoby denné: celkem 3100 nové nakazenych.

e Pii sifeni na 3 osoby denné: celkem 12100 nové nakazenych.

Dalsi priklady Siteni nakazenych

Piiklad 1: V pondéli je zaznamenano 200 novych nakazenych. Kolik bude nakazenych v patek, kdyz
kazdy nakazeny infikuje béhem jednoho dne:

e (a) 1 osobu: ~ 1000
o (b) 2 osoby: ~ 6200
e (c) 3 osoby: ~ 24200

Piiklad 2: V pondéli je 50 nové nakazenych. Kolik bude nakazenych v patek, kdyz kazdy nakazeny
infikuje:

e (a) 2 osobu: = 1550
e (b) 3 osoby: = 6050
e (c) 4 osoby: = 17050



Priklad 3: V pondéli 10 novych nakazenych. Kolik bude nakazenych v nedéli, kdyz kazdy nakazeny
infikuje:

e (a) 3 osobu: ~ 10930
e (b) 4 osoby: ~ 54610
e (c) 5 osoby: & 195310

Priklad 4: V pondéli je 150 nakazenych. Kolik bude nakazenych v nedéli, kdyz kazdy infikuje:

e (a) 1 osobu: = 1050
e (b) 2 osoby: ~ 19050
e (c) 3 osoby: & 163950

Priiklad 5: V pondéli je zaznamenano 20 nové nakazenych. Kolik bude nakazenych v sobotu, kdyz
kazdy infikuje:

e (a) 2 osobu: = 1260
e (b) 3 osoby: ~ 7280
e (c) 4 osoby: = 27300

Priklad: Rist bakterialni populace

V biologii ¢asto pozorujeme exponencialni rust populaci mikroorganismu, napiiklad bakterii. Kazda
bakterie se pii déleni rozdéli na dvé nové bunky, coz vede k rychlému nartustu poc¢tu jedinca. Tento
model rustu vSak plati pouze v idedlnich podminkach, kde nejsou omezeny zdroje ani prostor. Tento
priklad je uziteény pro modelovani rustu bakterii v laboratornich podminkach nebo béhem prvnich
fazi infekce v organismu.

Zadani: Uvazujme genera¢ni dobu 30 minut, tedy kazda buika se rozdéli na dvé za 30 minut. Mame-li
na zacatku 5 bakterii, uréime, kolik jich bude po 24 hodinach, 10 hodindch a za tyden.
Reseni

Exponencidlni rust bakterii muzeme popsat vzorcem:
N = Ny-2"

kde:

e N je pocet bakterii po daném case,

e Ny je pocateéni pocet bakterii (zde Ny = 5),



e n je pocet déleni, ktery urcime jako %,
e ¢ je celkovy ¢as (v minutdch),

e T je generacni doba (¢as, za ktery dojde k jednomu déleni, zde T' = 30 minut).

1) Pocet bakterii po 10 hodinich

Celkovy ¢as t = 10 x 60 = 600 minut.

Pocet bakterii po 10 hodinach:

N =5-2%~ 5,2 x 10° bakteri

2) Pocet bakterii po 24 hodinich

Celkovy cas t = 24 x 60 = 1440 minut.

1440
— - 48
30

Pocet bakterii po 24 hodinéach:

N =5-2% ~ 1.4 x 10'° bakterif

3) Pocet bakterii po tydnu

Celkovy ¢as t = 7 x 24 x 60 = 10080 minut.

10080
— % 336
R

Pocet bakterii po tydnu:
N =5-2%6 ~ 7 x 10! bakterif

Zavér

Exponencidlni rust ukazuje dramatické zvySeni poctu bakterii v ¢ase. Po 24 hodindch bude pocet
bakterif pfiblizné 1,4 x 10'®, po 10 hodindch 5,2 x 109, a po tydnu zhruba 7 x 10'°'. Tento piiklad
ilustruje rychlost rustu bakteridlnich populaci pii konstantni genera¢ni dobé.

Dalsi priklady: Rust bakterialni populace

Piiklad 1: Kazda bunka bakterie se rozdéli na dvé kazdych 40 minut. Pokud na zacdtku méme 8
bakterii, kolik jich bude za 8 hodin, za 20 hodin a za 5 dni?

e Po 8 hodindch: ~ 32768



e Po 20 hodinich: ~ 8,6 x 10°
e Po 5 dnech: ~ 1,2 x 10%°

Priklad 2: Bakteridlni populace roste tak, ze kazdd buiika se déli na dvé kazdych 25 minut. Na pocdtku
je 6 bakterii. Kolik jich bude za 6 hodin, za 12 hodin a za 48 hodin?

e Po 6 hodinach: ~ 3072
e Po 12 hodindch: ~ 1,6 x 106
e Po 48 hodindch: ~ 2,8 x 1022

Priklad 3: Kazda bakterie se déli na dvé kazdych 50 minut. Pokud za¢neme s 10 bakteriemi, urcete
jejich pocet za 7 hodin, 16 hodin a za 3 dny.

e Po 7 hodinéch: ~ 14481
e Po 16 hodindch: ~ 1,7 x 103
e Po 3 dnech: =~ 3,3 x 1033

Piiklad 4: Populace bakterii se zdvojnasobi kazdych 20 minut. Na pocatku je 3 bakterii. Kolik jich
bude za 4 hodiny, 15 hodin a za 72 hodin?

e Po 4 hodinéch: ~ 192
e Po 15 hodindch: ~ 1,8 x 107
e Po 72 hodindch: ~ 9,7 x 1032

Priklad 5: Kazdd bakterie se rozdéli kazdych 35 minut. Na zac¢atku mame 12 bakterii. Kolik jich bude
po 9 hodinach, po 18 hodinach a za 2 dny?

e Po 9 hodinach: ~ 529229
e Po 18 hodinéch: ~ 2,3 x 1010
e Po 2 dnech: ~ 7,07 x 10%°

Priklad: Modelovani riustu populace

Ukéazeme si model, ktery popisuje rust populace vyssich organismiu, naptiklad zvitat nebo rostlin. Rust
populace v piirozeném prostiedi obvykle sleduje exponencidlni trend, kdy se pocet jedinct zvysuje tim
vice, ¢im vétsi je puvodni pocet (diky mnozeni a imigraci). Tento exponencidlni model je viak ome-
zeny, protoze populace brzy narazi na environmentalni limity, jako jsou nedostatek potravy, predatofi,



choroby nebo omezeny prostor. V biologii se proto exponencidlni rust vyuzivd hlavné pro predikci
rustu populaci v ranych fazich, pred dosazenim kapacity prostiedi.

Zadéani: Populace zvitat v chranéném uzemi roste exponencidlné s mirou rustu & = 0,08 denné. Na
zaCatku méfeni je populace 100 zvirat. Urcete pocet zvifat za 30 dni, za 90 dnf a za pul roku (180 dni).

Reseni

Exponencidlni rust muzeme popsat vzorcem:
N =Ny - et

kde:

e N je pocet jedincu po uplynuti ¢asu t,
e Ny je pocatecni velikost populace (zde No = 100),

e k je mira rustu (zde k = 0,08),

t je celkovy cas (v dnech).

1) Pocet jedincu po 30 dnech

Dosadime ¢t = 30 dni:
N =100 - %9830 =100 - €*? ~ 1102 jedincit

2) Pocet jedinci po 90 dnech

Dosadime ¢t = 90 dni:
N =100 %989 =100 - ¢"? ~ 133943 jedinci

3) Pocet jedincu po pul roce (180 dni)
Dosadime ¢ = 180 dni:

N =100 298180 — 100 . 4% ~ 1,8 - 10® jedincn
Zaveér

Tento priklad ukazuje, jak rychle muze populace rust diky exponencidlnimu rastu s konstantni mirou
rustu.



Dalsi priklady modelovani ristu populace

Priklad 1: Populace rostlin v lese roste s koeficientem rastu & = 0,06 denné. Pokud na zacatku méteni
je populace 200 rostlin, urcete pocet rostlin za 15 dni, za 45 dni a za 100 dni.

e Po 15 dnech: =~ 492 rostlin
e Po 45 dnech: ~ 2976 rostlin
e Po 100 dnech: =~ 80686 rostlin

Priiklad 2: Populace kraliku roste s mirou & = 0,05 denné. Na zacatku pozorovani je 80 kraliku. Kolik
jich bude po 10 dnech, po 30 dnech a po 60 dnech?

e Po 10 dnech: ~ 132 kraliku
e Po 30 dnech: ~ 359 kraliku
e Po 60 dnech: ~ 1607 kraliku

Priiklad 3: V nadrzi s rybami populace roste s koeficientem k = 0,04 denné. Pokud je na zacatku 150
ryb, kolik jich bude za 25 dni, za 60 dni a za 120 dni?

e Po 25 dnech: ~ 408 ryb
e Po 60 dnech: ~ 1653 ryb
e Po 120 dnech: = 18226 ryb

Piiklad 4: Kolonie hmyzu roste s mirou £ = 0,07 denné. Na zac¢atku mame 30 jedincu. Urcete jejich
pocet za 40 dni, 90 dnf a za 200 dni.

e Po 40 dnech: =~ 493 jedincu
e Po 90 dnech: =~ 16337 jedincu
e Po 200 dnech: =~ 3,6 - 107 jedinct

Priklad: Polocas rozpadu radioaktivniho izotopu v lékarstvi

Radioaktivni izotopy se bézné pouzivaji v nukledrni mediciné, napiiklad pro diagnostické zobrazovani
nebo 1é¢bu. Kazdy izotop mé svij vlastni polcas rozpadu, coz je doba, za kterou se rozpadne polovina
mnozstvi latky. Tento biologicky model ukazuje, jak rychle se mnozstvi izotopu v téle snizuje vlivem ra-
dioaktivniho rozpadu. Vypocet zbytkového mnozstvi izotopu v ¢ase je dulezity pro stanoveni bezpecéné
a ucinné davky léku a pro sledovani hladiny zéfeni, kterd zustdva v téle pacienta. Timto zpusobem se
predchazi nadmérnému vystaveni zareni a optimalizuje se efekt 1é¢by nebo diagnostiky.

Zadani: Radioaktivni izotop s poloctasem rozpadu T}/, = 5 hodin se pouzivd v lékaistvi. Na zacdtku
je v téle pacienta 200 mg této latky. Kolik mg zustane po 10 hodinach, po 20 hodinach a po 2 dnech
(48 hodinéch)?



Reseni

Pro vypocet zbylé latky po ¢ase t pouzijeme vzorec:

t

1\ Tz
N:NO.<2) 1/2

kde:

e N je mnozstvi latky po Case ¢,
e Ny je pocateéni mnozstvi latky (zde Ny = 200 mg),

e T2 je polotas rozpadu (zde Ty/5 = 5 hodin).

1) Mnozstvi latky po 10 hodinach

Dosadime ¢t = 10 hodin:
1
N=200-(=

2) Mnozstvi latky po 20 hodinich

alz

2
1
=200 - (2> =200-0,25 = 50 mg

Dosadime ¢t = 20 hodin:
1
N=200-(=

3) Mnozstvi latky po 48 hodindch

V)
=}

o

4
1
=200 - (2> =200-0,0625 = 12,5 mg

Dosadime t = 48 hodin:

48
5

1 5
N =200 (2) ~ 0,2577 mg

Zavér

Po 10 hodinach zustane v téle pacienta piiblizné 50 mg latky, po 20 hodinach 12,5 mg a po 48 hodinach
priblizné 0,258 mg. Tento piiklad ukazuje exponencialni pokles mnozstvi latky vlivem radioaktivniho
rozpadu.

Dalsi priklady pro polocas rozpadu

Priklad 1: Radioaktivni ldtka s polotasem rozpadu T/, = 6 hodin. Na pocétku je v téle pacienta 300
mg této latky. Urcete mnozstvi latky po 12 hodinéch, 24 hodinach a 36 hodinach.



e Po 12 hodinéch: =~ 75 mg
e Po 24 hodinach: ~ 18,75 mg
e Po 36 hodinich: ~ 4,69 mg

Priklad 2: Radioaktivni izotop s polocasem T7,, = 4 hodiny. Na zacdtku je v téle pacienta 150 mg.
Urcete zbylé mnozstvi latky po 8 hodinédch, 16 hodinach a 32 hodinach.

e Po 8 hodinach: ~ 37,5 mg
e Po 16 hodinach: ~ 9,38 mg
e Po 32 hodinach: ~ 0,59 mg

Priklad 3: Radioaktivni latka s polocasem 77 /o = 10 hodin. Poc¢atecni mnozstvi v téle pacienta je 500
mg. Kolik mg latky ztstane po 10 hodinach, 30 hodindch a 50 hodinéch?

e Po 10 hodinach: ~ 250 mg
e Po 30 hodinach: ~ 62,5 mg
e Po 50 hodinach: ~ 15,63 mg

Priklad 4: Radioaktivni izotop s polocasem T, = 8 hodin, pocdtetni mnozstvi v téle je 80 mg.
Urcete mnozstvi latky po 16 hodinach, 40 hodinach a 64 hodinach.

e Po 16 hodinach: =~ 20 mg
e Po 40 hodinach: =~ 2,5 mg
e Po 64 hodinach: ~ 0,31 mg

Priklad 5: Radioaktivni ldtka s polotasem T7,, = 3 hodiny. Pocdtecni mnozstvi je 100 mg. Urcete
zbylé mnozstvi latky po 6 hodinach, 9 hodinach a 15 hodinéch.

e Po 6 hodinach: ~ 25 mg
e Po 9 hodindch: =~ 12,5 mg
e Po 15 hodinach: = 3,13 mg

Priklad: Mutace a evoluce

Mutace a evoluce jsou procesy, které se v biologii daji matematicky modelovat pomoci exponencidlnich
funkci, zejména pii sledovani nérustu genetickych zmén v populaci organismu v ¢ase. V nékterych
pripadech muze byt rychlost hromadéni mutaci imérna poctu existujicich mutaci, coz je situace vhodna
pro exponencialni modelovani.
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Priklad: Hromadéni mutaci v bakterialni populaci

Zadéni: Uvazujme populaci bakterii, ve které dochdz{ k mutacim s konstantn{ mirou m = 0,01 (tedy
1% bakterif zmutuje za jednotku ¢asu). Na zac¢dtku je 100 bakterii bez mutaci. Kolik mutovanych
bakterii bude pfitomno po 20 ¢asovych jednotkach?

Resent:
Exponencialni rust mutovanych bakterii lze popsat rovnici:
Ny, = Np - €™

kde:

N,, je pocet mutovanych bakterii po case t,
e Ny je pocateéni pocet bakterii (zde Ny = 100),
e m je mira mutace (zde m = 0,01),

e t je Cas.

Po dosazeni t = 20 ziskame:
N,, =100 %0120 = 100 - %2 ~ 122,14

Po 20 ¢asovych jednotkéach tedy bude v populaci ptriblizné 122 bakterii s mutaci.

Dalsi priklady pro hromadéni mutaci

1. Mira mutace je m = 0,015 a pocate¢ni populace je 200 bakterii.

Po 10 ¢asovych jednotkach bude pocet mutovanych bakterii pfiblizné 232.

2. Mira mutace je m = 0,02 a pocatecni populace je 50 bakterii.

Po 15 ¢asovych jednotkach bude pocet mutovanych bakterii priblizné 67.

3. Mira mutace je m = 0,005 a pocatecni populace je 300 bakterii.

Po 25 ¢asovych jednotkich bude pocet mutovanych bakterii pfiblizné 340.

4. Mira mutace je m = 0,03 a pocatecni populace je 150 bakterii.

Po 8 casovych jednotkach bude poc¢et mutovanych bakterii priblizné 191.

5. Mira mutace je m = 0,01 a pocateéni populace je 400 bakterii.

Po 30 ¢asovych jednotkich bude pocet mutovanych bakterii pfiblizné 540.

Priklad: Endokrinologie

V endokrinologii se exponencidlni a logaritmické funkce ¢asto pouzivaji k popisu zmén koncentrace
hormonu v krvi, zejména pii jejich uvoliiovani a odbourdavéni. Tento proces lze modelovat jako expo-
nencidlni ndrust (uvoliiovdn{ hormonu) nebo pokles (odbourdvéni).
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Piiklad: Pokles koncentrace hormonu v krvi

Zadéni: Po stresové reakci se v krvi uvolni 100 ng/ml hormonu kortizolu. Koncentrace kortizolu klesa
s polocasem T' 5 = 4 hodiny. Kolik kortizolu zistane po 12 hodinach?

Resent:
Pro vypocet zbyvajictho mnozstvi hormonu po ¢ase t pouzijeme vzorec:

1\ 7z
o=a(3)"

kde:

C' je konecnd koncentrace hormonu po case t,

o () je pocatecni koncentrace hormonu (zde Cy = 100 ng/ml),

T/ je polocas hormonu (zde T;/, = 4 hodiny),

t je celkovy cas.

Po dosazen{ hodnot ¢ = 12 a T}/, = 4 dostaneme:

12 3
1\ ¢ 1
C =100- (2> =100 - (2) =100-0,125 = 12,5ng/ml

Po 12 hodindch tedy zustane piiblizné 12,5 ng/ml kortizolu v krvi.

Dalsi priklady pro pokles koncentrace hormonu

1. Pocétecni koncentrace Cp = 80 ng/ml, polocas T}/ = 3 hodiny.

Po 9 hodindch bude koncentrace pfiblizné 10 ng/ml.

2. Pocatecni koncentrace Co = 120 ng/ml, polocas T} /o = 5 hodin.

Po 10 hodindch bude koncentrace pfiblizné 30 ng/ml.

3. Pocatecni koncentrace Cy = 200 ng/ml, polocas T}/, = 2 hodiny.
Po 6 hodindch bude koncentrace pfiblizné 25 ng/ml.

4. Pocatecni koncentrace Cy = 150 ng/ml, polocas T} /5 = 6 hodin.
Po 18 hodindch bude koncentrace piiblizné 18,75 ng/ml.

5. Pocatecni koncentrace Cy = 90 ng/ml, polocas T}/, = 8 hodin.

Po 16 hodindch bude koncentrace pfiblizné 22,5 ng/ml.

Priklad: Zména pH pudy

pH pudy je dulezitym faktorem ovliviiujicim dostupnost zivin pro rostliny a aktivitu pudnich mik-
roorganismu. Pudni pH ovliviiuje chemické slozeni pudy, rozpustnost minerdlu a schopnost rostlin
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absorbovat ziviny. Napiiklad kyseld puda (pH pod 7) muze omezit pfistup k Zivindm, jako je fos-
for, zatimco zdsaditd puda (pH nad 7) muze zpomalit rust rostlin kvili snizené dostupnosti zeleza a
manganu. Zmény pH probihaji logaritmicky, coz znamend, ze pokles pH o 1 jednotku odpovidd de-
setindsobnému nartistu koncentrace iont vodiku (HT) v pudeé. Pochopeni této logaritmické zmény je
klicové pii tpravach pH pudy hnojivy nebo pii monitorovani vlivu kyselych destt na ekosystémy.

Zadani: Puda méa pH 6. Aplikaci kyselého hnojiva se snizi pH na 5,5. O kolik se zménila koncentrace
ionta H' v pudé?

Reseni
1. Koncentrace ionttt H' se vypocitd podle vzorce [H] = 107PH,

2. Pfed zménou pH byla koncentrace ionttt H*:

[Ht]ptea = 107 =1 x 10~% mol/1

3. Po zméné pH na 5,5 je koncentrace ionttt H':

[H]po = 1075 = 3,16 x 10~ % mol/1

4. Zména koncentrace ionttt HT:

AHY] = [Hpo — [H ] prea 2 3,16 x 1075 — 1 x 1075 = 2,16 x 105 mol/1

Zavér

Pokles pH pudy z 6 na 5,5 zvysil koncentraci iontd H o pfiblizné 2,16 x 10~6 mol/l; coz znamend
zvyseni kyselosti pudy.

Dalsi priklady zmény pH pudy
Priklad 1: Puda ma pH 5, které se po aplikaci kyselého desté snizi na 4,5.

e Zména koncentrace H': ~ 2,16 x 107° mol/I

Priklad 2: pH pudy je 7 a po aplikaci hnojiva klesne na 6,2.

e Zména koncentrace HT: =~ 5,30 x 10~7 mol/1

Piiklad 3: pH pudy klesne z 6,5 na 5,7 po aplikaci kyselého hnojiva.

e Zména koncentrace H': =~ 1,7 x 1075 mol/1
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Priklad 4: Puda s pH 5,8 ma po aplikaci desté pH 5,3.

e Zména koncentrace H': ~ 3,4 x 10~ mol/1

Piiklad 5: pH pudy se zméni z 6,8 na 6,0 po pouziti specifického hnojiva.

e Zména koncentrace H': ~ 8,4 x 10~ mol/1
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2 Logaritmické funkce v biologii

na pfipadné chyby mé prosim upozornéte

Vypocet doby riastu bakterialni populace pomoci logaritmu

Jiz jsme se seznamili s exponencidlnim ristem bakteriglni populace pomoci vzorce N = Ny - 2¢/T, kde
Ny je pocatecni pocet bakterii, ¢ je ¢as rustu a T je generaéni doba (¢as potfebny k zdvojndsobeni
populace). Tento vzorec popisuje rychly rust bakteridln{ populace v idedlnich podminkéch.

Nyni pouzijeme tento vztah k opatnému vypoctu: pomoci logaritmu spocitdame dobu ¢, za kterou
populace dosdhne urcitého poctu bakterii, pokud zname pocateéni pocet bakterii a genera¢ni dobu 7.

N
0

Muzeme jednoduse vyjadrit ¢:

kde:

e N je kone¢ny pocet bakterii,
e Ny je poCatecni pocet bakterii,

e T je generacni doba.

Priklad 1: Vypocet doby potiebné k dosazeni 10 miliont bak-
terii

Zadani: Bakteridlni populace ma pocatecni velikost Ny = 500 bakterii a generac¢ni dobu T = 2 hodiny.
Za jak dlouho bude populace ¢itat 10 miliona bakterii?

Reseni

Pouzijeme vzorec:

N
0

10000 000

Dosadime hodnoty:

; o 4 10000000 _
1. Nejprve vypocitame podil =g = 20 000.

2. Poté urc¢ime logaritmus:
log,(20000) =~ 14,29

3. Nakonec vypocitame dobu:
t =2-14,29 ~ 28,58 hodin
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Zavér

Za ptiblizné 28,6 hodin dosahne bakteridlni populace 10 milionu bakterii.

Priklad 2: Vypocet doby potiebné k dosazeni 5 miliont bakterii

Zadani: Bakteridlni populace mé pocatecni velikost Ny = 1000 bakterii a generaéni dobu 7" = 1,5
hodiny. Za jak dlouho bude populace ¢itat 5 milionu bakterii?

Reseni

Pouzijeme vzorec:

N
0

5000000
1000

Dosadime hodnoty:
t=1,5-log, (

50000

1. Nejprve vypocitame podil TOOO = 5000.

2. Poté urcime logaritmus:
log,(5000) ~ 12,29

3. Nakonec vypocitame dobu:
t=1,5-12,29 ~ 18,44 hodin

Zavér

Za ptiblizné 18,4 hodin doséhne bakteridlni populace 5 milionu bakterii.

Dalsi priklady

Piiklad 1: Pocatecni populace je Ny = 200 bakterii a generac¢ni doba T' = 2,5 hodiny. Za jak dlouho
populace dosdhne 2 milionu bakterii?

e Cas t ~ 33,2 hodin

Priiklad 2: Pocdtec¢ni populace je Ny = 1000 bakterii a generac¢ni doba 7' = 2 hodiny. Za jak dlouho
populace dosdhne 8 milionu bakterii?

e Cas t ~ 25,9 hodin
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Priklad 3: Pocédtecni populace je Ny = 500 bakterii a generac¢ni doba T' = 1,8 hodiny. Za jak dlouho
populace dosdhne 1 milionu bakterii?

e Cas t ~ 19,7 hodin

Piiklad 4: Pocatecni populace je Ny = 250 bakterii a genera¢ni doba T' = 3 hodiny. Za jak dlouho
populace dosdhne 3 milionu bakterii?

e Cas t ~ 40,7 hodin

Piiklad 5: Pocatecni populace je Ny = 1500 bakterii a genera¢ni doba T'= 1,5 hodiny. Za jak dlouho
populace dosdhne 7 milionu bakterii?

e Cas t ~ 18,3 hodin

Vypocet doby ristu populace

Uz jsme se seznamili s exponencialnim riistem populace pomoci vzorce N = Ny-e*t, kde Ny je pocatecni
pocet jedinct, t je ¢as a k je mira rustu. Tento vzorec se ¢asto pouziva k modelovani rustu populace
zvitat, rostlin nebo mikroorganismu za idealnich podminek.

Logaritmickd funkce ndm umoziniuje zjistit, za jak dlouho populace dosdhne urcité velikosti. Pokud
zname pocatecéni velikost populace, rustovou miru k£ a cilovou velikost populace, muzeme vypocitat
dobu t pomoci nasledujiciho vzorce:

N

o k
kde:

e N je cilova velikost populace,
e Ny je pocatecni velikost populace,

e k je mira rustu.

Priklad 1: Vypocet doby potirebné k dosazeni 2000 jedincu

Zadéani: Populace zvitat roste s mirou rustu & = 0,08 denné. Na zacatku je populace Ny = 200 jedinc.
Za jak dlouho bude populace ¢&itat 2000 jedincu?

Reseni

Pouzijeme vzorec:



Dosadime hodnoty:

_ In(%00)

0,08

: i A 2000 _
1. Nejprve vypocitdme podil 555 = 10.

2. Poté urcime logaritmus:
In(10) = 2,303

3. Nakonec vypocitame dobu:
~ 2,303

0,08

~ 28,8 dnf

Zavér

Za ptiblizné 28,8 dni dosdhne populace 2000 jedinc.

Dalsi priklady

Priklad 1: Populace zvifat ma pocatecni velikost Ny = 150 jedinct a miru rustu k& = 0,06 denné. Za
jak dlouho populace doséhne 3000 jedincu?

e Cast~ 49,9 dni

Priiklad 2: Pocateéni populace je Ny = 250 jedincu a mira rustu & = 0,07 denné. Za jak dlouho
populace dosdhne 1500 jedincu?

e Cast~ 25,6 dnf

Piiklad 3: Poc¢dtecni populace je Ng = 400 jedincu a mira rustu k& = 0,1 denné. Za jak dlouho populace
dosdhne 8000 jedincu?

e Cas t ~ 30 dnf

Priiklad 4: Populace zvitat za¢ind s Ny = 120 jedinci a roste s mirou & = 0,09 denné. Za jak dlouho
populace dosdhne 2000 jedincu?

e Cast~ 31,3 dni

Piiklad 5: Pocateéni populace je Ny = 500 jedincu a mira rustu & = 0,08 denné. Za jak dlouho
populace doséhne 4000 jedincu?

e Cas t ~ 26 dnf
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Priklad: Rist bakterialni populace dvou typu

Zadani: Uvazujme bakteridlni populaci typu A s generacni dobou 2 hodiny a bakteridlni populaci
typu B s generacni dobou 3 hodiny. Pfedpokladdame plynulé rozmnozovani.

(a) Jak se zméni pocty bakterif obou typtu za 1 hodinu?

(b) Za jak dlouho se poéty bakterii obou typu vyrovnaji, pokud je na zac¢dtku bakterii typu B o
polovinu vice nez bakterii typu A?

(¢) Kolikrat se zveétsil pocet bakterii typu A do doby, nez se poéty obou typu vyrovnaly?

Reseni
a) Zména poétu bakterii obou typu za 1 hodinu
Pro exponencilni rist bakterif plati vzorec N = Ny - 2t/ kde:

e N je pocet bakterii po case t,
e Ny je pocatecni pocet bakterii,

e T je generacni doba.
Za 1 hodinu:

e Typ A (T =2 hodiny): N = Ny -2'/2 = Ny -v2~ 1,41 N
e Typ B (T = 3 hodiny): N = Ny - 2/3 ~ 1,26 Ny

b) Doba do vyrovndni poctu bakterii obou typu

Pocétecni pocet bakterii typu B je o polovinu vétsi nez pocet bakterii typu A, tedy No(B) = 1,5 Ng(A).
Po case t se oba poc¢ty vyrovnaji:

No(A) -2t/ = Ny(B) - 2¢/3
Dosazenim No(B) = 1,5 No(A):
No(A) - 242 = 1,5 Ny(A) - 2/3

Zjednodusenim:
212 =15.2!/%
2t/27t/3 — 175
2t/6 =15
Po logaritmovani:
t
i log, 1,5

t =~ 3,5 hodin

Pocty bakterii se vyrovnaji za 3,5 hodiny.
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c) Kolikrat se zvétsil pocet bakterii typu A do vyrovnani?

Pocet bakterii typu A po t = 3,5 hodinéch:
Na = Ny(A)-23°/2 ~ 34 Ny(A)

Pocet bakterii typu A se do vyrovnani poctu zvétsil 3,4x.

Zaveér
Do doby vyrovnani se pocty bakterii typu A a B méni takto:

e (a) Za 1 hodinu se pocet bakterif typu A zvysi na ~ 1,41ndsobek a pocet bakteri{ typu B na
~ 1,26nasobek.

e (b) Pocty bakterif se vyrovnaji po ptiblizné 3,5 hodinéch.

e (c) Do této doby se pocet bakterii typu A zvétsi priblizné 3,4krét.

Dalsi priklady riastu bakterialnich populaci

Piiklad 1: Typ A mé generaéni dobu 1,5 hodiny a typ B 2 hodiny. Na poc¢dtku je bakterii typu B
dvakréat vice nez typu A.

e (a) Po 1 hodiné: ~ 1,59 (A), ~ 1,41 (B)
e (b) Vyrovnani: = 6 hodin

e (c) Zvyseni typu A: =~ 16ndsobek

Priklad 2: Typ A s genera¢ni dobou 2,5 hodiny, typ B s genera¢ni dobou 3,5 hodiny. Na pocatku je
bakterii typu B tfikrat vice nez typu A.

e (a) Po 1 hodiné: =~ 1,32 (A), =~ 1,22 (B)
o (b) Vyrovnéni: ~ 13,9 hodin

e (c) Zvyseni typu A: & 47 2nésobek

Piiklad 3: Typ A s genera¢ni dobou 1,8 hodiny a typ B s generacni dobou 2,8 hodiny. Pocatecni
pocet bakterii typu B je 1,5ndsobkem poc¢tu bakterii typu A.

e (a) Po 1 hodiné: ~ 1,47 (A), ~ 1,28 (B)
e (b) Vyrovndni: = 2,9 hodin

e (c) Zvyseni typu A: =~ 3,1ndsobek
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Priklad 4: Typ A ma genera¢ni dobu 2 hodiny, typ B 3 hodiny. Po¢atecni pocet bakterii typu B je o
polovinu vice nez typu A.

e (a) Po 1 hodiné: ~ 1,41 (A), ~ 1,26 (B)
e (b) Vyrovnédni: ~ 3,51 hodin

e (c) Zvyseni typu A: = 3,38ndsobek

Priklad 5: Typ A méa genera¢ni dobu 1 hodinu, typ B 1,5 hodiny. Na pocatku je bakterii typu B
dvakrat vice nez typu A.

e (a) Po 1 hodiné: ~ 2 (A), ~ 1,59 (B)
e (b) Vyrovnéni: ~ 3 hodin

e (c) Zvyseni typu A: ~ 8ndsobek

Priklad: Logaritmicky vypocet pH

pH je méfitkem kyselosti nebo zasaditosti roztoku, pficemz vyjadiuje koncentraci iontt vodiku (H™)
v roztoku. Hodnota pH se vypoéita podle vztahu pH = — log[H "], kde [H] je koncentrace vodikovych
iont v mol/l. Niz&f hodnoty pH znacf kyselejsi roztoky (vysoks koncentrace H™), zatimco vyssi hod-
noty pH zna&i zésaditéjsi roztoky (nizké koncentrace HT). Tento logaritmicky vipocet je nezbytny v
biologii, protoze mnoho biochemickych procesi, jako je aktivita enzymu, transport iontt pres bunéénou
membranu a rovnovaha vnitiniho prostiedi organismu, je citlivd na pH. Napiiklad pH lidské krve se
pohybuje mezi 7,35 a 7,45; jakdkoli odchylka mimo tento rozsah muze vést k zdvaznym zdravotnim
problémum.

Zadani: Urcete pH vodného roztoku kyseliny chlorovodikové (HCl) s koncentraci ¢ = 0,002 mol/1.
Vypocitejte bez kalkulacky, vite-li, ze log(2) = 0, 3.

Reseni
Pro vypocet pH pouzijeme vztah:

pH = —log[H]

kde [H'] je koncentrace iont@ vodiku, v tomto pifpadé rovna koncentraci kyseliny, tedy [H'] =
0,002 mol/1.

1. PrepiSeme koncentraci do védeckého zapisu:

[H] = 0,002 =2-10"%mol/1

2. Dosadime do vzorce:
pH = —log(2-107?)

3. Rozdélime na dvé ¢asti:

pH = —(log2 +1og107?) = —(0,3-3)=3-0,3 =27
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Zavér

pH tohoto roztoku je 2,7, coz znamena, ze roztok je kysely.

Dalsi priklady logaritmického vypoctu pH

Uvazujte log(2) = 0,3, log(3) =0, 5.

Priklad 1: Vodny roztok kyseliny sirové (H2S504) s koncentraci ¢ = 0,001 mol/1.

e pH~3

Piiklad 2: Roztok kyseliny octové (CH3COOH) s koncentraci ¢ = 0,0004 mol/1.

e pH =~ 34

Priklad 3: Vodny roztok kyseliny dusiéné (HNOs) s koncentraci ¢ = 0,006 mol/1.

e pH =~ 22

)

Piiklad 4: Roztok kyseliny fosforecné (HsPO4) s koncentraci ¢ = 0,0002 mol/1.

e pH =~ 3,7

Piiklad 5: Roztok kyseliny mlééné s koncentraci ¢ = 0,009 mol/1.

e pH~2
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