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Jednotlivé kapitoly (¢asti) této studijni opory jsou zpracovany dvojim ¢i vlastné trojim zpiso-
bem. V nékteré kapitole je probirand latka v textu pfimo vylozena a vyklad je doplnén nékolika
cvicenimi. Jindy je ¢tenéfi (studentovi) po kratkém tivodu do problematiky uloZeno, kde a co
presné ma nastudovat. Nékdy dokonce tento tivod do problematiky chybi a c¢tenari je primo



ulozeno samostudium, avsak takto postupuji pouze v tom pfipadé, kdy c¢tenare odkazuji na
svij studijni text [3]. Nékdy nasleduji dalsi doporuceni, naptiklad co dalsiho by bylo dobré si
precist. Ve vétsiné piipadi je ulozeno studium z textu [3]:

Martin Kuril: Zdklady algebry.
https://kma.ujep.cz/administrace/uploads/85ac80c.pdf

Jde o studijni text, ktery je zatim ve fazi pripravy, avsak nékteré kapitoly jsou jiz hotové,
napiiklad je hotova celd ¢ast vénovand grupam (pochopitelné, i hotové ¢asti jesté mohou byt
zménény — hlavné budou opravovany ptipadné chyby). Text je vhodny pro samostudium a jako
studijni opora (nejen) pro studenty distanéni a kombinované formy studia. Vyklad je veden ve
volném tempu a je provazen mnoha priklady. Ditkazy tvrzeni a vét jsou az nezvykle podrobné.
Vyhodou také jisté je, ze studijni text je volné dostupny na internetu, a to na mé strance na
strankach Katedry matematiky Piirodovédecké fakulty UJEP.

Ve ttech piipadech je ¢tenaii uloZeno studium z vysokoskolské uéebnice [1]:

Jaroslav Blazek, Milan Koman, Blanka Vojtaskova: Algebra a teoretickd aritmetika, II. dil.
Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1985.

Jde sice o knihu starsi, avSak stale (jak se domnivdm) dobfe dostupnou — napiiklad Vé-
deckd knihovna UJEP ma ve svém fondu celkem 11 exemplait této ucebnice (stav ke dni
30.10.2020). Kniha byla v roce 1985 vydana jako celostatni vysokoskolskd uéebnice pro studenty
matematicko-fyzikalnich, pfirodovédeckych a pedagogickych fakult studijniho oboru Ucitelstvi
vseobecné vzdélavacich predméti aprobacniho pfedmétu matematika.

Ve dvou piipadech je ¢tenafi ulozeno studium z knihy (skript) [5]:

David Stanovsky: Zaklady algebry. matfyzpress, Praha, 2010.

Je to moderni text, ktery byl sepsan jako uc¢ebni pomtcka k ivodnimu kursu obecné algebry
na MFF UK. Skripta obsahuji mnoho piiklad (nikoli cvic¢eni) a aplikaci mimo abstraktni
algebru.

V jednom pfipadé je ¢tenafi ulozeno studium z textu [2]:

Martin Kurtil: Linedrni algebra. Studijni text.
https://kma.ujep.cz/administrace/uploads/144f052.pdf

Jedna se o prepis poznamek, na jejichz zakladé jsem nékolikrat prednésel linearni algebru
na UJEP. Latku probiranou v tomto studijnim textu lze samoziejmé najit v mnoha ucebnicich
a knihach vénovanych linedrni algebie. Vyhodou samoziejmé je, Ze tento studijni text je volné
dostupny na internetu na mé strance na strankach Katedry matematiky Ptrirodovédecké fakulty
UJEP.

Je jasné, ze budete také potrebovat tlohy k procviceni probirané latky. Zde v této studijni
opofe najdete fadu cviceni, a to predevsim v téch kapitolach, ve kterych je latka primo vylozena.



Pted chvili jsem uvedl, Ze bude ulozeno samostudium ze ¢tyt vyse uvedenych textt. Z nich se
ulohy k procviceni vyskytuji pouze v ucebnici [1]. Kde vzit dalsi cviceni (tlohy)? Jisté vam
tlohy d& piimo vas vyucujici nebo vam doporué¢i konkrétni (doufejme, Ze dobie dostupné)
zdroje tloh. Ja vam rozhodné doporuc¢uji sbirku [4]:

David Stanovsky: Priklady z algebry. Pracovni verze sbirky pfikladi k zakladni prednasce z
obecné algebry.
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“stanovsk/vyuka/sbirka.pdf

Ve sbirce najdete celkem 741 tloh. K nékterym jsou na konci uvedeny navody, k mnohym
jsou uvedena Teseni. Shirka je volné dostupné na internetu na strankach jejiho autora.
Existuji také dalsi dobré a rozsahlé sbirky tuloh z algebry, naptiklad

A. K. Faddejev, J. S. Sominskij: Zbierka tuloh z vyssej algebry. ALFA, Bratislava 1968.

Jde o slovensky preklad z ruského originalu. Sbirka obsahuje 1184 cviceni a také navody a
vysledky k vétsiné uvedenych prikladii. Bohuzel se vSak k této sbirce pravdépodobné dostanete
jen s velkymi obtizemi, napiiklad ve fondu Védecké knihovny UJEP se nachéazi pouze jediny
vytisk.

Nékteri z vas mozna radi ¢tou anglicky psanou literaturu. Tém mohu doporucit nasledujici
text — jednak je dobry, jednak se k nému snadno dostanete:

Frederick M. Goodman: Algebra: abstract and concrete. Edition 2.6. SemiSimple Press, Iowa
City, TA, 2015.
https://homepage.divms.uiowa.edu/~goodman/algebrabook.dir/book.2.6.pdf

Text poskytuje diikladny tvod do abstraktni algebry. Kniha se vénuje tématiim grupy,
okruhy, télesa. Kniha obsahuje spoustu cviceni. Prvni a druhé vydani textu bylo publikovano
nakladatelstvim Prentice-Hall. Soucasna verze je volné dostupné na internetu na strankach
autora knihy.

Prosim ¢tenare, aby vzal v itvahu, Ze toto je prvni verze studijni opory — v budoucnu bude
jesté opravovana, upravovana, vylepSovana.

Jednotlivé ¢iselné obory budeme znacit nasledovné:

e N — mnozina vSech pfirozenych ¢isel, N = {0,1,2,3,...}
e 7 — mnozina vSech celych ¢isel, Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

e Q - mnozina vsech raciondlnich ¢cisel, Q = {¢| a,b € Z,b # 0}

R — mnozina vSech realnych c¢isel

C — mnozina vSech komplexnich ¢isel, C = {a + bi| a,b € R}



Pripomenme: Pro mnoziny A, B zapis A C B znamena, ze mnozina A je podmnozinou
mnoziny B (tedy: pro kazdy prvek z € A plati, Ze © € B). Zapis A C B znamend, ze A C B a
soucasné A # B.

Plati:

)cNCcZcQcRcC
Také budeme pouzivat nasledujici znaceni:
e 77 — mnozina vSech kladnych celych ¢isel, Zt = {x € Z| x > 0}
e 7~ — mnozina vSech zépornych celych ¢isel, Z~ = {zx € Z| x < 0}
e Q" — mnozina vSech kladnych raciondlnich éisel, Qt = {x € Q| x > 0}
e Q7 — mnozina v8ech zapornych racionélnich ¢isel, Q~ = {x € Q| = < 0}
e R* — mnozina vSech kladnych redlnych ¢isel, Rt = {x € R| z > 0}

e R~ — mnozZina vSech zapornych redlnych ¢isel, R~ = {z € R| = < 0}

2 Zakladni pojmy teorie grup

Na pocatku oddilu, vénovaného grupam, bych rad zminil knihu, do které by mohli nahlédnout
pripadni zajemci o hlubsi studium teorie grup. Zminuji se o ni mimo jiné proto, ze kniha je
psand Cesky a je volné dostupné na internetu. Jedna se o starsi knihu vynikajiciho ¢eského
matematika:

Otakar Bortivka: Zdklady teorie grupoidii a grup. Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd,
Praha, 1962.
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/401378

2.1 Definice grupy
Ukol. Prostudujte kapitolu 1.1 Definice grupy v [3].

2.2 Mocniny
Ukol. Prostudujte kapitolu 1.2 Mocniny v [3].

2.3 Homomorfismy

Ukol. Prostudujte kapitolu 1.3 Homomorfismy v [3].
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2.4

Ukol.

2.5

Ukol.

Podgrupy
Prostudujte kapitolu 1.4 Podgrupy v [3].

Souciny grup

Prostudujte kapitolu 1.5 Souciny grup v [3].

3 Priklady grup

3.1

Ukol.

3.2

Ukol.

3.3

Ukol.

3.4

Ukol.

3.5

Ukol.

3.6

Ukol.

3.7

Ukol.

Aditivni grupa okruhu
Prostudujte kapitolu 2.1 Aditivni grupa okruhu v [3].

Grupa jednotek okruhu
Prostudujte kapitolu 2.2 Grupa jednotek okruhu v [3].

Symetricka grupa
Prostudujte kapitolu 2.3 Symetrickd grupa v [3].

Alternujici grupa

Prostudujte kapitolu 2.4 Alternujici grupa v [3].

Obecna linearni grupa

Prostudujte kapitolu 2.5 Obecné linearni grupa v [3].

Grupa symetrii obrazce

Prostudujte kapitolu 2.6 Grupa symetrii obrazce v [3].

Kvaterniony

Prostudujte kapitolu 2.7 Kvaterniony v [3].



4 Lagrangeova véta a jeji dusledky

4.1 Lagrangeova véta

Ukol. Prostudujte kapitolu 3.1 Lagrangeova véta v [3].

4.2 Véty Fermatova a Eulerova

Ukol. Prostudujte kapitolu 3.2 Véty Fermatova a Eulerova v [3].

5 Cyklické grupy

5.1 Popis vsech cyklickych grup
Ukol. Prostudujte kapitolu 4.1 Popis vsech cyklickych grup v [3].

5.2 Podgrupy cyklickych grup
Ukol. Prostudujte kapitolu 4.2 Podgrupy cyklickych grup v [3].
6 Zakladni pojmy teorie okruhti

6.1 Definice okruhu
Ukol. Prostudujte kapitolu 8.1 Definice okruhu v [3].

6.2 Homomorfismy

Ukol. Prostudujte kapitolu 8.2 Homomorfismy v [3].

6.3 Podokruhy a idealy
Ukol. Prostudujte kapitolu 8.3 Podokruhy a idealy v [3].
7 Priklady okruhu

7.1 Okruh kvadratickych celych ¢isel
Ukol. Prostudujte kapitolu 9.1 Okruh kvadratickych celych &isel v [3].



7.2 Okruh zbytkovych trid

Pod néazvem ”okruh zbytkovych tiid”se skryvaji okruhy 7Z,,, s nimiz jste se jiz setkali v ¢asti 3.1
Aditivni grupa okruhu. Jak jiz vite (pravé z ¢asti 3.1), okruhy Z,, tésné souvisi s kongruencemi
modulo m v oboru integrity Z. V ¢asti 8.5 Poc¢itani modulo pak zaradite okruhy zbytkovych trid
do sirsiho ramce — v ¢asti 8.5 budete zkoumat pocitani modulo v libovolném oboru integrity.

Ukol. Prostudujte ¢ast 1.2 Operace na mnoziné ve studijnim textu [2]. Zopakujete si zakladni
fakta o kongruencich v Z a také o okruzich Z,,, a to véetné dukazi. Alternativné muzete
studovat paragraf 2 Kongruence v Z v kapitole XIV Délitelnost ve specialnich strukturach a
jeji uziti v knize [1] — najdete tam mnohem vice informaci.

7.3 Maticovy okruh

Matice jsou zakladnim matematickym objektem. Znéate je dobfe z Linearni algebry. Pokud si
chcete matice zopakovat, podivejte se napiiklad do studijniho textu [2] a projdéte si v ném
kapitolu 5 Matice (nad télesem).

Omezime se zde (stejné jako v textu [2]) pouze na matice nad télesem. Necht m,n jsou
kladné cela ¢isla. Mnozinu vSech matic typu (m,n) nad télesem 7" zna¢ime T,,, (v souladu s
[2]). Symbolem O zna¢ime nulovou matici, tj. matici, kterda ma vSechny prvky rovny 0 (kde 0
je neutralni prvek operace s¢itani v télese T').

Dobfe vite, Ze matice téhoz typu je mozno séitat (a jisté také vite jak). Je snadné ukazat
(udélejte si to jako cvifenil), Ze mnozina 7, ,, spolu s operaci s¢itani matic je komutativni grupa
s neutralnim prvkem O.

Necht m, n, p jsou kladna cela ¢isla. Pfipomenime si, ze pro vSechna A € T,,, a B € T},,, lze
vypocitat soucin A - B; pfitom bude AB € T, .

Pro libovolné dvé ctvercové matice stupné n nad télesem 7' lze tedy urcit jejich soucet i
soucin. Takze s¢itani matic a nasobeni matic jsou binarni operace na mnoziné 7, ,. Jiz jsme
hovorili o tom, Zze mnozina 7, ,, spolu s operaci s¢itani matic je komutativni grupa. Pro vSechna
A B,CeT,,jeA(B+C)=AB+ AC ataké (B + C)A = BA+ C'A (pokuste se to dokazat
jako cviceni; v pfipadé nutnosti, kdyz se ditkaz nevydaii, se podivejte do [2] na vétu 5.2.5.).
Mizeme tedy konstatovat, ze T,, ,, spolu s operacemi sc¢itani a nasobeni matic je okruh. Tento
okruh budeme znacit M, (7).

Navic, operace ndsobeni ¢tvercovych matic stupné n nad télesem T je asociativni (zopakujte
si dikaz!) a ma neutralni prvek F, kde E je jednotkova matice spliiujici e;; = 1 (neutréalni prvek
operace - v t€lese 1) pro v8echna i € {1,...,n} a e;; = 0 (neutralni prvek operace + v télese
T) pro vSechna i, € {1,...,n}, i # j. MiZeme tedy Fici, zZe

M, (T) je asociativni okruh s jednotkovym prvkem

Jaké kvality mé okruh M, (T)? Pro n = 1 mame M, (T) = T (viz cvifeni).



Necht n je celé ¢islo, n > 1. Definujme matice A, B € T,, ,, takto:

- 1 pokudi=1Aj5=1
Y10 pokudi#1Vj#1

b 1 pokudi=nAj=1
Y71 0 pokudi#nVj#£1

Pak méame

A+0, B#£0, AB=0, BA=B, AB # BA

Vidime, ze pro n > 1 okruh M, (T") neni obor integrity a neni komutativni, a to bez ohledu na
téleso T'.

Cvideni.

1. Necht T je téleso, m,n jsou kladné cela ¢isla. Dokazte, ze mnozina T, ,, spolu s operaci
sCitani matic je komutativni grupa s neutralnim prvkem O.

2. Necht n je kladné celé ¢islo, T je téleso. Dokazte, ze pro vSechna A, B,C € T,,,, plati:

A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA

3. Necht n je kladné celé ¢islo, T" je téleso. Dokazte, Ze pro vSechna A, B,C € T,,,, plati:

A(BC) = (AB)C

4. Necht T je téleso. Dokazte, ze M;(T) = T (tj. okruh M;(T) je isomorfni s télesem 7).

5. Urcete pocet prvki okruhu My(Zsy). Sestrojte tabulky operaci + a - v okruhu My(Zs).

7.4 Okruh polynomu

Jisté jste jiz pracovali s polynomy a méate o nich tudiz néjakou predstavu. Zde se predevsim
naucite, jak lze formalné presné vybudovat pojem polynomu s koeficienty z libovolného predem
daného oboru integrity.

Ukol. Prostudujte paragraf 1 Uvodni poznamky a paragraf 2 Algebraické definice polynomti v
kapitole XI Polynomy v ucebnici [1]. Najdete tam také nékolik cviceni.

Cvic€eni. Hodné cviceni tykajicich se polynomii najdete v [4] na strandch 9 — 12. Upozornuji
vsak, Ze ne vSechny tam uvedené priklady jsou urceny k procviceni latky, se kterou se seznamite
v této ¢asti (napiiklad nékterd cviceni jsou o kofenech polynomd, jimz je vénovana az posledni
¢ast tohoto studijniho textu).



8 Zakladni pojmy teorie délitelnosti

Jisté jste se jiz setkali s délitelnosti v celych ¢islech. Napriklad s vyroky 73 déli 12”7, 7”3 nedéli
107, 73 je nejvétsi spolecny délitel ¢isel 12 a 15”7, 711 je prvocislo”, 712 je cislo slozené”, atd.
Budeme se ted vénovat studiu délitelnosti v obecnéjsi situaci, a to v oborech integrity.
Ptipominam, Ze obor integrity je asociativni a komutativni okruh, v némz pro kazdé dva prvky
x,y plati
ry=0=—=2=0Vy=0

8.1 Relace délitelnosti

8.1.1. Definice. Necht I je obor integrity, a,b € I. Rikdme, %e a d&li b (b je nadsobkem a, b
je délitelné a), pokud existuje ¢ € I, b = ac. Fakt, ze a déli b, zapisujeme alb.

V nésledujicich dvou tvrzenich jsou uvedeny zékladni vlastnosti relace |, které budeme v
dalsim zcela bézné pouzivat.
Pripominam, ze kvaziusporadani mnoziny A je relace na A, ktera je reflexivni a tranzitivni.

8.1.2. Tvrzeni. Necht I je obor integrity s jednotkovym prokem. Pak relace | je kvaziuspordddni
mnoziny I.

DUKAZ.
1. Relace | je reflexivni: Necht a € I. Chceme: ala. Staci si uvédomit, ze a = a - 1.
2. Relace | je tranzitivni: Necht a,b, ¢ € I, a|b, b|c. Chceme: a|c. Protoze alb, existuje u € I,

b = au. Protoze b|c, existuje v € I, ¢ = bv. Pak ¢ = bv = (au)v = a(uwwv) a tedy alc.

Povsimnéte si, ze existenci jednotkového prvku v oboru integrity / jsme potiebovali pouze
k dikazu reflexivity relace |, nikoli k dikazu tranzitivity.

8.1.3. Tvrzeni. Necht I je obor integrity, a,b,c € I. Plati:
1. Jestlize ¢ # 0, pak a|b prdvé tehdy, kdyz ca|cb.

2. Jestlize cla a c|b, pak clua 4+ vb pro vSechna u,v € I.

DUKAZ.

1. Necht ¢ # 0. Predpokladejme, ze alb. Ukazeme, Ze calch. Je b = ad pro né&jaké d € I.
Pak ¢b = c(ad) = (ca)d, cb = (ca)d a tedy calcb. Nyni naopak. Predpokladejme, Ze calch.
Ukézeme, ze alb. Je cb = (ca)e pro néjaké e € I. Pak cb = (ca)e = c(ae), cb = c(ae). Je
¢ # 0 a v oboru integrity lze kratit nenulovym prvkem. Dostavame tedy b = ae, alb.
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2. Dukaz provedte jako cviceni.

Relace | nemusi byt antisymetrickd — muze se stat, ze a|b a bla a pFitom a # b. Napfiklad v
Z méame 5| — 5 (jelikoz —5 = 5-(—1)) a —5|5 (jelikoz 5 = (=5) - (—1)) a pfitom samoziejmé
54 5.

8.1.4. Definice. Necht I je obor integrity, a,b € I. Rikdme, Ze prvek a je asociovan s prvkem
b, pokud a|b a soucasné b|a. Fakt, ze prvek a je asociovan s prvkem b, zapisujeme al|b.

8.1.5. Tvrzeni. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Pak relace || je ekvivalence
na mnozineé 1.

DUKAZ. Cviéeni.

8.1.6. Tvrzeni. Necht I je obor integrity. Necht a,b,c,d € I, a||c, b||d. Plati: a|b pravé tehdy,
kdyz c|d.

DUKAZ.

1. Necht a|b. Chceme: c|d. Protoze al|c, médme c|a. Protoze b||d, mame b|d. Celkem tedy c|a,
alb, bld. Relace | je tranzitivni, takze c|d.

2. Nechf ¢|d. Chceme: alb. Protoze a||c, mame alc. Protoze b||d, méme d|b. Celkem tedy alc,
c|d, d|b. Relace | je tranzitivni, takze alb.

Tvrzeni 8.1.6. nam sdéluje, ze prechod k asociovanym prvkim nemad vliv na vztah délitel-
nosti. Pokud al|c a b||d, pak je otdzka ”Je prvek b ndsobkem prvku a?”ekvivalentni otazce ” Je
prvek d nasobkem prvku c¢?”— dostaneme stejné odpovédi.

V Casti 3.2 jste se seznamili s pojmem jednotka okruhu. Necht R je asociativni okruh s
jednotkovym prvkem 1. Pak prvek x € R se nazyva jednotka okruhu R, pokud existuje prvek
y € R takovy, ze xy = 1 a yr = 1. Mnozinu vSech jednotek okruhu R znac¢ime U(R). Také jiz
vite, ze U(R) spolu s operaci nasobeni je grupa. Neplette pojmy jednotka a jednotkovy prvek!
Jednotkovy prvek je vzdy jednotka (protoze 1-1 = 1), avSak jednotka nemusi byt jednotkovym
prvkem — napiiklad —1 je jednotka v Z (protoze (—1) - (—1) = 1) a pfitom —1 # 1.

8.1.7. Tvrzeni. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht a,b € I. Ndsledujici
turzeni jsou ekvivalentni:

1. allb

2. b=aj pro néjaké j € U(I)
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3. a = bk pro néjaké k € U(I)
DUKAZ.
Z 1 plyne 2:

Necht a||b. Pak a|b, takze b = aj pro néjaké j € I. Také bla, takze a = bk pro néjaké k € I.
Pak b = aj = (bk)j = b(kj), b = b(kj), b-1 =b- (kj). Pokud b # 0, mizeme kratit prvkem
b (jsme totiz v oboru integrity) a dostaneme 1 = kj, coz dava j € U([); pfipomenme ted, Ze
b=aj. Pokudb=0,jea=0k=0-k=0,a=0, takze b =a, b = a -1 a staci si uvédomit, ze
1eU().

Z 2 plyne 3:

Necht b = aj, kde j € U(I). Protoze j € U(I), existuje k € I, jk = 1. Pak bk = (aj)k =
a(jk) =a-1 = a, a = bk; uvédomme si, ze k € U([).

Z 3 plyne 1:

Necht a = bk, kde k € U(I). Pak bla. Protoze k € U(I), existuje j € I, kj = 1. Pak aj =
(bk)j = b(kj) =b-1=0b, b= aj, alb. Celkem mame a|b a b|a, takze a|b.

Cviceni.
1. Dokazte druhou ¢ast Tvrzeni 8.1.3.
2. Dokazte Tvrzeni 8.1.5.
3. Rozhodnéte, zda 5|12 v Z. Rozhodnuti zdivodnéte.
4. Rozhodnéte, zda 512 v Q. Rozhodnuti zdivodnéte.
5. Najdéte vSechny jednotky v Z.
6. Najdéte vSechny jednotky v Z[i].
7. Najdéte vSechny prvky asociované s prvkem 9 v Z.
8. Najdéte vSechny prvky asociované s prvkem 17 + 9¢ v Z[i].
9. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem, v némz 1 + 1 # 0. Dokazte, Ze relace |
neni antisymetricka.
10. Necht f, g jsou nenulové polynomy nad oborem integrity I. Jestlize f|g, pak deg(f) <
deg(g). Dokazte.
11. Necht f, g jsou nenulové polynomy nad oborem integrity I. Jestlize f||g, pak deg(f) =

deg(g). Dokazte.
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8.2 Nejvétsi spoleény délitel

Chceme ted vymezit, co to znamend, Ze prvek d je nejvétsim spoleénym délitelem prvki a a
b. Pojmenovani prvku d, totiz "nejvétsi spolecny délitel prvki a a b”, ndm hodné napovida.
Pfedné je to spole¢ny délitel prvki a a b, coz ma samoziejmé ten vyznam, Ze d|a a souc¢asné d|b.
No a dale d méa byt ze vsech spole¢nych délitelti prvki a a b ten nejvétsi. Oznacime-li S mnozinu
vSech spolecnych déliteli prvki a a b, ma byt prvek d nejvétsim prvkem mnoziny S, tj. ma
byt d = maxS. Zde mame problém, protoze na mnoziné I (pohybujeme se v oboru integrity
I) nemusi byt pfedem dano zadné usporfadani. Tak néjaké usporaddani na /I definujeme. Ale
jaké? Jestlize méa byt definice nejvétsiho spolecného délitele obecnd, nemiize vyuzivat specialni
vlastnost konkrétniho oboru integrity (takovou, kterou jeden obor integrity mé a jiny zase
nemé). Napadne vés tfeba vzit diagondlni relaci A; na mnoziné I (relace A, je uspofadani
na mnoziné A, a to pro kazdou mnozinu A). Pak ovSsem max S nebude existovat, kdykoli S
bude mit vice nez jeden prvek. Vzpomertite si vSak, ze v kazdém oboru integrity s jednotkovym
prvkem méame k dispozici kvaziusporadani |. Budeme tedy nejvétsi spoleény délitel prvki a a b
definovat jako "nejvétsi” prvek mnoziny S vzhledem ke kvaziusporadéni |, tj. prvek d je nejvétsi
spoleény délitel prvki a a b, pokud d € S a pro kazdé x € S plati z|d. Vysledkem nasich tivah
je nasledujici definice.

8.2.1. Definice. Necht I je obor integrity, a,b,d € I. Prvek d se nazyva nejvétsi spoleény
délitel prvki a a b, pokud plati:

1. dla a d|b

2. Jestlize s € I, s|a a s|b, pak s|d.

Nejvétsi spoleény délitel prvki a a b budeme znacit N.SD(a, b). Pouziva se také jiné znaceni,
napiiklad GCD(a,b) (greatest common divisor).

Jestlize (A, <) je uspordadanad mnozina a S C A, pak S mé nejvyse jeden nejvétsi prvek.
Zduvodnéni je jednoduché. Necht d, e jsou nejvétsi prvky mnoziny S. Pak d,e € S. Protoze d
je nejvétsi prvek mnoziny S, mame e < d. Protoze e je nejvétsi prvek mnoziny S, mame d < e.
Celkem tedy e < d a d < e. Protoze relace uspofadani je antisymetricka, dostavame d = e.

Relace | nemusi byt antisymetrickd a nelze tedy ocekavat, ze pro kazdé dva prvky existuje
nejvyse jeden nejvétsi spolecny délitel. Vskutku, napiiklad v oboru integrity Z je 1 = NSD(0, 1)
a také —1 = NSD(0,1) (zdivodnéte!). Plati aspon nésledujici tvrzeni.

8.2.2. Tvrzeni. Necht I je obor integrity, a,b,d,e € 1. Jestlize d je nejuétsi spolecny délitel
proki a a b a také e je nejuétsi spolecny délitel prvki a a b, pak d||e.

DUKAzZ. Protoze d = NSD(a,b), plati:

(I) d|a a d|b
(IT) Jestlize s € I, s|a a s|b, pak s|d.
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Protoze e = NSD(a,b), plati
(ITI) e|a a e|b
(IV) Jestlize s € I, s|a a s|b, pak s|e.
Z (I) a (IV) plyne, ze dle. Z (III) a (II) plyne, Ze e|d. Celkem tedy dle, e|d, d||e.

8.2.3. Tvrzeni. Necht I je obor integrity, a,b,d,a’,b',d" € I. Necht al|d’, b||b/, d||d'. Jestlize
d= NSD(a,b), pak d = NSD(d',l).

DUKAZ. Cviceni.

V nékterych oborech integrity lze zarucit, ze pro kazdé dva prvky existuje jejich nejvétsi
spoleény délitel. Je tomu tak napfiklad v eukleidovskych oborech a gaussovskych oborech (se-
znamite se s nimi v dalsi fazi studia tohoto pfedmétu). V eukleidovskych oborech lze dokonce
nejvetsi spolecny délitel dvou prvka vypocitat Eukleidovym algoritmem, ktery je jednoduchy
a efektivni. A jak uvidite, mezi eukleidovské obory patii Z, Z[i] (gaussova celd ¢isla), T[z]
(polynomy nad télesem T').

V nékterych oborech integrity vSak existuji dvojice prvki, pro které neexistuje jejich nejvétsi
spole¢ny délitel. Je tomu tak napiiklad v oboru integrity Z[y/—5]. Tento obor integrity patii
mezi okruhy kavadratickych celych ¢isel, o kterych si miizete vice precist v [3], a to v ¢asti 9.1.
Nam postaci védét, ze Z[/—5] je podokruh télesa C a déle

Z[\V—=5] = {a+b-v/=5| a,b € Z}

pri¢emz vyjadieni prvka okruhu Z[v/—5] ve tvaru a + b - /=5, kde a,b jsou cela &isla, je
jednoznacné (viz [3], 8.3.12., 8.3.24.).

8.2.4. Pfiklad. Ukazeme, Ze v Z[\/—5| neexistuje nejvétsi spolecny délitel prvkia 9 a 6+3/—5.
Vyuzijeme pfitom zobrazeni N : Z[v/—5] — Ny definované nasledovné: pro celd ¢isla a, b je

N(a+ bv/—5) = a® + 5b*.
Zobrazeni N mé dilezitou vlastnost: pro vSechna «, 5 € Z[v/—5] je
N(af) = N(a)N(B).

O tom se muzete snadno presvédcit pfimym vypoctem, pfipadné se mtzete podivat na priklad
8.3.24. v [3].

Necht o € Z[/=5]. Jestlize N(a) = 1, pak a € {1, —1}. Zdtivodnéni: Necht a = a + b/—5,
kde a, b jsou cela ¢isla. Je a® 4+ 50 = 1. Protoze 50> < a? + 5b?, je 50> < 1, b* < £, % = 0,
b=0.Paka’>=1,a€{l,-1}, a € {1,-1}.

Uréime ted vSechny spole¢né délitele prvki 9 a 6 + 3v/—5.

Necht o € Z[v/=5], a|9. Pak 9 = af pro ngjaké 3 € Z[V/-5]. Je N(aB) = N(9),
N(a)N(B) = 81. Necht o = a + by/=5, kde a, b jsou cela &isla. Protoze N(a)N(3) = 81 a
N(a), N(8) € Ny, mame pro hodnotu N(a) = a® + 5b? pouze pét moznosti:
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1. N(a) =1:
Vime jiz, ze a € {1, —1}.

2. N(a) =3:
Je a® +5b* = 3. Protoze 5b* < a? + 5b7, je 5b* < 3, b* < 2, 0> =0, b = 0. Pak o = 3.
Ovsem ¢tverec celého ¢isla nikdy neni roven ¢islu 3, takze o € ().

3. N(a) =9:
Je a® + 5b* = 9. Protoze 5b* < a? + 5b%, je 5b* < 9, 1? < %, v € {0,1}. Pro b* =
0 mame b = 0, a®* = 9, a € {3,-3}, a € {3,-3}. Pro ¥ = 1 mame b € {1,—1},
a’> =4,a € {2,-2}, a € {2+ V-5,2 —/-5,-2 + v/=5,—2 — v/=5}. Celkem tedy
a€{3,-3,2++-5,2—+/~=5,—2++/-5,—2 — /=F5}.

4. N(a) =2T:
Je a® + 5b% = 27. Protoze 5b* < a? + 5b%, je 5b? < 27, b* < 2, b? € {0,1,4}. Pro b? = 0
je a® = 27. Pro b* =1 je a® = 22. Pro b? = 4 je a®> = 7. Ovsem ¢tverec celého ¢isla nikdy
neni roven ¢islu 27, ani neni roven ¢islu 22, ani neni roven ¢islu 7. Takze o € (.

5. N(a) = 81:
Je N(a)N(B) = 81, takze N(B) = 1, 8 € {1,—1}. Pfipomenime, ze aff = 9. Pro f =1
méme « = 9, pro f = —1 mame o = —9. Celkem tedy « € {9, —9}.

Pro a mame tedy 10 kandidati:

1,-1,3,-3,2+v—=5,2 — V=5, -2+ /=5, -2 — /=5,9, -9

Nyni uréime, kteii kandidati déli &islo 9 (v Z[v/—5]).
1]9, —119, 3|9, —3]9, 2+\/ 5(9 (jelikoz 9 = (2++/=5)(2—+v/—=5)), 2—+/—=5]9, =2+ /5|9
(jelikoZ 9 = (—2 + v/—5)(=2 — V/—=5)), —2 — /=59, 9]9, —9]9.

Zde je seznam vsech délitelt cisla 9:

1,-1,3,-3,2+v—=5,2 — V=5, -2+ /=5, -2 — v/—=5,9, -9

Uréime nyni, kteii délitelé ¢isla 9 také deéli prvek 6 4 3v/—5.

Jisté 1|6 + 3v/=5, —1|6 + 3v/=5.

Je 6 4+ 3v/—5 = 3(2 4+ v=5) = (=3)(=2 — v/=5), takze 3|6 + 3v/—5, —3|6 + 3v/—5, 2 +
V=56 + 3v/=5, =2 — /=56 + 3/—5.

Piedpokladejme, ze 2—+/—5|6-+3+/—5. Existuji tedy celd &isla x, y takova, ze (2—+/—5)(z+
yv/—5) = 6+3v/=5. Je (2—/=5)(z+yv/—=5) = 2z +2yv/—5 — 2/ —5+5y = (22 +5y) +(—
2y)v/—5, takze 2z + 5y = 6, —z + 2y = 3. Z toho plyne, ze y = 3, spor (&slo y je totiz celé).
Takze 2 — /=5 neni délitelem ¢isla 6 + 3v/—5. Protoze 2 — /—5| — 2 + /=5, také —2 + /=5
neni délitelem ¢&isla 6 + 3v/—5.
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Piedpokladejme, Ze 9|6 + 3v/—5. Pak 6 + 3v/—5 = 9¢ pro néjaké ¢ € Z[/—5]. Pak N(6 +
3v/—5) = N(9%) = N(9)N(e), 81 = 81N(e), N(e) = 1, ¢ € {1,—1}, 6 + 3/=5 = 9 nebo
6 + 3v/—5 = —9, spor. Takze 9 neni délitelem ¢isla 6 + 3v/—5. Protoze —9||9, také —9 neni
délitelem ¢isla 6 + 3/—5.

Nyni miizeme koneéné napsat seznam vsech spole¢nych délitelt prvka 9 a 6 + 3v/—5:

1,-1,3,-3,24+v—5,—-2 — /=5

Ptipomenme, zZe nejvetsi spolecny délitel dvojice prvki je délitelny vSemi spolecnymi déliteli
dané dvojice.

Protoze 1 nenf nasobek ¢isla 3 (v Z[v/—5]), nenf 1 nejvétsi spolecny délitel prvk 9 a 6 +
3v/—=5. Jelikoz —1||1, neni také —1 nejvétsi spolecny délitel prvki 9 a 6 + 3v/—5.

Piedpokladejme, Ze 3 je nejvétsim spole¢nym délitelem prvki 9 a 6+3+1/—5. Pak 2++/—5|3,
3 = (2 + +v/=5)y pro ngjaké v € Z[/=5]. Pak N(3) = N((2 + v/=5)7) = N(2 + vV=5)N(v),
N(3) = N(24+v-5)N(7),9=9N(y), N(y) = 1,7 € {1,-1},3 = 24++/~5nebo 3 = —2—+/—5,
spor. Neni tedy 3 nejvétsim spole¢nym délitelem prvki 9 a 6 + 3v/—5. Jelikoz —3||3, neni také
—3 nejvétsi spoleény délitel prvka 9 a 6 + 3v/—5.

Pfedpokladejme, Ze 2 + /=5 je nejvétsim spoleénym délitelem prvkd 9 a 6 + 3v/—5. Pak
3|12 4+ /=5, 2 4+ /=5 = 30 pro ndjaké § € Z[/—5]. Pak N(2 ++/—5) = N(30), N(2 +v/—5) =
N(3)N(6), 9=9N(6), N(6) =1,6 € {1,-1}, 2+ /=5 = 3 nebo 2 + /-5 = —3, spor. Neni
tedy 2+ +/—5 nejvétsim spoleénym délitelem prvka 9 a 6+ 3v/—5. Jelikoz —2 — v/—5||2 + /=5,
neni také —2 — /—5 nejvétsi spoleény délitel prvka 9 a 6 + 3v/—5.

Ukézali jsme tedy podrobng, Ze v Z[v/—5] neexistuje nejvétsi spoleény délitel prvki 9 a
6 4+ 3v/—5.

Jak uvidite pozdéji, v eukleidovskych oborech a gaussovskych oborech pro kazdé dva prvky
existuje jejich nejvétsi spolecny délitel. Takze Z[v/—5| je ptiklad oboru integrity, ktery neni
eukleidovsky ani gaussovsky.

Na zéavér této ¢asti jesté definujeme, co to znamend, Ze dva prvky jsou nesoudélné. Necht
I je obor integrity s jednotkovym prvkem, a,j € I, j je jednotka. Pak j|1 a 1|a, takze jl|a.
Vidime, ze jednotka déli kazdy prvek oboru integrity I. Z toho plyne, ze kazdé dva prvky
a,b € I maji vzdy né€jaké spolecné délitele, a to minimalné vSechny jednotky oboru integrity I.
Jestlize nemaji jiz zadné dalsi spolecné délitele, pak fikdme, ze prvky a, b jsou nesoudélné.

8.2.5. Definice. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem, a,b € I. Rikdme, Ze prvky
a, b jsou nesoudélné, pokud pro vSechna d € I plati: jestlize d|a a d|b, pak d|1. Fakt, ze prvky
a, b jsou nesoudélné, zapisujeme jako a_Lb.

8.2.6. T'vrzeni. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem, a,b € I. Plati:

alb<= NSD(a,b) =1
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DUKAZ. Cviceni.
Cvideni.
1. Dokazte Tvrzeni 8.2.3.

2. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem, a,b,j € I, j je jednotka oboru integrity
I (tedy j € U(I)). Dokazte, ze NSD(a,0) = a, NSD(a,a) = a, NSD(a,ab) = a,
NSD(j,a) = 1.

3. Dokazte Tvrzeni 8.2.6.

8.3 Ireducibilni prvky

Jak vite, cela ¢isla vétsi nez jedna se dé€li na prvocisla a ¢isla slozena. Pritom celé ¢islo p, p > 1,
se nazyva prvocislo, pokud pro vSechna kladna celéd ¢isla d plati: jestlize d|p, pak d = 1 nebo
d=np.

Jaké délitele ma prvocislo p v ramci celého oboru integrity Z? Necht d je celé ¢islo, d|p.
Pak existuje celé ¢islo e takové, ze p = de. Jisté d # 0 (d = 0 by dalo p = 0). Dostavame
p = |p| = |de] = |d||e| a vidime, zZe |d| déli ¢islo p. Ovsem |d| je kladné celé ¢islo (protoze
d je nenulové celé ¢islo) a p je prvocislo, coz dava |d| = 1 nebo |d| = p, d € {1,—1} nebo
d € {p, —p}, takze d||1 nebo d||p. Uvahu ted shrneme. Jestlize p je prvocislo a d je celé ¢islo
takové, ze d|p, pak d||1 nebo d||p.

Roli prvocisel v oborech integrity hraji ireducibilni prvky a roli slozenych ¢isel hraji prvky
reducibilni. Zde je definice:

8.3.1. Definice. Necht [ je obor integrity s jednotkovym prvkem, ¢ € I, g #0, g ¢ U(I). Pak
q se nazyva ireducibilni prvek (oboru integrity I), pokud pro vSechna d € I plati: jestlize
d|q, pak d||1 nebo d||q. Jestlize ¢ neni ireducibilni prvek, pak se ¢ nazyvéa reducibilni prvek
(oboru integrity I).

8.3.2. Poznamka. Odpovéd na otézku, zda ¢islo (prvek) je ireducibilni, velmi zavisi na tom,
v jakém oboru integrity jsme. Napiiklad 5 je prvocislo, takze 5 je ireducibilni prvek v Z. Avsak
5 je reducibilni prvek v Z[i]. Pro¢? Vzpomerite si, Zze ve cvieni ¢islo 6 v ¢asti 8.1. jste nasli
(pokud jste spravné hledali) vSechny jednotky v Z[i]: 1, —1,4, —i. Pro ¢islo 5 v Z[i] plati: 5 # 0,
5 ¢ U(Zli]), 2+ 1|5 (jelikoz 5 = (2+1)(2 — 1)) a pfitom ¢islo 2 + ¢ neni asociovano s 1 (jelikoz s
1 jsou asociovéna ¢isla 1, —1,4, —i) a také 2+ neni asociovano s 5 (protoze s 5 jsou asociovana
&sla 5, —5, 5i, —5i).

Uvedeme nyni dvé jednoduchd, avSak uzite¢nd tvrzeni (déle je budeme zcela béZné pouzivat,
jiz. bez odkazu na tato tvrzeni).
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8.3.3. Tvrzeni. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht q,r € I. Jestlize prvek
q je ireducibilni a r||q, pak prvek r je také ireducibilnd.

DUKAz. Dtkaz je snadny, udélejte jej jako cviceni.

8.3.4. Tvrzeni. Kazdy linedrni polynom nad télesem T je ireducibilni prvek oboru integrity

Tx].

DUKAZ. Uréime nejprve, jak vypadaji jednotky oboru integrity 7'[x]. Necht f je jednotka. Pak
existuje g € T[z], fg = 1. Nutné f # 0, g # 0. Plati: deg(fg) = deg(1), deg(f) + deg(g) = 0.
Protoze stupné polynomi jsou nezaporna cela ¢isla, deg(f)+deg(g) = 0 dava deg(f) = deg(g) =
0. OvSem deg(f) = 0 znamenad, Ze f je nenulovy konstantni polynom. Ukézali jsme zatim, Ze
kazda jednotka je nenulovy konstantni polynom. Naopak, kazdy nenulovy konstantni polynom
c je jednotka, protoze cc™' = 1 (zde je podstatné, Ze T je téleso a tedy kazdy nenulovy prvek z
T ma prvek inverzni). Ukazali jsme, Ze jednotky v T[z] jsou pravé vSechny nenulové konstantni
polynomy. Bud nyni f linedrni polynom nad télesem 7. Chceme ukézat, ze f je ireducibilni
prvek oboru integrity T'[x]. Jisté f # 0, f ¢ U(T[z]). Necht ¢ je polynom nad télesem T', g|f.
Je tfeba ukézat, Ze g||/1 nebo g||f. Protoze g|f, je f = gh pro néjaky polynom h nad télesem
T. Ztejmé g # 0, h # 0. Plati: deg(f) = deg(gh), 1 = deg(g) + deg(h). Piipad deg(g) > 2 dava
deg(g) + deg(h) > 2 (protoze deg(h) > 0). Nutné tedy deg(g) = 0 nebo deg(g) = 1. Pokud
deg(g) = 0, je g nenulovy konstantni polynom a tedy ¢ je jednotka oboru integrity 7'[x], g||1.
Pokud deg(g) = 1, je deg(h) = 0, h je nenulovy konstantni polynom, A je jednotka, g||f.

8.3.5. Priklad. Polynom 3z + 6 je ireducibilni v Q[z], avSak je reducibilni v Z[z]. Dle Tvrzeni
8.3.4. je polynom 3z + 6 ireducibilni v Q[z]. Jaka je situace v Z[z]? Nejdiive uréime jednotky
v Zlz]. Protoze 1-1 = (—=1) - (=1) = 1, jsou 1, —1 jednotky. Zjistime, zda jsou v Z[z] jesté
néjaké dalsi jednotky. Bud f jednotka. Pak existeje g € Z[z], fg = 1. Pak deg(fg) = deg(1),
deg(f) + deg(g) = 0. Z toho plyne (protoze stupné polynomu jsou nezdporna celé ¢isla), ze
deg(f) = deg(g) = 0 a tedy f,g jsou nenulova celd ¢isla. Pak ovéem f = 1,9 = 1 nebo
f=-1,9g=—1.Tudiz f € {1,—1}. Vidime, ze U(Z|z]) = {1, —1}. UkéZeme nyni, ze polynom
3z+6 je reducibilni v Z[z]. Je 3x+6 # 0, 3x+6 neni jednotka, 3|3x+6, protoze 3z+6 = 3(x+2).
Jelikoz 3 neni jednotka, neni konstantni polynom 3 asociovan s 1. Také 3 neni asociovan s 3z+6,
protoze s 3x 4 6 jsou asociovany pouze polynomy 3x + 6 a —3x — 6. Tento priklad opét ukazuje,
ze odpovéd na otézku, zda néjaky prvek je ireducibilni ¢ reducibilni, zavisi podstatné na tom,
v jakém oboru integrity zrovna jsme.

Samoziejmé je dobré, pokud vime, jak presné vypadaji ireducibilni prvky daného oboru
integrity. Pro Z je odpovéd jednoduchéa a je obsazena v nasledujicim tvrzeni.

8.3.6. Tvrzeni. Necht q je celé cislo. Pak q je ireducibilni v Z prdvé tehdy, kdyZ q je prvocislo
nebo —q je prvocislo.

DUKAZ.
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1. Necht ¢ je ireducibilni v Z. Chceme: ¢ je prvocislo nebo —¢q je prvocislo. ProtozZe ¢ je
ireducibilni, je ¢ # 0, ¢ ¢ {1, —1} (pfipomerte si, ze U(Z) = {1, —1}).
Piipad (I): ¢ > 1. UkdZeme, Ze ¢ je prvocislo. Necht d je kladné celé ¢islo, d|q. Je tieba
ukéazat, ze d = 1 nebo d = q. Protoze ¢ je ireducibilni, je d||1 nebo d||q. Prvni ptipad dava
d € {1,—1}; ov8em d > 0, takze d = 1. Druhy pfipad dava d € {q, —q}; ovSem d > 0,
takze d = gq.
Pripad (II): ¢ < —1. Ukdzeme, Ze —q je prvocislo. Protoze —gq||q a ¢ je ireducibilni, je
také —¢ ireducibilni. Je —¢ > 1 a postupem obdobnym jako v piipadé (I) dokazeme, Ze
—q je prvocislo.

2. Necht ¢ je prvocislo nebo —¢q je prvocislo. Chceme: ¢ je ireducibilni v Z.
Piipad (I): ¢ je prvodislo. Necht d je celé ¢islo, d|q. Vime jiz (viz pocatek ¢asti 8.3.), Ze
d||1 nebo d||q. Je tedy ¢ ireducibilni.
Piipad (II): —q je prvocislo. Je tedy —¢q ireducibilni (viz ptipad (I)). Protoze ¢|| — ¢, je ¢
ireducibilni.

Vite jiz, ze linedrni polynomy v T'[z], kde T je téleso, jsou ireducibilni. TakZe také linearni
polynomy v Clz] jsou ireducibilni. Zajimavé je, ze v C|x] jiz zadné dalsi ireducibilni polynomy
neexistuji — to se naucite v kapitole ¢islo 11; bude to dtsledek Zakladni véty algebry, ktera
tvrdi, Ze kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty ma aspon jeden komplexni
koten.

Je také znam uplny popis vSech ireducibilnich polynomt v R[z]. Jsou to polynomy linearni
a polynomy kvadratické se zapornym diskriminantem. Je nam jiz jasné, zZe linedrni polynomy
v Rz] jsou ireducibilni. Jako cvifeni zkuste dokézat, ze kvadraticky polynom s redlnymi koe-
ficienty a se zapornym diskriminantem je ireducibilni v R[z]. No a Zadné dalsi ireducibilni
polynomy v R[z| neexistuji - to se opét naucite v kapitole 11.

Je zajimavé, ze v Q[z] je situace Gplné jina — existuji tam ireducibilni polynomy libovolného
stupné n, kde n je celé ¢islo, n > 1 (viz Vétu 7 na strané 202 v ucebnici [1]).

Cviceni.
1. Dokazte Tvrzeni 8.3.3.
2. Necht T je téleso. Najdéte vSechny ireducibilni prvky v 7.

3. Nechf f je polynom s redlnymi koeficienty, f je kvadraticky, f ma zdporny diskriminant.
Dokazte, ze polynom f je ireducibilni v R[z].

4. Rozhodnéte, zda prvek 2 + 3i je ireducibilni v Z[i]. Své rozhodnuti zdtivodnéte.
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8.4 Prvodisla

Na pocatku predchozi ¢asti jsme si pripomnéli, ze cela ¢isla vétsi nez jedna se déli na prvocisla
a Cisla slozena. Pritom celé ¢islo p, p > 1, se nazyva prvocislo, pokud pro vSechna kladna cela
Cisla d plati: jestlize d|p, pak d = 1 nebo d = p.

Vzhledem k Twvrzeni 8.3.6. mizeme prvocisla také vymezit jako kladné ireducibilni prvky
oboru integrity Z.

Zkoumani prvocisel je velmi zajimava a také oblibena c¢innost, ktera spise nez do algebry
patii do teorie cisel.

Existuje velké mnozstvi knih, které se zabyvaji teorii cisel.

7 vlastni zkuSenosti mohu doporucit knihu

Kenneth Ireland, Michael Rosen: A Classical Introduction to Modern Number Theory. Second
Edition. Springer, New York 1990.

Nésledujici kniha je sice stara, avsak dobra a na internetu volné bez omezeni dostupna:

Robert D. Carmichael: The Theory of Numbers. John Wiley & Sons, New York 1914.
https://www.gutenberg.org/files/13693/13693-pdf . pdf

7 ¢esky psané literatury o teorii ¢isel doporucim také jen knizecky ¢i knihy volné dostupné.
Zakladni pouceni o teorii ¢isel najdete v knizecce

Jifi Sedlacek: Co vime o prirozengch cislech. Mlada fronta, Praha 1961.
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403433

Zajemce o cCesky psané podrobnéjsi pouceni o teorii ¢isel mohu odkazat na

Karel Rychlik: Uvod do elementdrni teorie ciselné. Jednota ¢s. matematikt a fysikii, Praha
1931.
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/402936

Na ukéazku vyslovim jednu zndmou vétu o prvocislech a podam jeji klasicky dikaz. Mimo-
chodem, ten dikaz byste se méli naucit (pokud ho jiz neznate).

8.4.1. Véta. Existuje nekonecné mnoho prvocisel.

DUKAzZ. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje pouze koneéné mnoho prvoci-
sel. Celkovy pocet prvocisel ozna¢me k. Jisté existuje aspon jedno prvocislo, naptiklad ¢islo 2.
Je tedy k > 1. Bud p1, po, . . ., pr seznam vsech prvoéisel. Uvazme ¢&islo ¢ = pips - - - p + 1. Cislo
¢ je celé a navic ¢ > 1. Necht M = {d € Z; d|lc ANd > 1}. Je M # (), protoZe napiiklad ¢ € M.
Polozme ¢ = min M. Cislo q je celé, q|c a ¢ > 1. Ukazeme, Ze ¢ je prvocislo. Necht d je kladné
celé ¢islo, d|q. Chceme: d = 1 nebo d = q. Jestlize d = 1, pak jsme hotovi. Necht tedy d # 1.
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Pak d > 1 a také d|c (protoze d|q a g|c). Vidime, Ze d € M. Protoze ¢ = min M, mame ¢ < d.
JelikoZ d a ¢ jsou kladna celd ¢isla a d|q, je d < q. Celkem ¢ < d, d < ¢, d = ¢. Ukézali jsme
tedy, Ze q je prvocislo. Pak ovSem ¢ = p; pro néjaké celé ¢islo i, 1 < ¢ < k. Vime, Ze q|c, ¢ili
pile. Je 1 = ¢ —py1pa - - - pr. OvSem p;|c a také p;|pips - - - px, protoze p; € {p1,pa,...,pr}. Z toho
plyne, zZe p;|1. Pak p; € {1, —1}, spor (kazdé prvocislo je vétsi nez 1).

Cviceni.
1. Dokazte, ze kazdé celé ¢islo vétsi nez jedna lze napsat jako soucin nékolika prvocisel.

2. Najdéte dvanact po sobé jdoucich slozenych ¢isel.

8.5 Podéitani modulo

Jiz jste se setkali s poc¢itanim modulo v oboru integrity celych ¢isel, a to pri konstrukei okruhti
Zy, (kde m je kladné celé ¢islo, tzv. modul). Nyni budeme pocitat modulo v libovolném oboru
integrity I, pricemz modulem bude néjaky zvoleny nenulovy prvek m oboru integrity I. Se-
strojime tak novy okruh I/(m). Bude se jednat o provedeni konstrukce znamé ze Z v oboru
integrity I (ktery jiz nemusi byt Z), takze pro [ = Z, m € Z, m # 0, bude okruh Z/(m) to-
tozny se Z,,. Mohli byste si fici, ze se jedna o zobecnéni, které se déla jen proto, aby se néjaké
zobecnéni udélalo. AvSak tak tomu neni. Uvedu piiklad. Necht p je prvocislo, n je kladné celé
¢islo. Vezmeme polynom f nad télesem Z, a to takovy, aby byl ireducibilni v Z,[z] a mél stupen
n (1ze dokazat, ze takovy polynom opravdu existuje). Pak Z,[x]/(f) bude konecné téleso, které
mé presné p" prvki. Pravé zminénym postupem lze dokonce sestrojit vSechna konecné télesa.

Prejdéme tedy k pocitani modulo v libovolném oboru integrity. Doporucuji vam, at si naptred
pripomenete pocitani modulo v Z — pokud si to nepamatujete, mizete se tfeba podivat do
kapitoly 2.1 v [3] ¢i do kapitoly 1.2 v [2].

8.5.1. Definice. Necht I je obor integrity, a,b,m € I, m # 0. Rikdme, Ze a je kongruentni s
b modulo m, pokud m déli b — a. Tento vztah zapisujeme a = b (m), piipadné a =b mod m
¢i a =, b. Bude-li z kontextu jasné, o jaké m se jedna, mtizeme psat pouze a = .

8.5.2. Tvrzeni. Necht I je obor integrity, m € I, m # 0. Plati: =,, je relace ekvivalence na
mnoziné I.
DUKAzZ. Dtkaz je jednoduchy, udélejte jej jako cviceni.

Faktorovou mnozinu I/ =,, budeme znacit I /(m). Pfipominam, ze I /(m) je rozklad mnoZiny
I, v némz pro vSechna a, b € I plati: a a b lezi ve stejné tridé rozkladu tehdy a jen tehdy, kdyz
a=b.

Necht a € [. Tfidu rozkladu I/(m), v niz lezi prvek a, budeme znacit [a],,. Bude-li z
kontextu jasné, o jaké m se jednd, miuzeme pséat pouze [a]; v [3] a také v [2] se pouziva znaceni
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@ (ovSem v uvedenych dvou textech se uvazuji pouze kongruence v 7). Je [a] = {x € I; x = a}.

8.5.3. Tvrzeni. Necht I je obor integrity, a,b,c,d,m € I, m # 0. Jestlizea = ¢ (m), b= d (m),
paka+b=c+d (m),a-b=c-d(m).

DUKAZ. Necht a = ¢, b = d. Vime tedy, Ze m|c — a, m|d — b. UkédZeme nejprve, Ze a+b = c+d.
Je (c+d)—(a+b) = (c—a)+ (d—b). Z toho je patrné, ze m|(c+d) — (a+0b), takze a+b = c+d.
Nyni ukazeme, ze ab = cd. Je c¢d — ab = ¢d — ad + ad — ab = (¢ — a)d + a(d — b). Z toho je
patrné, ze m|cd — ab, takze ab = cd.

Na mnoziné I/(m) nyni definujeme séitani a nasobeni takto:
[a] + [b] = [a + 0], [a] - [b] = [a - D]
(a,beI)

Je dobré si uvédomit, ze ve vyrazu [a] + [b] = [a + b] symbol + na levé strané neméa stejny
vyznam jako 4+ na pravé strané. Na levé strané + oznacuje definované sc¢itani tiid rozkladu
I/(m), kdezto + na pravé strané oznacuje jiz dané (znadmé) s¢itani v oboru integrity I. Takze
jeden symbol oznacuje dvé véci. Obdobny komentat bychom mohli u¢init o symbolu - ve vyrazu
[a] - [b] = la - B].

Je tfeba dat pozor. Operace s¢itani a nasobeni na mnoziné I/(m) jsou definoviny pomoci
reprezentantii. Co se tim mysli? Necht «, 8 € I/(m). Chceme urc¢it a+/ a také a- . Postupujme
podle definice. Vezmeme néjaky prvek a € a (je tedy a = [a])— takovy prvek vzdy existuje,
protoze tfidy rozkladu jsou neprazdné mnoziny; prvek a je reprezentantem t¥idy «. Obdobné
vezmeme néjaky prvek b € § (je tedy § = [b]); prvek b je reprezentantem tiidy 5. No a pak
bude a + 5 = [a] + [b] = [a + V], a- 5 = [a] - [b] = [a - b]. Kde by mohl byt problém? T¥ida «
muze mit vice prvki, takze jako reprezentanta tfidy o muzeme vzit prvek ¢ € a (tj. [¢] = «),
ktery muze byt jiny, nez prvek a (definice sou¢tu a sou¢inu neobsahuji zadna pravidla pro vybér
reprezentantti). Obdobné muzeme vzit prvek d € g (tj. [d] = (), ktery bude jiny, nez prvek b.
Pomoci reprezentanti ¢, d pak bude a+ 8 = [c] +[d] = [c+d], a- = [c] - [d] = [c- d]. Vy¥sledny
soucet o + [ a soucin « - § vSak musi byt urceny jednoznacné, cili, jak se Tika, nesmi zaviset
na volbé reprezentanti. Musi tedy byt [a + 0] = [c+ d] a [a - b] = [c - d]. Mame a, c € «, takZe
a = c. Dale b,d € 3, takze b = d. Dle Tvrzeni 8.5.3. jea+b=c+d, a-b = c-d. To dava
l[a+b] = [c+d], [a-b] = [c-d]. To pravé jsme potiebovali. Problém nenastal, operace s¢itani a
nasobeni na mnoziné I/(m) jsou definovany korektné.

8.5.4. T'vrzeni. Necht I je obor integrity, m € I, m # 0. Na I/(m) definujeme operace scitini
a ndasobeni takto: [a| + [b] = [a + V], [a] - [b] = [a-b] (a,b € I). Pak I/(m) je komutationi
asociativni okruh. Navic, pokud I md jednotkovy prvek 1, pak I/(m) md jednotkovy prvek [1].

DUKAZ. Nejprve ukdzeme, ze I/(m) s operaci + je komutativni grupa.
operace + je asociativni: Necht a,b, ¢ € I. Chceme: [a]+ ([b] + [c]) = ([a] + [b]) + [¢]. Pocitejme:
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[a] + (o] + [e]) = [a] + b+ ] = [a+ (b+ )] = [(a+ ) + ] = [a+ 0] + [¢] = ([a] + []) + [c].
operace + je komutativni: Necht a,b € I. Chceme: [a] + [b] = [b] + [a]. Pocitejme: [a] + [b] =
la+b =1[b+a]=[b]+ [a].

operace + mé nulovy prvek [0]: Necht a € I. Chceme: [a] + [0] = [a]. Pocitejme: [a] + [0] =
[a + 0] = [a].

ke kazdému prvku mnozZiny I/(m) existuje prvek opacény: Necht a € I. Stadi ukéazat, ze [a] +
[—a] = [0]. Poc¢itejme: [a] + [—a] = [a + (—a)] = [0].

Pravé jsme ukazali, ze I/(m) spolu s operaci + je komutativni grupa.

Nyni ukdZeme, Ze operace - je distributivni vzhledem k operaci +. Necht a,b,c € I. Chceme:

[a] - ([b] + [c]) = [a] - [] + [a] - [c] a ([0] + [c]) - [a] = [b] - [a] + [c] - [a]. Pocitejme: [a] - ([b] +
) =ld-b+d=la-bt+c)] =fa-bta-d=la-b]+fa-d =]a- -] +][d-][]a
(O] +[c]) -fa]l = [b+ ] -[a] =[(b+¢)-a] =[b-a+c-al = [b-a] +[c-a] = [b] - [a] + [d] - [a].

Pravé jsme ukézali, Ze I/(m) s operacemi + a - je okruh.
Zbytek dtikazu jiz urcité dodélate snadno jako cviceni.

8.5.5. Poznamka. Ackoli I je obor integrity, I/ ( ) nemusi byt obor integrity (i kdyé je to

vvvvv

integrity. Je [2], [5] € Zio, [2] # [0] ([O] [2] by davalo 0 = 2 (10), 10\2 — 0, 10]2, coz v8ak v
Z neplati), [5] # [0], a pfitom [2] - [5] = [2- 5] = [10] = [0]. Neékdy vsSak specialni kvalita oboru
integrity / a modulu m poskytne specialni kvalitu okruhu I/(m) (o tom snad pozdéji). Vlastné
trochu to jiz znate — vite, zZe pro prvocislo p je Z, téleso.

Cviceni.
1. Dokazte Tvrzeni 8.5.2.
2. Dokoncete dikaz Tvrzeni 8.5.4.

3. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem, j € U(I), tj. j je jednotka okruhu I.
Popiste presné, jak vypadd mnozina I/(j).

9 Eukleidovské obory

Volné feceno, eukleidovské obory jsou obory integrity, ve kterych se da délit se zbytkem nenulo-
vymi prvky. To neni samotcelné. V eukleidovskych oborech totiz pak 1ze k vypoctu nejvétsiho
spolecného délitele pouzit Eukleiduv algoritmus, kazdy nenulovy prvek, ktery neni jednotkou,
lze jednoznacné rozlozit na soucin ireducibilnich prvki, atd.

9.1 Definice eukleidovského oboru

Ve skole jste se ucili, jak se kladna cela cisla déli se zbytkem. Nékdy vyjde déleni beze zbytku
(zbytek je nulovy), napiiklad 55 : 11 = 5 (protoze 55 = 11-5). Nékdy vyjde déleni s nenulovym
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zbytkem, napfiklad 50 : 11 = 4, zbytek 6 (protoze 50 = 11-446 a 6 < 11). Zbytek musi byt mensi
nez délitel! Abychom mohli v oboru integrity I délit se zbytkem, musime mit moznost néjak
porovnat velikost zbytku a velikost délitele (pfipomindm: zbytek ma byt mensi nez délitel). S
tim jsme nemeéli problém v kladnych celych ¢islech — pouzili jsme obvyklé usporadéani celych
Cisel (které, jak vite, je linedrni). Jak budeme postupovat v pfipadé obecného oboru integrity
1?7 Na mnoziné [ pfece nemusi byt predem dano zadné uspotfadani, dany jsou pouze operace
sC¢itani a nasobeni. Kazdému nenulovému prvku i oboru integrity I pritadime nezaporné celé
¢islo N (7), kterému budeme fikat norma prvku i. Délit prvek a nenulovym prvkem b pak bude
znamenat najit v oboru integrity I prvek ¢ (zvany podil nebo netplny podil) a prvek r (zvany
zbytek) tak, aby platilo: a = bg+r a pfitom r = 0 nebo r # 0 a N(r) < N(b). Jesté si vSimnéme
jedné véci. V kladnych celych ¢islech z a|b plyne a < b (a|b znamend, Ze existuje kladné celé
Cislo ¢ takové, ze b = ac; pak 1 < ¢, a-1 <a-c, a <b). V obecném oboru integrity I budeme
pozadovat, aby pro vSechna a,b € I, a # 0, b # 0, platilo: jestlize alb, pak N(a) < N(b). Nyni
vyslovime presnou definici eukleidovského oboru.

9.1.1. Definice. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Pak I se nazyvé euklei-
dovsky obor, pokud existuje zobrazeni N : I — {0} — Ny (zvané norma nebo eukleidovska
norma) takové, ze plati

1. pro vSechna a,b € I, b # 0, existuji ¢q,r € I takové, ze a = bqg + r a pritom r = 0 nebo
r#0a N(r) < N(b) (q se nazyva podil nebo netaplny podil, r se nazyva zbytek)

2. pro vSechna a,b € I, a # 0, b # 0, plati: jestlize a|b pak N(a) < N(b).
V eukleidovskych oborech maji kazdé dva prvky a,b nejvétsi spolecny délitel, ktery se da
vyjadrit ve tvaru ua+wvb. V nasledujici vété tento fakt presné vyslovime a podame dtikaz, ktery

bude existenc¢ni. V ¢asti 9.3. pak uvedeme algoritmus, ktery nejvétsi spolecny délitel prvka a, b
vypocita a také vypocita prvky u,v.

9.1.2. Véta. Necht I je eukleidovsky obor. Pak plati:
1. Pro kazdé dva prvky z I existuje v I jejich nejvétsi spolecny délitel.
2. Necht a,b,d € 1. Jestlize d je nejuétsi spolecny délitel prvki a,b, pak existuji u,v € I tak,

Ze d = ua + vb. (Bézoutova rovnost)

DUKAZ.
1. Nechf a,b € I. Jestlize a = 0, je b= NSD(0,b) = NSD(a,b). Necht a # 0. Polozme
M ={za+yb;x €,y I, za+yb+#0}

Je M # (), protoze a € M (je totiza=1-a+0-b, a # 0). Bud m € M prvek takovy, ze
pro v8echna e € M je N(m) < N(e). Protoze m € M, je m # 0, m = ua + vb pro néjaka
u,v € I. Ukdzeme, ze m = NSD(a,b). Je tfeba ukazat dvé véci:
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(a) m|a, m|b: Existuji ¢,7 € I, a = mq + r a pfitom r = 0 nebo r # 0 a N(r) < N(m).
Predpokladejme, ze r # 0. Pak N(r) < N(m). Je r = a —mq = a — (ua + vb)q =
a — (uaq + vbq) = a — uaq — vbqg = (1 — uq)a + (—vq)b, r = (1 — uq)a + (—vq)d.
Jelikoz 1 —ugq,—vq € I, r #0, je r € M. Pak N(m) < N(r). Celkem N(m) < N(r)
a N(r) < N(m), spor. Nutné tedy r = 0, a = mgq, m|a. Obdobné lze ukazat, ze m|b.

(b) Necht e € I, e|a, e|b. Chceme: e|m. Staéi si pfipomenout, ze m = ua + vb.

2. Predpokladejme, ze d = NSD(a,b). Chceme: existuji u,v € I, d = ua + vb. Pokud a = 0,
je NSD(a,b) = NSD(0,b) = b a tedy d||b. Pak d = jb, kde j € U(I),ad=0-a+j-ba
vezmeme u = 0, v = j. Necht a # 0. V dikazu prvni ¢asti véty jsme dokézali, Ze existuje
m € I, m = NSD(a,b), m = ua + vb pro néjakd u,v € I. Jelikoz také d = NSD(a,b),
je d|lm a tedy d = km pro n&jaké k € U(I). Pak d = km = k(ua + vb) = kua + kvb =
(ku)a + (kv)b. Staci si uvédomit, ze ku, kv € I.

9.1.3. Dusledek. Necht I je eukleidovsky obor, a,b,c € I. Jestlize albc a alb, pak alc.

DUkAz. Predpokladejme, Ze albc a alb. Chceme: a|c. Protoze alb, je NSD(a,b) = 1. Dle
9.1.2. existuji u,v € I tak, ze 1 = ua + vb. Pak 1- ¢ = (ua + vb)c, ¢ = uac + vbc. Ziejmé aluac
a také alvbe, jelikoz albe. Pak aluac + vbe, alc.

9.1.4. Dusledek. Necht I je eukleidovsky obor, i,b,c € I. Jestlize i|bc a i je ireducibilni, pak
ilb nebo i|c.

DUKkAzZ. Predpoklddejme, Ze i|bc a i je ireducibilni. Chceme: i|b nebo i|c. Pokud i|b, jsme hotovi.
Necht tedy —(i]b). Musime ukazat, Ze i|c. UkdZeme nejprve, ze i Lb. Bud d € I, d|i a d|b. Chceme:
d|1. Jelikoz prvek i je ireducibilni, je d||1 nebo d||i. Pfipad d||i by dal i|b, coz neplati. Takze
d||1, d|1. Mame tedy tuto situaci: i|bc a i Lb. Dle 9.1.3. pak i|c.

9.1.5. Piiklad. Uvazme obor integrity Z[v/—5]. Timto oborem integrity jsme se zabyvali v
prikladu 8.2.4. Doporucuji vam: Podivejte se znovu na ptiklad 8.2.4. Porozumite pak lépe
tomuto piikladu. P¥ipominadm, ze Z[v/—5] je podokruh télesa C a déle

Z[\V/—5] = {a+b-+/=5| a,b € Z}

pficemz vyjadfeni prvka okruhu Z[v/—5] ve tvaru a + b - /=5, kde a,b jsou celd ¢isla, je
jednoznacné.
Vyuzijeme zobrazeni N : Z[v/—5] — Ny definované néasledovné: pro celd ¢isla a, b je

N(a + bv/=5) = a® + 5b°.
Zobrazeni N mé dulezitou vlastnost: pro vSechna «, 5 € Z[v/—5] je
N(af) = N(a)N(B).
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Pokud N(a) =1, je a € {1, —1} — tento fakt jsme podrobné zdivodnili v piikladu 8.2.4. a
bude se nam hodit také v tomto ptikladu.

Povsimnéme si, Ze N(a) = 1 dava a € U(Z[\/=5]), protoze z N(a) = 1 plyne a € {1, -1}
al-1=(-1) (-1)=1

Zdivodnime ted, Ze 3 je ireducibilni prvek v Z[y/=5]. Je N(3) = 9. Jisté 3 # 0. Také 3
neni jednotka v Z[y/—5], protoZe pro kazdou jednotku ¢ v Z[\/=5] je N () = 1. Pro¢? Je-li ¢
jednotka, pak existuje k € Z[y/—5] tak, Ze 1k = 1. Pak N(1x) = N(1), N(.)N(x) =1, N(1) = 1
(jelikoz N(¢), N(k) € Np). Bud a € Z[\/_], a|3 Je tfeba ukéazat, Ze a|1 nebo «|3. Existuje
B € Z[v/-5], 3 = aB. Pak N(3) = N(af}), 9 = N(a)N(B). Protoze N(a), N(§) € Ny, mame

pouze t¥i moznosti:
1. N(a) =1, N(B8) = 9: Je a € U(Z[\/-5]), takze «|1.
2. N(a) =3, N(B) = 3: Situace N(«) = 3 nemuze nastat — viz Piiklad 8.2.4.
3. N(a) =9, N(B) = 1: Je B € U(Z]\/-5]), takze «|3.

Zdtivodnili jsme tedy, ze 3 je ireducibilni prvek v Z[v/—5].

Plati: 3|(2 + v/—5)(2 — v/=5), protoZe (2 ++/=5)(2 — v/~=5) = 0.

Ovsem —(3|2++/=5). Zdtivodnéni: Pfedpokladejme, Ze 3|2++/—5. Pak existuje v € Z[v/—5],
3y =2+ /5. Je v = o+ yv/—5 pro n&jaka cela éisla z,y. Pak 3(z + yv/—=5) = 2 + /-5,
3z +3yv/—5 = 24+ +/—5, 3x = 2, spor (je totiz x celé &islo). Nutné tedy — (3|24 +/—5). Obdobné
Ize ukazat, ze =(3|2 — /=5).

Shrnuti: V oboru integrity Z[/—5] plati:

3[(2+ v—5)(2 — vV/=5), 3 je ireducibilni prvek, =(3]2 + v/—5), (3|2 — v/—5)
Z toho mimochodem plyne, Ze obor integrity Z[v/—5] neni eukleidovsky — viz Dtisledek 9.1.4.

Druhy pozadavek z definice eukleidovskych obort stanovi vztah mezi relaci | a normou N:
jestlize a # 0, b # 0, alb, pak N(a) < N(b). Prozkoumame ted vztah mezi | a N trochu
podrobnéji.

9.1.6. Tvrzeni. Necht I je eukleidovsky obor, a,b € I, a # 0, b # 0. Plati:
1. Jestlize a||b, pak N(a) = N(b).
2. Jestlize alb a —(bla), pak N(a) < N(b).

DUKAZ.

1. Toto je velmi jednoduché, jisté to zvladnete dokazat sami jako cviceni.
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2. Predpokladejme, ze a|b a =(b|a). Chceme: N(a) < N(b). Jelikoz a|b, médme N(a) < N(b).
Predpokladejme, ze N(a) = N(b). Existuji q,r € I, a = bg+ r a pfitom r = 0 nebo r # 0
a N(r) < N(b). Protoze —(bla), mdme r # 0 a tedy N(r) < N(b). Ovsem N(a) = N(b),
takze N(r) < N(a). Je r = a+ (—¢q)b. Protoze a|b, mame a|r. Pak N(a) < N(r). Celkem
N(r) < N(a) a soucasné N(a) < N(r). To je spor. Nutné tedy N(a) # N(b). Vime ted,
ze N(a) < N(b), N(a) # N(b). Tudiz N(a) < N(b).

V poznamce 8.5.5. jsme zminili, Ze specialni kvalita oboru integrity I a specialni kvalita
modulu m poskytne nékdy specidlni kvalitu okruhu 7/(m). O tom néco ik nésledujici tvrzeni.

9.1.7. Tvrzeni. Jestlize I je eukleidovsky obor a m € I, m je ireducibilni, pak okruh I/(m) je
teleso.

DUKAZ. Protoze m je ireducibilni prvek, je m # 0. Tvrzeni 8.5.4. nam fika, ze I/(m) je
komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Jednotkovym prvkem okruhu 7/(m) je
prvek [1], kde 1 je jednotkovy prvek oboru integrity I, a nulovym prvkem okruhu I/(m) je
prvek [0], kde 0 je nulovy prvek oboru integrity /. Chceme, aby pro kazdé o € I/(m), a # [0],
existovalo 8 € I/(m) takové, ze fav = [1]. Zvolme tedy libovolné o € I/(m), a # [0]. Je oo = [a]
pro néjaké a € I. Pfedpokladejme, Ze mla. Pak 0 = a (m), [0] = [a], [0] = «, spor. Nutné
tedy —(mla). Protoze prvek m je ireducibilni a =(mla), mame NSD(a,m) = 1. Dle véty 9.1.2.
existuji u,v € I, 1 = ua +vm. Pak 1 —ua = vm, m|l —ua, ua =1 (m), [ua] = [1], [u]la] = [1],
[u]a = [1]. Staci vzit 8 = [u]. Dle definice télesa musime jesté ukazat, ze I/(m) mé aspon dva
prvky. Postaci tedy ukéazat, ze [0] # [1]. Pfedpoklddejme, ze [0] = [1]. Pak 0 =1 (m), m|1 — 0,
m|l, m € U(I), spor (ireducibilni prvek dle definice nikdy neni jednotka). Proto [0] # [1].

Cviceni.
1. Dokazte prvni ¢ast Tvrzeni 9.1.6.

2. Necht I je eukleidovsky obor, k je kladné celé &islo, i,ay,...,ar € I. Jestlize i|a; - - - a a
i je ireducibilni, pak existuje celé ¢islo j, 1 < j <k, i|a;. Dokazte. Poznamka: jedna se o
zobecnéni disledku 9.1.4.

9.2 Priklady eukleidovskych oboru

V této casti uvedeme zakladni piiklady eukleidovskych oboru, a to Z, Z[i|, T[z], kde T je
libovolné téleso.

9.2.1. Priklad. Obor integrity celych ¢isel Z je eukleidovsky obor s eukleidovskou normou | |
(absolutni hodnota).
Zdtvodnéni:
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Ziejmé | | : Z—{0} — Ny. Necht a,b € Z, b # 0. Hledame ¢, r € Z tak, aby a = bg+r a pFitom
r=0nebor#0alrl <|b.Je|b >0atedy...,—2-|b] < —1-]b| <0-]b] <1-|b| <2-]b] <....
Existuje pfesné jedno celé ¢&islo k takové, ze k|b| < a < (k + 1)|b|. Polozme r = a — k|b|. Pak r
je celé ¢islo, 0 < a—k|b| =7, r =a — k|b| < (k+1)|b] — k|b] = |b], ¢ili 0 < r < |b|. Rozlisime
dva pripady:

e b>0:Jea=klb|+r=kb+r apolozime ¢ = k. Pak ¢ je celé ¢islo, a = gb + r a pfitom
r =0 mnebo r # 0 a |r| < |b| (uvédomme si, ze r = |r]).

e b<0:Jea=kb+r=Fk(—-b)+r=(—k)b+r a polozime ¢ = —k. Pak ¢ je celé &islo,
a = gb+r apfitom r = 0 nebo r # 0 a |r| < |b].

/ot NIV

ze al|b. Existuje tedy celé ¢islo ¢ takové, Ze b = ac. Musi byt ¢ # 0, protoze ¢ = 0 by dalo b = 0.
Je |a| > 0, |b] > 0, |c| > 0. Protoze ¢ je celé ¢islo, je 1 < |c|. Pak |a| -1 < |a| - |¢], |a| < |ac],
la] <[]

Pov§imnéte si, Ze pii déleni se zbytkem v Z s eukleidovskou normou | | nejsou podil a zbytek
urCeny jednoznac¢né. Napiiklad 29 : 9 = 3, zbytek 2, jelikoz 29 =9 -3+ 2 a |2| < |9]; také vSak
29 : 9 = 4, zbytek —7, jelikoz 29 =9-4+4 (=7) a | — 7| < |9]. Je dobré si uvédomit, ze definice
eukleidovského oboru nepozaduje, aby podil a zbytek byly urceny jednoznacné.

9.2.2. Piiklad. Obor integrity Gaussovych celych ¢isel Z][i] je eukleidovsky obor s eukleidov-
skou normou N definovanou takto: pro celd ¢isla a, b je N(a + bi) = a® + b°.

Zdtvodnéni:

Ziejmé N : Z[i]—{0} — Ny. Necht o, § € Z][i], B # 0. Hledame 0, € € Z][i] tak, aby a = o +e€
a pritom € = 0 nebo € # 0 a N(e) < N(f). Nejprve rozsifime defini¢ni obor zobrazeni N na
celou mnozinu C: pro realna ¢isla u,v polozime N(u + vi) = u? + v?. PHimym vypodtem se
lze snadno presvéd¢it o tom, Ze pro vSechna komplexni ¢isla ¢, 1 je N(¢p) = N(¢)N(v) (viz

cviceni). Provedeme déleni v télese komplexnich ¢isel: 3= Necht v = u + vi, kde u,v

jsou redlnd ¢isla. Nechf e je celé ¢islo, které je nejblize redlnému éslu u. Pak |u —e| < 3

(¢islo e nemusi byt uréeno jednoznacéné; napiiklad pro u = 3,5 miZeme vzit e = 3 nebo také
e = 4). Obdobné necht f je celé ¢islo, které je nejblize ¢islu v. Pak |v — f| < % PoloZzme
d = e+ fi. Je § € Z][i]. Déle polozme € = a — 4. Jsou «, 8,6 € Z[i], takze také e € Z[i]. Zfejmé
a = (36 + e. Pokud € = 0 jsme hotovi. Necht tedy € # 0. Je tfeba ukazat, ze N(¢) < N(B). Je
€ =a—pB0 = py—pd = B(y—0). TakZe e = B(y—0), N(e) = N(B(y—0)), N(€) = N(B)N(y—9).
Méame v —d = (u+vi) —(e+ fi) = (u—e€e)+ (v —f)i, v = = (u—e)+ (v — f)i a tedy
N(y—8) = (u—el+ (v— ) = Ju—ePtfo— [P < (3P4 (3P = 1+1 =L <1, N(y—6) < 1.
Pak N(B)N(y—3d) < N(B) -1 (zde bylo dulezité, ze 5 # 0 a tedy N(3) > 0), N(e) < N(5). To
jsme chteéli.

(o) < N(B). Predpokla-
dejme, Ze «o|f. Pak existuje v € Z[i], 5 = ary. Pak N(5) = N(ay), N(8) = N(a)N(7v). Jelikoz
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B # 0, také v # 0. Pak N () > 0. Protoze v € Z]i], je N(v) > 1. Z a # 0 dostavame N («) > 0.
Plati: 1 < N(v), N(a) -1 < N(a)N(7), N(a) < N(B).

9.2.3. Poznamka. V piikladu 9.2.2. jsme ukazali, jak se v eukleidovském oboru Z[i] s euk-
leidovskou normou N(a + bi) = a® + b (a,b jsou celd ¢isla) déli se zbytkem. Ukazeme to na
prikladé. Cislo o = 4 — 5i vydélime se zbytkem ¢islem 3 = 2 + 3i. Netiplny podil ozna¢me 6,
zbytek oznacme e. Vypocitame nejprve % v télese C. Pocitejme:

3 = = = i

B 2430 (2+30)(2 - 3i0) 13 13 3

a 4-5  (4-5)2-3i) 8-12i—10i—15 —7—22i 7 (_@)

Najdeme celé cislo e, které je nejblize cislu —1—73, a celé cislo f, které je nejblize ¢islu —%. Je

e =—1a f = —2 Polozime 6 = e+ fi, d = —1 — 2i. Chceme, aby bylo a = 3§ + €. Proto
polozime

e=a—B6=4-5i—(243i)(—1—2i) =4—5i+ (2+3i)(1+2i) =4—5i+2+4i+3i —6 = 2

Je € # 0. V prikladu 9.2.2. jsme ukézali, Ze zvoleny postup vzdy pro € # 0 zaru¢i N(e) < N(S).
Miuzeme to ted jesté zkontrolovat pro nase konkrétni hodnoty:

N(e)=N(2i) =2 =4, N(B) = N(2+3i) =2° +3° =4+ 9 =13
Zaver: 4 — b1 : 2+ 31 = —1 — 21, zbytek 2.

9.2.4. Priklad. Nechf T je téleso. Obor integrity 7'[x] vSech polynomt nad télesem 7' je
eukleidovsky obor s eukleidovskou normou deg (stupen polynomu).

Zdtvodnéni:

Ziejmé deg : T[x] —{0} — Ny. Necht f, g € T[z], g # 0. Hledame polynomy ¢, r nad télesem
T tak, aby f = gq + r a pfitom r = 0 nebo r # 0 a deg(r) < deg(g). Polynomy ¢, r ur¢ime
pomoci rekurze.

1. Pokud f = 0 nebo f # 0 a deg(f) < deg(g), polozime ¢ = 0 ar = f. Pak g¢ +r =
g-0+ f=f,r=0nebor #0adeg(r) < deg(g).

2. Necht f # 0 a deg(f) > deg(g). P¥ipomerime, ze pro nenulovy polynom h oznacuje lc(h)
vedouci koeficient polynomu h, tedy koeficient u 249" Polozme

gla* = lc(f)lc(g)_1xd69(f)_d69(9)g

Zde bylo dulezité, ze pracujeme s polynomy nad télesem 7" a tedy pro lc(g) # 0 existuje
v T prvek lc(g)~!. Polynom g* je opét polynom nad T, g* # 0, deg(g*) = deg(f),
le(g*) = le(f). Polozme nyni

ff=r-9g9
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Také f* je polynom nad télesem T. Protoze deg(g*) = deg(f), lc(g*) = le(f), je f* =0
nebo f* # 0 a deg(f*) < deg(f). Nyni budeme pracovat s dvojici polynomut f*, g (v tom
pravé je ta rekurze). Ur¢ime polynomy ¢* a r* nad télesem T takové, ze f* = gq¢* + r*,
pfi¢emz r* = 0 nebo r* # 0 a deg(r*) < deg(g). Pak

=9 = g4 +r"
f = 9¢+g +1r
fo= 94" +1e(f)le(g)~ atoD=dal) g 4y
o= glg" +lc(f)le(g)  ateoD=deolo)y 4y

Nyni stadd vzit ¢ = ¢* + le(f)le(g) L ades(H)=degl9) g ¢ = p*,

Zbyva jesté ukazat, ze pro f,g € Tlx|, f # 0, g # 0, z f|g plyne deg(f) < deg(g). Pred-
pokladejme, ze f,g € T[z], f # 0, g # 0, f|g. Existuje tedy polynom h nad télesem T
takovy, ze ¢ = fh. Protoze g # 0, je také h # 0. Pak deg(g) = deg(fh) = deg(f) + deg(h),
deg(g) = deg(f) + deg(h). Jelikoz deg(h) > 0, je deg(f) < deg(g).

9.2.5. Poznamka. V piikladu 9.2.4. jsme ukézali, jek se v eukleidovském oboru T'[z], kde T
je téleso, s eukleidovskou normou deg déli se zbytkem. Toto déleni provadime pomoci rekurze.
Uvédomte si, Ze je to pfesné ten postup, ktery znéte jiz ze $koly (pokud jste tam ovSem provadéli
déleni polynomu nenulovym polynomem se zbytkem). Necht naptiklad T = Q, f = 1223 —
822 4+ 7x — 6, g = 32? 4+ 4x — 5. Provedeme tedy déleni se zbytkem 1223 — 822 + 72 — 6 :
322 4+ 4z — 5. Nejprve vypocitame 122° : 322 = 4z a to je pravé le(f)lc(g) " adeo(f)=desl9)  Pak
od 1223 — 82% + Tz — 6 odecteme 4z(3z* + 4w — 5) = 1223 + 162 — 20z, tj. od f odecteme
le(f)le(g)~tadestN=deal9) g = g*. Ziskame polynom —24x2+27x—6, tj. polynom f*. V dalsim pak
délime polynom —24z2 + 27z — 6 opét polynomem 322 + 4z — 5, tj. polynom f* polynomem g.
Dostaneme podil ¢* a zbytek r*. Celkové bude netplny podil pti déleni polynomu f polynomem
g roven 4z + ¢*, tj. le(f)le(g) tades(H)=deglo) 4 ¢ a zbytek bude roven r*.

9.2.6. Priklad. Necht p je prvocislo. Z je eukleidovsky obor (viz 9.2.1.) sa p je ireducibilni
prvek v Z (viz 8.3.6.). Pak Z/(p) = Z, je téleso dle Tvrzeni 9.1.7. To jen tak pro pfipomenuti.

9.2.7. Tvrzeni. Jestlize T je konecné téleso s k prvky a m je ireducibilni polynom nad télesem
T, deg(m) = n, pak T[z]/(m) je konecné téleso s k™ prvky. Pritom

Tlxl/(m) ={lf}; f € Tlz], f =0V f # 0 Adeg(f) <n}

DUKAZ. Jsou k,n celd ¢isla, k > 2 (kazdé téleso ma aspon dva prvky), n > 1 (ireducibilni
polynom nemtize mit stupen 0, protoze by pak byl nenulovy konstantni polynom a tedy jed-
notka). Vime jiz, ze T[z] je eukleidovsky obor (viz Piiklad 9.2.4.). Pak T'[z]/(m) je téleso podle
Tvrzeni 9.1.7. Polozme

M =A{[fl;f € Tlxl, f =0V [ #0ANdeg(f) <n}
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Ukézeme, ze M = T'[x]/(m). Jisté M C T[z]/(m). Necht f je libovolny polynom nad télesem
T. Dokazeme, ze [f] € M. Pak bude dokazano také, ze T'[z]/(m) C M. Provedeme déleni se
zbytkem v eukleidovském oboru T[z] s eukleidovskou normou deg. Je f = mq + r pro néjaké
polynomy nad télesem T, pficemz r = 0 nebo r # 0 a deg(r) < deg(m) = n. Uvédomme si,
ze f—r =mq, m|f—r,r=f (m),|[f] =|r]. Ztejmé [r] € M, protoze r = 0 nebo r # 0 a
deg(r) < n. Takze [f] € M.

Ted je jiz dokdzano, ze T[x]/(m) = M. Polynomy nad télesem T, které maji stuperni mensi
nez n (véetné polynomu nultého) maji tvar ag+ayz+- - - +a,_12""'; podet takovych polynomi
je roven k™, nebot pro kazdé a; mame celkem k moznosti (uvazujeme polynomy nad télesem 7T,
jez ma k prvki). Z toho plyne, ze |M| < k™. UkéaZeme jesté, ze pro vSechna f,g € Tx], f =0
nebo f # 0 a deg(f) <mn, g =0 nebo g # 0 a deg(g) < n, plati: jestlize [f] = [g], pak f = ¢.
Jako dusledek pak dostaneme k" < |M|, k" = | M|, |T'[z]/(m)| = k™.

Necht tedy f,g € T[z], f = 0 nebo f # 0 a deg(f) < mn, g =0 nebo g # 0 a deg(g) < n,
[f] = [g]. Chceme: f = g. Protoze [f] = [g], je f = g (m), m|g — f. Pfedpokladejme, ze f # g.
Pak g — f # 0 a z m|g — f dostavame deg(m) < deg(g — f). OvSem deg(g — f) < n, takze
deg(m) < n, n < n, spor. Nutné tedy f = g.

9.2.8. Priklad. Uvazme téleso Z,. Toto téleso ma prvky [0]z a [1]2; pro stru¢nost piSme pouze
0 a 1. Uvazme polynom m nad télesem Zy, m = z* + = + 1. Polynom m je ireducibilni v Zy[z]
(zdtivodnéte!). Dle Tvrzeni 9.2.7. je Zy[x] /(x> +x+ 1) kone¢né téleso se 4 prvky, Zs[z|/(2* +x+
1) = {[0],[1], [#], [x + 1]}. Neni obtiZné sestavit tabulky s¢itdni a ndsobeni v télese Zy[z]/(z* +
z + 1) (cvifeni 2).

Cvideni.

1. Definujme zobrazeni N : C — R takto: pro libovolnd realna ¢isla u, v je N (u+wvi) = u?+v?.
Dokazte, ze pro vSechna komplexni ¢isla ¢, je N(¢p) = N(¢)N ().

2. Uvazme téleso Zy. Toto téleso ma prvky [0]z a [1]z; pro struénost pisme pouze 0 a 1.
UvaZme polynom m nad télesem Z,, m = 2® +x + 1.

e Dokazte, ze polynom m je ireducibilni v Zs[z].

e Sestavte tabulky operaci + a - v télese Zy[z|/(2* + = + 1).

3. Provedte déleni se zbytkem v eukleidovském oboru Z s eukleidovskou normou | |: 11 : 3,
11: -3, —11: 3, —11 : —3. Udélejte zkousku.

4. Provedte déleni se zbytkem v eukleidovském oboru Z[i] s eukleidovskou normou N (a +
bi) = a® + b* (pro a,b € Z): 13 + 3i : 23 — 8i. Udélejte zkousku.

5. Provedte déleni se zbytkem v eukleidovském oboru Zj[z] s eukleidovskou normou deg:
3+ 222 + 1 : 22% + 1 (pro struc¢nost piSeme 0 misto [0]3, 1 misto [1]3 a 2 misto [2]3).
Udélejte zkousku.
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9.3 Eukleidtv algoritmus

Uz vite (viz vétu 9.1.2.), Ze v eukleidovském oboru maji kazdé dva prvky a, b nejvétsi spoleény
délitel, ktery jde vyjadrit ve tvaru ua + vb, kde u, v jsou vhodné prvky daného eukleidovského
oboru. V této c¢asti se seznamite s Eukleidovym algoritmem, ktery vypocita nejvétsi spolecny
délitel prvki a,b a také (bude-li to potfeba) vypocita prvky u,v.

Necht tedy I je eukleidovsky obor s eukleidovskou normou N. Necht a,b € I. Chceme uréit
d = NSD(a,b) a pfipadné také prvky u,v € I, ua + vb = d.

Eukleiduv algoritmus pocitd d = NSD(a,b) a je zalozen na transformaci

E : (ay,a9) — (az,7)

kde ay,as,7 € I, as # 0, a; = asq + r pro néjaké ¢ € I, r =0 nebo r # 0 a N(r) < N(as).

Vypocet zacneme s dvojici (a, b). Na usporadané dvojice opakované aplikujeme transformaci
E, a to tak dlouho, dokud je to mozné, tj, dokud druha slozka dvojice je nenulova. Vzhledem
k tomu, Ze normy druhych slozek jsou nezédporna celd ¢isla a postupné klesaji (pro r # 0
je N(r) < N(az)), skon¢ime po konecné mnoha krocich s dvojici (d,0). Pak bude opravdu
d= NSD(a,b).

Zdtvodnéni:

Pro s,t € I ozna¢me S(s,t) mnozinu vSech spoleénych délitela prvka s, ¢ v I. UkédZeme, Ze
S(a1,as) = S(ag,r) (transformace £ neméni mnoziny vsech spolec¢nych déliteli). Z toho pak
vyplyne, ze S(a,b) = S(d,0). Ovsem S(d.0) = {x € I; z|d}, takze

S(a,b) ={x € I; z|d}

a specielné d = NSD(a,b).

S(ai,as) € S(ag,r): Bud o € I, z|a; a x|az. Chceme: x|as a z|r. Je zfejmé, Ze x|ay. Je
r = a; — asq. Protoze z|ay, x|ay, mame x|r.

S(ag,r) C S(ay,az): Bud z € I, z|ay a x|r. Chceme: z|a; a x|ag. Je zfejmé, Ze x|ay. Je
a; = asq + r. Protoze z|ay, x|r, mame x|a;.

9.3.1. Priklad. Pomoci Eukleidova algoritmu vypocitame nejvétsiho spole¢ného délitele celych
¢isel 1971, 1965.
(1971,1965) — (1965,6) — (6,3) — (3,0)
Zavér: NSD(1971,1965) = 3.
Proc¢ vypocet probéhl tak, jak je uvedeno? Byla totiz provedena tato déleni se zbytkem:

1971 = 1965-1+6
1965 = 6-327+43
6 = 3-2+0
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9.3.2. Priklad. Pomoci Eukleidova algoritmu vypocitame nejvétsiho spole¢ného délitele Gaus-
sovych celych ¢isel 13 + 3¢ a 11 + 3i.

(13 430,11 + 3i) > (114 34,2) = (2,1 +1) — (1 +14,0)

Zavér: NSD(13 4 3,11+ 3i) = 1 + 4.
Proc¢ vypocet probéhl tak, jak je uvedeno? Byla totiz provedena tato déleni se zbytkem:

134+3i = (1143i)-1+2
1143i = 2-(G+i)+ (1+14)
2 = (1+i)-(1—i)40

Rozsifeny Eukleiduv algoritmus pocita d = NSD(a,b) a také u,v € I takové, ze ua+vb = d
a je zalozen na tfech paralelnich transformacich

E, : (a1,a2)1 = (az,7)1, (p1,p2)2 — (P2, 21 — P29)2, (q1,92)3 — (92, ¢1 — ¢2q)3

kde a1, as,p1,p2, 1,92, 4,7 € I, ag # 0, a; = asq +r, r =0 nebo r # 0 a N(r) < N(as).

Vsimnéte si, ze r = a; — asq, takze (a1, as)1 — (a9, a1 — asq); a vSechny tii transformace
maji stejny vytvarny zakon, totiz (wy, ws) — (wa, wy; — waq).

Vypocet zacneme s dvojicemi (a,b);, (1,0)2 a (0,1)s. Na usporadané dvojice opakované
aplikujeme transformace E,, a to tak dlouho, dokud je to mozné, tj, dokud druha slozka prvni
dvojice je nenulova. Vzhledem k tomu, Ze normy druhych slozek prvni dvojice jsou nezaporna
celé ¢isla a postupné klesaji (pro r # 0 je N(r) < N(az)), skon¢ime po koneéné mnoha krocich
s dvojicemi (d,0)1, (u,u*)s a (v,v*)3. Pak bude opravdu d = NSD(a,b) a ua + vb = d.

Zdtvodnéni:

Jiz vime, ze

S(a,b) ={z € I; z|d}
a specielné d = NSD(a,b).

Ukéazeme: (A) (p1 — p2q)as — pa(ay — asq) = —(p2a; — pras), tj. druhd slozka druhé dvojice x
prvni slozka prvni dvojice — prvni slozka druhé dvojice x druha slozka prvni dvojice provedenim
E, zméni znaménko, nikoli vSak absolutni hodnotu. Pocitejme:

(p1 - sz)a2 - p2(a1 - CL2Q) = P10 — P2qQg — P2a1 + P2a2q = P1Gg — P2y = —(p2a1 - P1a2)

Ukéazeme: (B) (¢1 — ¢2q)az — qz2(a1 — azq) = —(gaa1 — qras), tj. druhé slozka tieti dvojice x
prvni slozka prvni dvojice — prvni slozka tfeti dvojice x druha slozka prvni dvojice provedenim
E, zméni znaménko, nikoli vSak absolutni hodnotu. Pocitejme:

(fh - Q2Q>a2 - (J2(a1 - CL2Q) = @102 — ¢2Q0a2 — G201 + Q2024 = G102 — @201 = —(Q2CL1 - Q1a2)
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Ukéazeme: (C) (g1 — q29)p2 — @2(p1 — p2q) = —(q2p1 — q1p2), tj. druhé slozka tfeti dvojice x
prvni slozka druhé dvojice — prvni slozka tfeti dvojice x druha slozka druhé dvojice provedenim
E, zméni znaménko, nikoli vSak absolutni hodnotu. Pocitejme:

((h - Q2Q)P2 - Q2(p1 - ]92Q) = q1P2 — @29DP2 — @2P1 + G2P2q = q1P2 — Gop1 = —(C]2p1 - Q1p2)

Predpokladejme, ze vypocet skonéil po n krocich (n krét se aplikovala transformace E,);
muze byt n = 0.

Z (A) dostavame u*d —u-0=(—=1)"-(0-a—1-0),

Z (B) dostavame v*d —v-0=(—=1)"-(1-a—0-b),

Z (C) dostavame: v*u —vu* = (=1)"(1-1—0-0), (

Rovnost (C’) ted budeme upravovat:

(A) wd = (1) b
(B) vd= (1" o
Q) v'u — vu* = (—1)"

3

—
I
—

viu — ovu’*

3

~—~
|
—_

(v'u —ovu*)d =

3

viud —ovutd =

u(v'd) —v(u*d) =
u-(—=1)"-a—v-(=1)"t-b

u-(=)"-a+v-(=1)"2.b =
b
)

—~
|
—_
N

I

—~~

I

—_ =
\_/\_/\_/\_é\_/\_/\_/\_/
&&&&&&&

(aplikujeme (A’), (B))

3

|
—~

|
—_

3

w- (=D)"a+v-(=1)"-
(=1)"(ua + vb
ua +vb =

I
—~
|
[S—
S

I
=T
—

9.3.3. Priklad. Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu vypocitame nejvétsiho spole¢ného
délitele d celych ¢isel 1971, 1965 a také cela ¢isla w, v splnujici u - 1971 4+ v - 1965 = d.
(1971,1965); +— (1965,6); (6,3)1 — (3,0);
(1,0)9 = (0,1)y = (1,-327)y — (—327,655),
(0,1)3 = (1,-1)3 +— (—1,328)3 — (328,—657)3

Zavér: NSD(1971,1965) = 3, —327 - 1971 + 328 - 1965 = 3.

Pro¢ vypocet probéhl tak, jak je zaznamenano? Prvni fadek je nam jiz jasny, je to fadek z
Eukleidova algoritmu (viz piiklad 9.3.1.). Vénujme se druhému a tietimu fadku. Prvnimu kroku
odpovida déleni se zbytkem 1971 = 1965-1+6 a tedy ¢ =1, (1,0)3 — (0,1 —0- 1)y = (0, 1)s,
(0,1)3 = (1,0—1-1)3 = (1, —1)3. Druhému kroku odpovidé déleni se zbytkem 1965 = 6-327+3
a tedy ¢ = 327, (0,1)2 — (1,0 —1-327)y = (1,—327)y, (1,—1)3 — (—=1,1 — (—1) - 327)3 =
(—1,328)3. Tretimu kroku odpovida déleni se zbytkem 6 = 3-2+0 a tedy ¢ = 2, (1, —327) —
(—327,1 — (=327) - 2)y = (—327,655)2, (—1,328)3 — (328, —1 — 328 - 2)3 = (328, —657)s.

9.3.4. Priklad. Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu vypocitame nejvétsiho spole¢ného
délitele d Gaussovych celych ¢isel 13 + 3¢, 11 4+ 3i a také Gaussova cela ¢isla u, v splnujici
u- (13+3i) +v- (11 + 3i) =d.
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(134 3¢,114+3i); — (11+3i,2); — (2,1414); (1+14,0)
(1,0)9 > (0,1)9 — (1,=5—14d)y — (=b—1,7—4i)
(0,1)3 = (1,-1)3 +— (=1,64+14)3 +— (6417 —8+D5i)3
Zavér: NSD(13+3i,11+3i) =144, (=5 —1)- (13+3i) + (6 +1¢) - (11 +3i) =1+ 4.
Pro¢ vypocet probéhl tak, jak je zaznamenano? Prvni fadek je nam jiz jasny, je to fadek
z Eukleidova algoritmu (viz pfiklad 9.3.2.). Vénujme se druhému a tfetimu fadku. Prvnimu
kroku odpovida déleni se zbytkem 134 3i = (11 +3i)- 1 +2 atedy ¢ =1, (1,0)2 — (0,1 -0
1)a = (0,1)9, (0,1)3 — (1,0 —1-1)3 = (1,—1)3. Druhému kroku odpovida déleni se zbytkem
11+3i=2-0+9)+(1+i)atedy ¢g=5+1 (0,1)2 = (1,0—=1-(5+14)) = (1, =5 — i),
(1 —1)3— (—1,1—(=1)-(5+41))s = (—1,6 4 7)3. Tretimu kroku odpovida déleni se zbytkem
= (141)-(1—i)+0atedy ¢ = 1—i, (1, =5—i)9 +— (—5—i, 1 —(—b—1i)-(1—1i))s = (—=5—1, T—4i)s,
( 1,6 +i)3— (6+i,—1—(6+1)-(1—1))3 = (641, —8+ 5i)s.

Cviceni.

1. Pomoci Rozsiteného Eukleidova algoritmu vypoctéte nejvétsi spolecny délitel d celych
Cisel 456, 123 a urcete cela cisla u, v takova, ze u - 456 + v - 123 = d.

2. Pomoci Rozsiteného Eukleidova algoritmu vypoctéte nejvétsi spolecny délitel d Gausso-
vych celych ¢isel 24 + 8i, 18 + 2¢ a urcete Gaussova cela ¢isla u, v takova, ze u- (24 + 8i) +
v- (184 2i) =d.

3. Uvazme Eukleidovsky obor Zs[z| vSech polynomi nad t¥iprvkovym télesem. Misto [0]s,
[1]3, [2]3 pisme strucné 0, 1, 2. Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu vypoctéte nej-
vétsi spoleény délitel d polynomt a° + 2x* + 222 + 1, 2* +2 a urcete polynomy u, v takové,
zeu- (2% + 221+ 222 + 1) +v- (2 +2) =d.

9.4 Jednoznacény rozklad na soucin ireducibilnich prvku

Jisté vite, ze kazdé celé ¢islo vétsi nez jedna lze napsat jako soucin nékolika prvocisel. Obdobné
lze ukazat, ze kazdé celé cislo n, které neni 0 a neni jednotka oboru integrity Z, lze zapsat
jako soucin nékolika ireducibilnich prvki oboru integrity Z. Pro¢? Vime, ze v Z jsou prave dveé
jednotky, a to 1 a —1 (viz cviceni 5 v ¢asti 8.1.). Je tedy n # 0, n # 1, n # —1. Pak |n| je celé
Cislo vétsi nez 1. Existuji tedy prvocisla py, po, . .., px tak, Ze [n| = p1ps ... px. Pron > 0 mame
In| =n a tedy

n=7np.. Pk

Pro n < 0 mame |n| = —n a tedy

—n=pi...pr, n=(=p1)p2...pk

Vime, Ze py, —p1,p2,- .., pr jsou ireducibilni prvky v Z (viz 8.3.6.). Tudiz n lze zapsat jsko
soucin nekolika ireducibilnich prvkia oboru integrity Z.
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Pravé zdtivodnény fakt (kazdé celé ¢islo, které neni 0 a neni jednotka, 1ze zapsat jako soucin
nékolika ireducibilnich prvku oboru integrity Z) neni specialitou eukleidovského oboru Z, ale
plati dokonce v kazdém eukleidovském oboru.

9.4.1. Tvrzeni. Necht I je eukleidovsky obor. Necht a € I, a # 0, a ¢ U(I). Pak a lze zapsat
jako soucin nékolika ireducibilnich prvki oboru I. (Pritom ireducibilni prvek také povaZujeme
za soucin nékolika ireducibilnich prokd, totiZ jednoho.)

DUkAzZ. Necht S = {z € I, © # 0,z ¢ U(I)}. Necht T' C S, T je mnozina vSech prvki z
mnoziny S, které nelze vyjadrit ve tvaru soucinu nékolika ireducibilnich prvkid oboru integrity
I. Chceme: T' = {). Postupujme sporem. Ptedpokladejme, ze T' # (). Necht m € T', N(m) < N(x)
pro v8echna = € T'. Takovy prvek existuje, protoze N : I — {0} — Ny. Protoze m € T', m # 0,
m ¢ U(I), m nelze vyjadiit jako soucin nékolika ireducibilnich prvki a specielné tedy prvek m
neni ireducibilni. Existuje tedy d € I, d|m, —(d||1), =(d||m). Je m = de, kde e € I. Je m # 0,
takze d # 0, e # 0. Protoze —(d||1), mame d ¢ U(I). Takze d € S. Kdyby e byla jednotka,
bylo by d||m, coz neplati. Takze e ¢ U(I) a e € S. Jelikoz d # 0, m # 0, d|m, —~(m|d) (m|d
by dalo d||m), madme N(d) < N(m) (viz Tvrzeni 9.1.6.). Takze d € S, d ¢ T (d € T by dalo
N(m) < N(d)). Predpokladejme, Ze m|e. Pak e = mf pro néjaké f € [ am = dmf, 1 = df
(v oboru integrity lze kréatit nenulovym prvkem), d € U(I), spor. Nutné tedy —(mle). Mame:
e #0,m # 0, elm, =(m|e). Dle 9.1.6. pak N(e) < N(m). Takze e € S, e ¢ T (e € T by dalo
N(m) < N(e)). Protoze d € S, d ¢ T, existuji ireducibilni prvky pi,...,pr oboru integrity I
tak, ze d = p; - - - pg. Protoze e € S, e ¢ T, existuji ireducibilni prvky ¢, ..., ¢ oboru integrity I
tak, zee=q,---q;. Pak m = py -+ - prqy - - - q;, m lze vyjadrit jako soucin nékolika ireducibilnich
prvku, spor.

Ukéazali jsme, ze kazdy nenulovy prvek eukleidovského oboru, ktery neni jednotkou tohoto
oboru, lze zapsat jako soucin nékolika ireducibilnich prvki. Plati dokonce vic — tento rozklad
je jednoznac¢ny. Reknete si mozna, Ze to piece neni pravda, napiiklad v eukleidovském oboru
Z je 6 = 2-3 ataké 6 = 3-2. Vzhledem k tomu, Ze eukleidovsky obor je komutativni,
nelze pozadovat jednoznacnost absolutni. Takze to opravime: rozklad na soucin ireducibilnich
prvki je jednoznacny az na pofadi Ciniteld (tj. dva rozklady lisici se pouze pofadim ¢initelt
povazujeme za rozklad jeden). Takovou jednoznacnost vSak také nedokdzeme zarucit: mame
nejen 6 = 2 - 3, ale také 6 = (—2) - (—3). Pfece vSak jsou rozklady 6 =2-3 a 6 = (—2) - (—3)
hodné podobné, totiz 2| — 2 a 3|| — 3.

9.4.2. Tvrzeni. Necht I je eukleidovsky obor. Necht k, | jsou kladnd celd cisla, py,...,pr a
také qi, ..., q jsou ireducibilni prvky oboru I. Necht

pl...pk:ql-..ql

Pak k =1 a existuje permutace m mnoziny {1,... k} takovd, Ze
Pillgey Ao A prllgem
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DUKAZ. Vsimnéme si nejprve, ze pokud p, ¢ jsou ireducibilni prvky a p|q, pak p||q. Zdtvodnéni:
Protoze ¢ je ireducibilni, méame p||1 nebo p||g. OvSem p||1 by znamenalo, Ze p je jednotka, coz
by byl spor — ireducibilni prvek dle definice neni jednotka. Nutné tedy p||q. Konec zdtivodnéni.
Je k <l nebo [ < k. Necht napiiklad & < [. Vidime, Ze pi|q; - - - q;- Dle 9.1.4. (viz také cviceni
2 v ¢asti 9.1) existuje j; € {1,...,l}, p1|g;,- Prvky p1 a gj, jsou ireduciblni, takze p;|/g;,. Pak
existuje jednotka u; tak, Ze g;, = w1p;. Pocitejme:

Pip2-- Pk = q1°°°45;-191%1+1" " q
bipP2:Pr = q1°-Qj-1w1P1g+1 - qi
b2--Pr = q1° g 1UG+1 - qi

P2 Pr = Ui1q1- - G5 -195+1" " q1

Vidime, Ze poluiqs -« - qj—1¢j,+1 - - - - Dle 9.1.4. po|uy nebo po|q;, pro néjaké jo, € {1,...,1},

J2 # j1. OvSem po|uy by dalo po|1, ps je jednotka, coz by byl spor. Takze —(p2|u1) a pa|gj, pro

néjaké jo € {1,...,1}, jo # j1. Pak pa||gj,, qj, = u2ps pro néjakou jednotku u,. Pocitejme:
Pap3 - P = Uiqr - 4519541 qi

D2p3 Pk = U1 H qj
je{lr"'vl}nj?éjl

D2p3 - Pk = UG, H qj
]6{1771}7]7&]17]7&]2
P2pP3 P = UrU2P2 H q;
]6{17vl}=‘7¢]1=‘7¢]2
P3P = UiU2 H qj

JE{L, 1} #71,37#72

Vidime, ze ps|ujus Hje{17._.,l}7j¢j1J,?éj2 ¢;- Dle 9.1.4. ps|uy nebo ps|us nebo ps|gj, pro néjaké js €
{1,...,1}, J3 # j1, js # Jo. OvSem pj3 je ireducibilni prvek a uy, uy jsou jednotky, takze —(ps|uy),

—(psluz) a ps|q;, pro néjaké js € {1,...,1}, js # ji, js # Jo- Pak ps||q;,, ¢j; = usps pro néjakou
jednotku wusz. Pocitejme:

P3P4a-- P = UrUz H q;
.76{17al}7]?£.717]?£.72
P3P4a-Pr = UIUU3P3 H qj
je{la"'vl}’j7éj1’j¢j2’j¢j3
Pa--"DPk = UiU2U3 H q;

JE{L 301,702,773
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Z posledni rovnosti plyne, ze existuje js € {1,...,1}, ja # j1, Ja 7 J2, Ja # Js, DallQjss Qa = WaPu,
ug € U(I). Atd.

Po k krocich nakonec zjistime: Existuji ji,...,5x € {1,...,l}, j1,...,Jx vzadjemné razna,
U, ..., u, € U(I), piiCemz p;llgj,, qj, = usps pro s = 1,..., k. Pak

Pr Pk = G545 H 4;
je{l’“':l}_{jlv-"vjk}
Pr P = wWiP1-- - UkPk H qj
je{l,...,l}f{jl,.,.,jk}
Pr Pk = Up--UgP1- Pk H q;j

JE{l e 3 —{g1s e}

TR | B

]E{l,7l}_{]17,]k}

Predpokladejme, ze k # 1. Pak k < I, {1,...,1} — {j1,...,Jx} # 0. Zvolme jo € {1,...,1} —
{j1,---,Jk}- Z rovnosti
1 :ul-..uk | | q]

jG{l,...,l}—{jl,...,jk}
plyne, zZe gj,|1. Pak g, je jednotka, spor (uvédomte si, Ze prvek g, je ireducibilni). Nutné tedy
k=1
Nyni staci pro s € {1,...,k} polozit 7(s) = js. Je 7 permutace mnoziny {1, ..., k}, jelikoz
Jis-- 0k € {1, . Kk}, j1,. .., Jk jsou vzajemné rizna C¢isla. Na zavér si uvédomte, ze ps||g;.,
Ps||Gr(s) PrO s =1,... k.

Vsimnéte si, ze pro dikaz tvrzeni 9.4.2. je podstatny disledek 9.1.4., tj. disledek véty 9.1.2.
Tvrzeni 9.4.1. a 9.4.2. mizeme shrnout do nasledujici véty:

9.4.3. Véta. V eukleidovském oboru md kaZdy nenulovy prvek, ktery neni jednotkou, jednozna-
cny rozklad na soucin ireducibilnich prvka. Jednoznacnosti rozkladu rozumime jednoznacnost
aZ na poradi a asociovanost.

Cvideni.

1. Uvazme obor integrity Z[v/—5] — zabyvali jsme se jim v piikladech 8.2.4. a také 9.1.5. Je
9=23-3=(2++v-5)-(2—+/-5). Ukaite, ze prvky 3, 2+ +/—5, 2 — /=5 jsou ireducibilni
v Z[/—5] a pfitom &islo 3 neni asociovédno s 2+ +/—5 ani neni asociovano s 2 —/=5. Déle
ukazte, Ze 9 neni jednotka v Z[y/—5]. V oboru integrity Z[v/—5| tedy neplati, Ze kazdy
nenulovy prvek, ktery neni jednotkou, ma jednoznacny rozklad na soucin irducibilnich
prvki.
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9.5 Zakladni véta aritmetiky

Zakladnim poznatkem teorie ¢isel je fakt, Ze kazdé celé ¢islo vétsi nez jedna lze jednoznacné
vyjadrit jako soucin néekolika prvocisel. Uvidime, Ze se jedna o disledek véty 9.4.3.

9.5.1. Véta. (Zakladni véta aritmetiky) Necht n je celé ¢islo, n > 1. Pak existuji prvocisla
P1,D2, - -, Dk Splnugict

Toto vyjadrent je jednoznacné aZ na poradi ciniteli.

DUKAZ. Vyuzijeme toho, ze Z je eukleidovsky obor. Pf¥ipomenme si, ze U(Z) = {1, —1}. Necht
n € Z, n > 1. Tvrzeni 9.4.1. dava: existuji ireducibilni prvky qi,...,qx € Z, n = q1- - Q.
Z 8.3.6. dostavame: pro i = 1,....k je ¢; = €;p;, kde p; je prvocislo, ¢; € {1,—1}. Pak n =
€1--Exp1---pPr- Protoze n > 0, p; > 0proi=1,....k, jeey---ex >0 atedy e1---¢, = 1.
Takze n = py - - pp.

Necht nyni wuq, ..., ug, v1,...,v; jsou prvocisla, n = uy - --ug, n = vy ---v;. Cheeme: k = I,
existuje permutace 7 mnoziny {1,...,k} tak, Ze u, = vy pro s =1,... k.

Podle 8.3.6. jsou uq,...,ux, vy,...,v; ireducibilni prvky v Z. Z 9.4.2. dostavame: k = [,
existuje permutace m mnoziny {1,...,k}, us|lvre) pro s = 1,..., k. Staci si uvédomit toto:

Jestlize p,q jsou prvodcisla, p||q, pak p = ¢. Pro¢ to tak je? p|l¢ znamend, ze p = iq, kde
i € U(Z), takze p = g nebo p = —¢q. Protoze p > 0, ¢ > 0, musi byt p = q.

Cvideni.

1. Najdeéte prvociselny rozklad c¢isla 1234567890.

9.6 Cinska véta o zbytcich

Zformulujeme nyni Cinskou vétu o zbytcich, ktera patii mezi zakladni véty teorie &isel.

9.6.1. Véta. (Cinska véta o zbytcich) Necht my, ..., my jsou kladnd celd ¢isla, kterd jsou
po dvou nesoudélnd (tj. m;Lm; pro vSechna i,j € {1,...,k}, i # j). Necht ay,...,a; jsou
libovolnd celd cisla. Uvazme ndsledugici systéem kongruenci v Z.:

r = a; (my)

(5)

r = ap (myg)
Plati:

1. Systém (S) md Teseni v Z.
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2. Bud M = my ---my. Necht xq je celé ¢islo, které je resenim sytému (S). Pak pro vsechna
cela c¢isla xq plati:

xy je Tesenim systému (S) pravé tehdy, kdyz x, = xo (M)

Zajemci si mohou o Cinské vété o zbytcich precist napiiklad v ucebnici [5] — tam je vété
vénovana kapitolka 3.5. na stranach 21 az 23.

Zformulujeme ted a dokazeme Cinskou vétu o zbytcich pro libovolny eukleidovsky obor.
Véta 9.6.1. pak bude jejim diisledkem. Pro jednoduchost se v zobecnéné Cinské vété o zbytcich
omezime na pripad k = 2, tedy na systémy dvou kongruenci.

9.6.2. Véta. (Cinska véta o zbytcich) Necht I je eukleidovsky obor. Necht mi,my € I,
my # 0, mg # 0, my_Lmsy. Necht ay,as € I. UvaZme ndsledugici systém kongruenci v I :
g’ x aq (ml)
(5) { x as (mo)

Plati:
1. Systém (S") ma Teseni v 1.

2. Bud M = mymsy. Necht xg € I, xq je TeSenim sytému (S"). Pak pro vSechna x; € I plati:

xy je Tesenim systému (S') prdvé tehdy, kdyz x, = xo (M)

DUKAZ.

1. Protoze myLmay, je NSD(my,me) = 1 (viz 8.2.6.). Dle véty 9.1.2. existuji u,v € I,
umy + vmg = 1 (Bézoutova rovnost). PoloZzme xq = ajvmsy + asum,. Ukdzeme, Ze xq je
feSeni systému (5”).

Vsimnéme si nejprve, ze um; = 1 — vmy, takze my|l — vmg, vmy = 1 (my). Déle vmy =
1 — umy, takze mo|l — umy, umy =1 (my).

Je xg — ajuvmy = agumy, takze mq|xg — ajvmg a rg = ajvmy (Mmy). Z vmy = 1 (my)
dostavame ajvmy = ay - 1 (my), ajvmy = ay (my). Celkem zg = ajvmy (my) a avmg =
a; (my), coz dava xog = ay (mq). Ukazali jsme, Ze oy vyhovuje prvni kongruenci systému
(5.

Je xg — asumy = ayvmy, takze mo|rg — agumy a g = agumy (Mme). Z umy = 1 (my)
dostavame asum; = as - 1 (my), asumy = as (my). Celkem xg = asumy (mso) a agum; =
as (may), coz dava xo = as (mg). Ukazali jsme, Ze x¢ vyhovuje druhé kongruenci systému

(5").
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2. Necht M = mym,. Predpokladejme, ze xy € I, x¢ je feSenim systému (S’). Necht z; € I.
Chceme:

xq je FeSenim systému (S") pravé tehdy, kdyz =1 = zo (M)

Predpokladejme nejprve, Ze x; je fesenim systému (S’). Chceme: x1 = xg (M). Je xg =
a; (my), 1 = a1 (my), coz dava x; = x¢ (mq), myi|rg — x1. Obdobné xy = ay (Mms),
1 = ag (ma), coz dava x1 = xy (ma), me|xreg — 1. Protoze my|zg — x1, je g — 1 = mys
pro né&jaké s € I. Takze msy|mys a pfipomerime, ze m; Lmsy. Dle disledku 9.1.3. pak ms|s.
Z toho mame s = myt pro néjaké t € I, xg — 1 = mymat, xg — 1 = Mt, M|xy — x1,
Ty = xo (M).

Nyni naopak predpokladejme, ze 21 = g (M). Chceme: x; je feSenim systému (S’). Z
r1 = xo (M) dostavame M |xg—x;. OvSem my|M a proto my|xg—x1, 1 = xo (my). Jelikoz
xo je FeSeni systému (S), mame xy = a; (my). Celkem x; = 9 (my), o = a1 (M) a tedy
1 = ay (my). Také mo|M a proto ma|zg — x1, £1 = xo (m2). JelikoZ xq je FeSeni systému
(S7), méme xg = ag (my). Celkem z1 = x¢ (M2), o = az (Ma) a tedy x1 = as (Mma).

9.6.3. Poznamka. Dikaz véty 9.6.2. dava navod, jak ziskat pocatecéni feseni zq systému (S'):
Uréime u, v € I takova, ze umy+vmy = NSD(my, my) = 1. Pak vezmeme zg = ajvmao+asum;.
Dilezité je, ze pro uréeni u, v mizeme pouzit Rozsifeny Eukleidiv algoritmus (je popsan v ¢asti
9.3).

Je také dobré si vSimnout, Ze u, v nezavisi na ay, as — k jejich urceni potiebujeme znat pouze
mi, mso. Jestlize tedy v soustavé (S”) jenom vyménime a; za by a as za by (kde by, by € I), pak pii
urceni pocatec¢niho feseni nemusime znovu pocitat v a v, postaci pouze misto a,vmse + asum;
vzit bjvmsg + boum;.

9.6.4. Priklad. V Z najdéte vSechna feseni nasledujiciho systému kongruenci:

(51){ ﬁ

Reseni: Mame a; = 10, ay = 12, my = 11, my = 13, M = mymy = 11 - 13 = 143. Uréime
pocatecni FeSeni z soustavy (S7). Nejprve najdeme cela ¢isla u,v takova, ze umy + vmy =
NSD(my,my), tj. u-114+v-13 = NSD(11, 13) = 1. Pouzijeme Rozsifeny Eukleidiv algoritmus:

10 (11)
12 (13)

(11,13)1 — (13,11)1 — (11,2)1 — (2 1)1 — (1,0)1
(1, 0)2 — (0, 1)2 — (]., —].)2 — ( ,6)2 — (6, —13>2
(0,1)3 — (1,0)3 —> ( ,1)3 — ( 5)3 — (—5711)3

Je tedy u =6, v = =5 a 29 = avmg + agum; = 10 (=5) - 13 +12-6 - 11 = 142.
Zavér: Pro x, € 7 plati:
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xq Tesi soustavu (S7) pravé tehdy, kdyz z; = 142 (143)

9.6.5. Priklad. V Z najdéte nejmensi nezaporné feseni nasledujiciho systému kongruenci:

(52){ T 1903 (11)

1931 (13)

X

Vsimnéme si, ze v soustavé (Ss) jsou stejné moduly my, msy jako v soustavé (S;) v pfedchozim
prikladé. To ndm usnadni dalsi vypocet. Pokud vam to neni jasné, prectéte si poznamku 9.6.3.
Lze totiz vzit hodnoty u, v z predchoziho prikladu, tj. u = 6 a v = —5. Poc¢atecni feSeni soustavy
(S3) pak bude 1903 - (=5) - 13 4+ 1931 -6 - 11 = 3751. Pro z; € Z plati:

xq Tesi soustavu (Sy) pravé tehdy, kdyz x; = 3751 (143)

Vime, 7e x1 = 3751 (143) znamend x1 — 3751 = k- 143 pro néjaké k € Z, tj. v1 = k- 143+ 3751
pro néjaké k € Z.
Reseni x; je nezéporné pravé tehdy, kdyz k - 143 + 3751 > 0, tj. k > %7351. Nejmensi

nezaporné feseni soustavy (Sy) dostavame pro k = [‘f’g’l], k= —26. Je —26-143 4+ 3751 = 33.

Zavér: Nejmensim nezdpornym FeSenim systému kongruenci (S;) je celé ¢islo 33.

Cviceni.
1. V Z najdéte vSechna feseni nasledujiciho systému kongruenci:

xZ
T

xz
T

Il
—_
=)

—~
[u—
W

S~—

3. V Z]i] najdéte v8echna feseni nasledujiciho systému kongruenci:

T
T

5—6i (—1+ 2i)
T+8i (3—4i)

10 Gaussovské obory

Volné feceno, gaussovské obory jsou obory integrity, v nichz kazdy nenulovy prvek, ktery neni
jednotkou, ma jednoznac¢ny rozklad na soucin ireducibilnich prvki.
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10.1 Definice gaussovského oboru

10.1.1. Definice. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Pak I se nazyva gaussov-
sky obor, pokud plati:

1. Necht a € I, a # 0, a ¢ U(I). Pak a lze zapsat jako soucin nékolika ireducibilnich prvku
oboru . (Pfitom ireducibilni prvek také povazujeme za soucin nékolika ireducibilnich
prvki, totiz jednoho.)

2. Necht k, [ jsou kladné celé ¢isla, pq,...,pr a také qq, ..., q jsou ireducibilni prvky oboru
I. Necht

pl...pk:ql-..ql

Pak k = a existuje permutace m mnoziny {1,...,k} takova, ze

pillgey Ao A il g

10.2 Priklady gaussovskych obori

Z definice 10.1.1. a z véty 9.4.3. (piipadné z tvrzeni 9.4.1. a 9.4.2.) je ihned vidét, ze kazdy

eukleidovsky obor je také gaussovsky obor. Otazkou je, zda existuji gaussovské obory, které

nejsou eukleidovské. Za chvili uvidime, Ze existuji (a uvidime také konkrétni ptiklad).
Pfipomenme, Ze Z[x] oznacuje obor integrity vSech polynomu s celo¢iselnymi koeficienty.

10.2.1. Vé&ta. Obor integrity Z[x] je gaussovsky obor.

Ukol. Prostudujte paragraf 3 Délitelnost v Z[z] na stranach 160 — 167 v knize [1]. Mimo jiné
tam najdete dikaz véty 10.2.1. a také par cviceni.
Alternativné mizete prostudovat ¢ast 9.1. Gaussovo lemma v ucebnici [5] (strany 45 — 47).

10.2.2. Priklad. Z[z| je gaussovsky obor, ktery neni eukleidovsky.

Zduvodnéni: Véta 10.2.1. ¥ik4, ze obor integrity Z[z| je gaussovsky.

Predpokladejme, ze Z[z] je eukleidovsky obor. Polozme f = x, g = 2. Zfejmé f a g jsou
polynomy s celociselnymi koeficienty.

Ukéazeme ted, ze flg. Nechf d je polynom s celociselnymi koeficienty, d|f, d|g. Chceme:
d||1. Protoze d|g, existuje e € Z[z|, g = de. Je g # 0, takze také d # 0, e # 0. Mame
deg(g) = deg(de), 0 = deg(d) + deg(e). Z toho plyne, ze deg(d) = deg(e) = 0. Jsou tedy d, e
cela ¢isla spliujici 2 = de. Tudiz d € {1,—1,2,—2}. Uvazme libovolny polynom h € Z[x].
Polynomy 2h a —2h maji vSechny koeficienty sudé. Proto 2h # f, —2h # f, =(2|f), =(=2|f)-
Nutné tedy d € {1, -1} a d||1.

Jelikoz flg, je NSD(f,g) = 1 (viz 8.2.6.). Z ptedpokladu, ze Z[z| je eukleidovsky obor,
dostavame: uf + vg = 1 pro néjaké polynomy u,v € Z[z] (Bézoutova rovnost, 9.1.2.). Tudiz
uz+wv-2 = 1. Porovnanim absolutnich ¢lenii (pfipominka: absolutni ¢len polynomu je koeficient
u z°) dostaneme 2vy = 1, kde v je absolutni ¢len polynomu v. Je tedy &islo 1 sudé, spor.
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Ke sporu vedl predpoklad, ze Z[x] je eukleidovsky obor. Tudiz obor integrity Z[z| neni
eukleidovsky.

Cviceni.

1. Gaussova véta fika: Bud I gaussovsky obor. Pak I[z] je také gaussovsky obor. Najdéte v
literatutre dikaz této véty.

10.3 Nejvétsi spolecny délitel prvka gaussovského oboru

Kdyz jste chodili do gkoly, tak jste nejvétsi spolecny délitel ¢isel a = 21 -3%-5% a b = 210.3%. 57
pocitali (pravdépodobné) takto:

NSD(CL, b) — NSD(21 . 39 . 56’ 210 . 34 . 57) — 2min(1,10) . 3min(9,4) . 5min(6,7) — 21 . 34 . 56

Ze Zakladni véty aritmetiky (Véta 9.5.1.) plyne, Ze obdobné lze spocitat nejvétsi spolecny délitel
libovolnych dvou celych ¢isel a, b, a > 1, b > 1 (pokud ovSem zname ¢i jsme schopni uréit jejich
prvociselny rozklad).

No a obdobné lze urcit nejvétsi spoleény délitel dvou prvkia a,b (a # 0, b # 0, a neni
jednotka, b neni jednotka) v libovolném gaussovském oboru, a to diky existenci jednozna¢ného
rozkladu prvku a a také prvku b na soucin ireducibilnich prvki.

Nyni tuto zalezitost prozkoumame podrobnéji.

Pripomenme si tradi¢ni znaceni: Jestlize I je obor integrity, a € I, n je kladné celé ¢islo,
pak

(provedte dtikaz jako cviceni).

10.3.1. Tvrzeni. Necht I je gaussovsky obor. Necht a € I, a = p}* ---p*, kde k je kladné celé
cislo, py, ..., p jsou navzdjem neasociované ireducibilni proky oboru I (tj. —(p;||p;) pro vsechna
i,je{l,....k}, i #j), ni,...,ng jsou nezapornd celd ¢isla. Pak pro vSechna d € I plati:

dla <= d = sp}*---p*
pro néjakd s € U(I), u; € Z, 0 <wu; <m;proi=1,... k.

DUKAZ.
=: Existuje e € I, a = de. Protoze a # 0, mame d # 0, e # 0. Pokud d je jednotka, polozime
s=d,u;=0proi=1,...,k. Pokud e je jednotka, existuje jednotka f, ef = 1. Pak af = def,
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fa=d-1, fpi*---p* =d apolozime s = f, u; = n; proi = 1,..., k. Nechf nyni d, e nejsou
jednotky. Existuji ireducibilni prvky ¢1,...,qq € I, ry,...,7pp €I, d=q1---q, e =71 Tpy.
Pak

7 7
pll...pkk =q1-qr1 " Tm

Protoze jsme v gaussovském oboru, je ny + -+ +ng = [ + m a existuji ji,...,5 € {1,...,k}
takova, ze q1]|p;,, - - -, allpj,- Pak ¢1 = s1pj,, - .., q = sipj, pro néjaké jednotky si,...,s;. Dosté-
vame

d=qu--q=s1pj - SiPj = S1° " SiPj  Djy

Polozme s = sy ---s;. Jelikoz sq,...,s; jsou jednotky v I, je také s jednotka v oboru /. Dale
P - pj, =Dyt - pit pro néjaka nezaporna celd Cisla uy, . .., ug. Vidime, ze

d = spi*---pt

Zbyva ukézat, ze u; < n; proi =1,..., k. Pfedpokladejme naopak, Ze pro néjaké i € {1,... k}
je u; > n;. Mame
a = de
p?l .. .pzk f— Sp’litl .. -pzke

V posledni rovnosti budeme kratit prvkem p!* — to lze, protoZe jsme v oboru integrity I a
pi 7 0 (je totiz p; ireducibilni prvek). Pro k =1 je také i = 1 a dostdvame 1 = spy*™ "' e; jelikoz
uy; —ny > 0, mame py|1, p; je jednotka, spor (pfipomindm, Ze p; je ireducibilni prvek). Necht
nyni k£ > 1. Po kraceni dostavame

71 Ti—1, Mi41 Mg _ U1 Ui—1  U;—n; Ui+l Uk
Py - Pi—1 Dig1 Py = SP1 ' Pi1 Py Pyl PR €
71 Ni—1, MNi1 NnE Uq Uj—1 U;—n;—1 Uil U
Pt pi i piy s = oy (spa)p T T e e

Jelikoz s je jednotka, je sp;||p; a prvek sp; je také ireducibilni (viz 8.3.3.). Posledni rovnost dava

(diky tomu, Ze jsme v gaussovském oboru): sp;||p; pro néjaké j € {1,--- ,k} — {i}. Pak také
pillp;. To je v8ak spor, protoze prvky py,...,px jsou navzajem neasociované. Spor jsme dostali
prok=1ik > 1. Nutné tedy u; <mn; proi=1,...,k.

<: Pro vSechna ¢ = 1, ..., k existuje nezaporné celé cislo v; takové, ze u; + v; = n;. Jelikoz s je

jednotka, existuje ¢t € I, st = 1. Polozme e = tp;* - - - p;*. Plati:

de — qufl .. pzktp’lljl .. pzk — Stp’lfl_‘_’ul .. .pzk+vk — 1 . p?l .. pz’k — p?l .. pzk —
Vidime, ze de = a, d|a.
10.3.2. Tvrzeni. Necht I je gaussovsky obor. Necht k je kladné celé ¢islo, py, . . ., pr jsou navzd-
jem neasociované ireducibilni proky oboru integrity I. Necht s,t € U(I), uq, ..., ug, V1, ...,k

jsou mnezdapornd cela cisla. Plati:

Sp?l...pzk:tpa’l...pzk:>5:t AN u=v1 A ANup = U
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DUKAZ. Necht spi* ---p* =tpi*---pF. Bud i € {1,...,k}. Chceme: u; = v;.
Predpokladejme, Ze u; # v;. Necht napiiklad u; < v;. Jestlize k = 1, je i = 1 a po kraceni

mame s = tp|' “*. Z toho plyne, Ze pi|s, p1 je jednotka. To je spor (prvek p; je ireducibilni).
Predpoklddejme, ze k > 1. Protoze s je jednotka, existuje w € I, ws = 1. Pak sp}* ---p* =
tp,ijl"‘p,l]::k) wsp’[fl'.'pzk :wtp,ijl"'p’l]::k, ]"p/'itl"‘p,l];k:wtp’i)l‘.'pzk7p1fl."pzk :wtp?l)l".p’lk):k'

Po kraceni prvkem p;"* dostaneme

Ul Uj—1  Ujf1 Uk _ V1 Vi—1_ V;i—U;, Vitl Ve
P1oc Pt Pigr P = WIDY Dy U Diyn Dy
Uj—1  Uit] i—ui—1 Vit1

P e = e (wtp)pl T Ty

Je wt € U(I), takze wtp;||p; a prvek wtp; je ireducibilni (uvédomte si, Ze p; je ireducibilni prvek
a pouzijte tvrzeni 8.3.3.). Uvazme posledni odvozenou rovnost. Jsou dvé moznosti:

Vi—1 v, —U;—1_ Vit1

e u; = 0 pro v8echna j € {1,...,k} — {i}: Je 1 = pi"---p," " (wtp;)p; Divt P
wtpr|1, wtp; je jednotka, spor.

e u; # 0 pro n&jaké j € {1,...,k} — {i}: Protoze jsme v gaussovském oboru, existuje
Jje{l, ... k} —{i} tak, ze witp;||p;. OvSem p;||wtp;, takze p;||p;, spor (je totiz i # j).

Spor jsme dostali v obou ptipadech. Co nas zavedlo ke sporu? Byl to predpoklad, ze u; # v;.
Protoze tedy w; = v; pro i = 1,...,k, je spy*---pp* = tpy* ---p.*. Jsme v oboru integrity a
prvky p1, ..., pr jsou ireducibilni a tedy nenulové. MizZeme tedy kratit a dostavame s = t.

Nyni jiz konecné podame dikaz toho, Ze pro kazdé dva prvky gaussovského obor existuje
jejich nejvetsi spolecény délitel.

10.3.3. Véta. Necht I je gaussovsky obor, a,b jsou libovolné prvky oboru I. Pak v I existuje
nejvetsi spolecny delitel prvki a,b.

DUKAzZ. Je-lli a = 0 je NSD(a,b) = NSD(0,b) = b (zdivodnéte!). Je-li a jednotka, je
NSD(a,b) =1 (zdivodnéte!). Obdobné existuje nejvétsi spoleény délitel prvki a, b v piipadech,
kdy b = 0 nebo b je jednotka.

Predpokladejme tedy dale, ze a # 0, a neni jednotka, b # 0, b neni jednotka. Pak existuji
ireducibilni prvky ¢i,...,q, r1,...,7, oboru integrity I (I,m jsou kladné celd ¢isla) tak, ze
a=q - q,b=r1-rp.Bud M ={q,...,q,71,...,7m}. Je M koneéné neprazdna mnozina.
Relace || je ekvivalence na mnoziné M. Z kazdé t¥idy rozkladu M /|| vybereme jeden prvek a
takto vybrané prvky dame do mnoziny P. Pak P C M, P je koneCna neprazdna mnozina,
prvky mnoziny P jsou navzajem neasociované (pokud y,z € P, y # z, je =(yl||z), protoze z
kazdé t¥idy rozkladu M/|| jsme do mnoziny P vybrali jeden prvek) a pro kazdé z € M existuje
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presné jeden prvek p € P takovy, Ze z||p (je to ten prvek, ktery jsme do P vybrali z té tiidy
rozkladu M /||, v niz lezi z). Pocet prvkd mnoziny P oznac¢me k. Necht P = {p1,...,px}.

Zvolme libovolné i € {1,...,1}. Pak ¢; € M a g;||p;, pro né&jaké j; € {1,...,k}; jelikoz ¢;||p;,
je ¢; = e;pj, pro néjakou jednotku e;. PoloZme e = ¢; - - - ¢;. Prvek e je jednotka oboru integrity
I (je souc¢inem jednotek). Mame

a=q1 - q=€1Pj * - €Pj = €1 €Pjy Py = €Pjy Py
Existuji nezdporna celd ¢isla nq, ..., ny tak, ze p;, ---p;, = pi* - - - pp*. Celkem
— 711 T
a = 6p1 .. pk
Obdobné lze ukézat, ze prvek b ma vyjadreni ve tvaru

Ok

b= fpi" -y
kde f je jednotka a o4, ..., 0x jsou nezaporna cela cisla.
Polozme o’ = pi* ---pi*, b/ = p{* - - - piF. Ziejmé d’|la a V'||b.
Polozme déle D = pi™("or) . pminteos) Ukgzeme, ze D = NSD(d, V). Pak bude také
D = NSD(a,b) (viz 8.2.3.) a dikaz véty bude hotov. Je tfeba ukazat dvé véci:
e Dl|d/, D|V': VSimneme si, ze pro i = 1,...,k je 0 < min(n;,0;) < n;; dle 10.3.1. pak D|ad’.
Dale si vS§imneme, Ze pro i = 1,...,k je 0 < min(n;, 0;) < o;; dle 10.3.1. pak DIV'.

e Necht d € I, d|d’, d|l/. Chceme: d|D. Protoze d|a’, z 10.3.1. dostavame d = sp;* - - - p,.*,
kde s € U(I), u; € Z, 0 < u; < n; proi = 1,..., k. Protoze d|b, z 10.3.1. dostéavame
d=tpl*---p*, kdet € U(I),v; € Z,0 <v; < o;proi =1,... k. Vidime, ze sp* - - - pi* =
tpit - - pi*. Podle 10.3.2. jew; = v; proi = 1,..., k. Pakproi = 1,..., k plati: 0 < u; < n,
a také 0 < u; < 0;. Z toho plyne, Ze proi = 1,...,k je 0 < u; < min(n;, 0;). Shrnuti:
d=spi*---pF, s € U(I), 0 <wu; <min(n;,0;) proi = 1,..., k. Pfipomelime jesté, ze
D = piﬂin(m’ol) = -pzﬁn(n’“’o’“). Z 10.3.1. plyne, ze d|D.

10.3.4. Poznamka. Necht [ je eukleidovsky obor, p1, ..., p, jsou vzajemné neasociované ire-
ducibilni prvky oboru integrity I, ni,...ng,o1,..., 0 jsou nezdpornd celd ¢isla. V ditkazu véty
10.3.3. jsme spocitali, ze

prnrnen) L pminok) — NGD(pi L ik pot L pok)

A to je pravé formulka znama z pocitani nejvétsiho spole¢ného délitele dvou celych cisel vétsich
nez jedna, zndme-li jejich prvociselné rozklady.
Cviceni.
1. Necht I je obor integrity, a € I, k, [ jsou nezaporna celé cisla. Pak
akal = gk

Dokazte.
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11 Koreny polynomnii

Cim se budeme zabyvat v posledni ¢4sti tohoto textu? To je prece jasné, éekaji nas kofeny
polynomt (a problematika s nimi souvisejici). Necht f je polynom nad oborem integrity I. Co
je to kofen polynomu f?7 Je to takovy prvek ¢ € I, pro ktery je f(¢) = 0. Co je to f(¢)? Pro

f(x) =apa" + -+ a1z + ag
je
flc) =anc"+---+arc+ag
Hledat koreny polynomu f tedy znamena fesit rovnici
apx" 4+ -+ ax+ag=0

s neznamou z. (Rovnice tohoto typu se nazyvaji algebraické.)

11.1 Nasobnost a pocet korfenu polynomu

Jiz na stfedni skole jste hledali kofeny kvadratickych polynomu (tj. fesili jste kvadratické rov-
nice). Zjistili jste tehdy, ze kvadraticky polynom s redlnymi koeficienty nemd zadny realny
kofen, nebo mé jeden redlny kotfen, nebo ma dva realné koreny, avsak nikdy nemé vice nez dva
kofeny. V této ¢asti (mimo jiné) dokazeme obecné tvrzeni: Jestlize f je polynom nad oborem
integrity I a f ma stupen n, pak f ma nejvyse n korent v I.

11.1.1. Vé&ta. Necht I je obor integrity, f je polynom nad I, ¢ € I. Plati:
fle)=0<=x—|f(z)

DUKAZ.

<=: Necht z—c|f(z). Existuje g € I[z], f(z) = (x—c)g(x). Pak f(c) = (c—¢)g(c) = 0-g(c) = 0.
—: Necht f(c¢) = 0. Pfedpokladejme nejprve, Ze polynom f je konstantni. Pak f(x) = a,
kde a € I. Je f(c) = a, takze a = 0 a f je nulovy polynom. Pak je jasné, ze = — c|f(x).
Ptedpokladejme nyni, Ze polynom f neni konstantni. Pak f(z) = a,2"+a,_12" '+ -+a1x+ay,

kde n je celé ¢islo, n > 1, ag,...,a, € I, a, # 0. Pocitejme:
flx) = flz)-0
= flz) = f(o)

—1 ~1
= (apa" + ap12" + -+ arx+ag) — (apc” + ap 1"+ -+ are+ ag)
= ax" —a, "t a, 12" —a, 1"+ ayr — aje+ ag — ag

= ap (2" — ")t a1 (" ="+ a(z— )
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Nyni si staci uvédomit, Ze pro kazdé kladné celé ¢islo k plati  — c|z* — c*. Pak totiz x — ¢ déli
kazdy s¢itanec v a,(z" — ") + ap_1 (2"t — ") + - +ay (v — ¢) a tedy @ — ¢ déli soudet, ¢ili
r —cdéli f(x).

Pro¢ x — c|a® — c¢*? Pro k = 1 je to jasné, pro k > 1 uvazte rovnost

b~ = - e a4 Y

Nyni jiz dokdzeme vétu o poctu kofenti polynomu.

11.1.2. Véta. Necht f je nenulovy polynom nad oborem integrity I. Jestlize f md stupen n,
pak f ma nejvyse n korentd v I.

DUKAZ. Postupujme indukci vzhledem k n.

n = 0: Necht f ma stupen 0. Je f(z) = a, kde a € I, a # 0. Pro kazdé c € I je f(c) =a # 0,
takze f nema v I zadny kofen a tedy ma v I nejvyse n korent.

n > 0: Nechf f m4 stupen n. Mnozinu vSech kofeni polynomu f v oboru integrity I ozna¢me
A. Cheeme: |A| < n. Jsou dvé moznosti:

o A=1{(:Je |A| =0, takze |A| < n.

e A # (: Zvolme ¢ € A. Je f(c) = 0 a dle véty 11.1.1. pak x — ¢|f(z). Potom f(x) =

(x — ¢)g(x) pro néjaky polynom g nad I. Mnozinu vSech kofent polynomu g v oboru
integrity I oznac¢me B. Protoze polynom f je nenulovy, je také polynom g nenulovy. Plati:
n =deg(f(x)) =deg((x —c)g(x)) = deg(x — ¢) + deg(g(z)) = 1 + deg(g(z)). Vidime, ze
polynom g mé stupen n — 1. Dle indukéniho pfedpokladu |B| < n — 1. UkéZeme ted, Ze
A C {c} U B. Zvolme libovolné d € A. Musime ukézat, Ze d € {c} U B. Protoze d € A, je
f(d) =0. Ovsem f(z) = (x — ¢)g(x), takze f(d) = (d — ¢)g(d), (d — ¢)g(d) = 0. Jelikoz ¢
je polynomnad [ ad € I, je g(d) € I. Tudizd—c € I, g(d) € I, (d—c)g(d) = 0. Protoze
I je obor integrity, dostavame d — ¢ = 0 nebo ¢g(d) = 0. Pokud d — ¢ = 0, je d = ¢ a tedy
d € {c} UB. Pokud g(d) =0, je d € B a tedy také d € {c} U B. Nyni vime: |B| <n —1
a A C {c} U B. Proto

Al < UBl < {e}[ + Bl =1+ B[ <1+ (n—1)=n, [A|<n

11.1.3. Poznamka.

1.

Samoziejmé se mize stat, ze polynom ma méné kofend, nez je jeho stupen. Naptiklad
kvadraticky polynom 22 + 1 je polynom nad télesem R, ktery nem4 zadny koien v R.
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2. V dikazu véty 11.1.2. bylo podstatné, ze I byl obor integrity. Z (d — ¢)g(d) = 0 jsme
mohli odvodit, Zze d — ¢ = 0 nebo ¢g(d) = 0. Pokud bychom uvazovali polynomy nad
komutativnimi asociativnimi okruhy s jednotkovym prvkem, nebude Véta 11.1.2. platit —
napiiklad kvadraticky polynom x? + x nad Zg ma 4 koieny v Zs.

Nakonec jesté budeme definovat ndsobnost kofene (nebot je slibeno v nazvu, Ze se v této
¢asti o nasobnosti kofene aspon néco fekne).

11.1.4. Definice. Necht f je polynom nad oborem integrity I, ¢ € I, k je nezdporné celé ¢islo.
Rikdme, 7e prvek c je k-nasobnym kofenem polynomu f, pokud

(@ =)"f(2) A =((z =) f(2)

11.1.5. Poznamka. O nasobnosti kofene polynomu si mizete ptecist v paragrafu 1 Nasobnost
kofene polynomu. Hornerovo schéma v kapitole XV Vlastnosti kofenti polynomi v uc¢ebnici [1].
Prectete si tam naptiklad to, jak mizete nasobnost kotene zjistit pomoci Hornerova schématu.

Cviceni.
1. Zjistéte nasobnost korent ¢; = %, co = —2 polynomu
f(z) = 82" + 42° — 22° + 32" — 62° — 22 + 4v — 1 € Q[x]

2. Necht f je polynom nad oborem integrity I, ¢ € I, k je nezéaporné celé ¢islo. Dokazte: ¢
je k-nasobnym kotfenem polynomu f pravé tehdy, kdyz existuje g € I[z]| takovy, Ze

f(x) = (z = c)*g(x) A g(c) #0

11.2 Zakladni véta algebry a jeji dusledky

Pod néazvem Zékladni véta algebry se skryva nasledujici tvrzeni:

11.2.1. Véta. (Zakladni véta algebry) KaZdy nekonstantni polynom s kompleznimi koefici-
enty ma aspon jeden komplexni koren.

Zakladni vétu algebry dokazovat nebudeme. Vétu poprvé presvédcivé dokazal C. F. Gauss v
roce 1799. Prestoze tvrzeni Zakladni véty algebry je snadno pochopitelné i pro stiedoskolského
studenta, pro jeji dikazy to v zadném ptipadé neplati.

Zakladni véta algebry ma zajimavé a vyznamné dusledky. Dva z nich uvedeme a také do-
kazeme.
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11.2.2. Dusledek. Necht f € C[z]. Pak polynom [ je ireducibilni v Clz] prdvé tehdy, kdyZ f
je linedarnd.

DUKAzZ. JestliZze f je linearni, pak f je ireducibilni — viz 8.3.4. Pfedpokladejme naopak, ze f
je ireducibilni. Dle definice ireducibilniho prvku je f nenulovy a také f neni jednotka, z ¢ehoz
plyne, Ze polynom f neni konstantni. Podle Zakladni véty algebry existuje komplexni ¢islo ¢
takové, ze f(c) = 0. Pak = — ¢|f(x) (viz 11.1.1.). Protoze polynom f je ireducibilni, mame
x — c||[1 nebo = — ¢||f(x). Pfedpokladejme, ze = — c||1. Pak deg(x — ¢) = deg(1) (viz cviceni
11 v ¢asti 8.1 nebo také tvrzeni 9.1.6.), ¢ili 1 = 0, spor. Nutné tedy x — c||f(z), coz dava
deg(x — ¢) = deg(f(x)), 1 =deg(f), f je linearni.

Disledek 11.2.2. tedy pfesné popisuje, jak vypadaji ireducibilni prvky v C|x].
Pfipomenme, Ze pro komplexni ¢islo ¢ = s + ti (s,t € R) je ¢ = s — ti.
Zavedeme néasledujici oznaceni:

Necht f je polynom nad komplexnimi ¢isly,

f(z) =apa™ + -+ a1z +ap

Polynom f definujeme takto:

flz) =a 2"+ -+ ax +a

11.2.3. Tvrzeni. Necht f je polynom s komplexnimi koeficienty, ¢ je komplexni cislo. Pak

fle)=f(©.

DUKAZ. Pro libovolna dvé komplexni &sla ¢, d je ¢ +d = ¢+ d, cd = ¢d. Jako cviceni provedte
dikaz uvedenych dvou rovnosti — je to jednoduché (stac¢i jen pozorné pocitat). Necht f(x) =
a,x" + - -+ + a1x + ag. Pocitejme:

f(C):ancn—l—...—i—alC—i—ao:@ncn_|_..._|_7_|_a—0:a—n(a)n_i_._._i_a_l(a)_'_a_oz?(a

11.2.4. Dusledek. Necht f € R[z]. Pak polynom f je ireducibilni v Rlz] prdvé tehdy, kdyz f
je linedrni nebo f je kvadraticky se zapornym diskriminantem.

DUKAZ.

1. Jestlize f je linearni, pak f je ireducibilni — viz 8.3.4.
Jestlize f je kvadraticky se zapornym diskriminantem, pak f je ireducibilni — viz cviceni
3 v Casti 8.3.
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2. Necht f je ireducibilni polynom v R[z|. Pak f neni konstantni (kdyby byl konstantni,
byl by nulovy nebo by byl jednotkou v R|z|, coz u ireducibilnitho prvku nepfipadad v
tvahu). Dle Zékladni véty algebry existuje komplexni ¢islo ¢ takové, ze f(c) = 0. Jsou
dvé moznosti:

Cislo ¢ je realné:

Dle 11.1.1.  — ¢|f(z) v R[z]|. ProtoZe polynom f je ireducibilni, mame x — ¢||1 nebo
x — c||f(z). Pfedpokladejme, Ze = — c||1. Pak deg(x — ¢) = deg(1) (viz cviceni 11 v
¢asti 8.1 nebo také tvrzeni 9.1.6.), ¢ili 1 = 0, spor. Nutné tedy = — ¢/ f(x), coz dava
deg(x — ¢) = deg(f(x)), 1 =deg(f), f je linearni.

Cislo ¢ neni realné:

Je ¢ = s+1i, kde s,t jsou realna ¢isla, t # 0. Dle 11.1.1. mame x — ¢|f(z) v C[z]. Existuje

tedy polynom h € C[z] takovy, Ze f(z) = (x—c)h(z). Dle 11.2.3. je f(c) = f(¢), 0 = f(c),
0 = f(©). Oviem f = f, takze f(¢) = 0. Potom (¢ — ¢)h(¢) = 0. Jelikoz ¢ — ¢ # 0, je
h(¢) = 0. Dle 11.1.1. mame x — ¢|h(z) v C|z]. Existuje tedy polynom u € C[z| takovy, ze
h(z) = (z —¢)u(z). Pak f(z) = (z —c)(x —2)u(z). Je (x —c)(z —¢) = 2? — (¢ +¢)x + ce.
Vidime, Ze polynom (z —¢)(x —¢) mé realné koeficienty — je totiz c+¢ = 2s a c¢ = s? + 2.
Ukazeme, Ze (x — c¢)(x —¢)|f(z) v R[z]. VyuZzijeme ted toho, Ze R|x] je eukleidovsky obor
s normou deg: existuji polynomy v, w € R[z|, f(x) = (x — ¢)(z — ¢)v(z) + w(x) a pfitom
w = 0 nebo w # 0 a deg(w) < 2. Chceme: w = 0. Pfedpoklddejme naopak, ze w # 0.
Pak deg(w) < 2. Je (z — ¢)(x — C)u(z) = (x — ¢)(x — ¢)v(z) + w(z). Z toho plyne, ze
(x —¢)(xz —¢)|w(x) v Clz]. Pak deg((z — ¢)(x —¢)) < deg(w(x)), 2 < deg(w). Vime také,
ze deg(w) < 2. Dostavame 2 < 2, spor. Nutné tedy w = 0, f(z) = (z — ¢)(x — ¢)v(x),
(x — ¢)(x — ¢)|f(x)v R[z]. Protoze f je ireducibilni v R[z], plati (z — ¢)(z — ¢)||1 nebo
(x—c)(x—7)|| f(z). Pfedpokladejme, Ze (x —c)(x —¢)||1. Pak deg((z —c)(x —7¢)) = deg(1),
2 = 0, spor. Nutné tedy (z — ¢)(xz — ¢)||f(z). Z toho plyne, Ze deg((z — ¢)(z —¢)) =
ze polynom f mé zaporny diskriminant. Protoze (x — ¢)(x — ¢)|| f(z), existuje r € R[z],
F(@) = r(z) (z — ¢)(x — 7). Pak 1 # 0, deg(f(x)) = deg(r(z) (& — €)(x — 7)), deg(f(x)) =
deg(r(x)) + deg((z — ¢)(x —©)), 2 = deg(r) + 2, deg(r) = 0. Je tedy r(z) = d, kde d je
nenulové realné ¢&islo. Takze f(z) = d(2? — 2sx + (s* + t?)) = da® — 2dsx + d(s* + t?).
Diskriminant polynomu f ozna¢me D. Je D = 4d?s*—4dd(s*+1?) = 4d*s*—4d*s*—4d*t* =
—4d*t? < 0 (pfipometime, Ze d # 0, t # 0).

Dusledek 11.2.4. pfesné popisuje, jak vypadaji ireducibilni prvky v R[z].

11.2.5. Poznamka. Pfipomerite si vétu 9.4.3.: V eukleidovském oboru md kaZdy nenulovy pr-
vek, ktery neni jednotkou, jednoznacny rozklad na soucin ireducibilnich prvki. Jednoznacnosti
rozkladu rozumime jednoznacnost aZ na poradi a asociovanost. Polynomy nad télesem tvori
eukleidovsky obor. Takze R[z| a C[z] jsou eukleidovské obory a vSechny jejich nekonstantni
polynomy maji rozklad na souc¢in ireducibilnich polynomt. Disledky 11.2.2. a 11.2.4. pak sa-
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moziejmé poskytuji informace o tom, jak rozklady na sou¢in ireducibilnich polynomt v R[z| a
Clz] vypadaji. O tom vice ve cvicenich.

Cviceni.
1. Necht ¢, d jsou komplexni &sla. Dokazte: ¢ +d = ¢+ d, cd = @d.
2. Necht f je nekonstantni monicky polynom s komplexnimi koeficienty. Pak f lze v Clz]
rozlozit na soucin monickych linedrnich polynomi, pricemz tento rozklad je jednoznacny

az na poradi. Dokazte. Poznamka: Monickym polynomem se rozumi nenulovy polynom s
vedoucim koeficientem 1.

3. Necht f je nekonstantni monicky polynom s realnymi koeficienty. Pak f lze v R[z] roz-
lozit na soucin nékolika monickych linearnich polynomii a nékolika monickych kvadratic-
kych polynomt se zapornym diskriminantem, pricemz tento rozklad je jednoznac¢ny az na
poradi. Dokazte.

11.3 Algebraické a transcendentni prvky

Necht T je téleso, S C T, S je podtéleso télesa T' (tj. S je podokruh okruhu 7', 1 € S a pro
viechna s € S, s # 0, je s7! € ). Necht a € T. Prvek a se nazjva algebraicky nad S, pokud
existuje nenulovy plynom f € S|z] takovy, ze f(a) = 0. V opa¢ném piipadé se prvek a nazyva
transcendentni nad S.

V této Casti se omezime pouze na piipad T'= R a S = Q. Jestlize realné ¢islo a je algebraické
nad Q, pak struc¢né fikame pouze, ze Cislo a je algebraické. Obdobné, jestlize realné ¢islo a je
transcendentni nad Q, pak fikdme strucné pouze, ze ¢islo a je transcendentni.

Neni obtizné dokéazat, ze pro realné ¢islo a plati:

Cislo a je algebraické pravé tehdy, kdyz existuje nenulovy polynom f € Z[z] takovy, Ze
fla) =0
Dokazte to jako cviceni!
Ukol. Prostudujte ¢ast 10.2 Algebraicka a transcendentni &isla v uéebnici [5] (strany 49 a 50).
Cviceni.
1. Necht a je redlné ¢islo. Pak plati:

¢islo a je algebraické praveé tehdy, kdyz existuje nenulovy polynom f € Z[z] takovy, Ze

fla)=0
Dokazte.

2. Nechf a je komplexni ¢islo. Dokazte, ze ¢islo a je algebraické nad R
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11.4 Binomické rovnice

Rovnice
2" —a=0

kde n je kladné celé ¢islo a « je nenulové komplexni ¢islo, se nazyva binomicka rovnice.
Chceme najit vSechna feseni binomické rovnice v oboru komplexnich ¢isel. ReSeni rovnice " —
a = 0 nazyvame n-té odmocniny z .

Ukol. Prostudujte paragraf 1 Binomické rovnice v kapitole XVII Algebraické feseni algebraic-
kych rovnic v knize [1].

Cviceni.
1. Najdéte vSechna feseni binomické rovnice 2* — 1 = 0 v oboru komplexnich &sel.

2. Najdéte vsechna feseni binomické rovnice 22 — 1 = 0 v oboru komplexnich ¢isel.

11.5 Kvadratické a kubické rovnice
Jak vite, kvadraticka rovnice je rovnice
azr® +br+c=0

kde a, b, ¢ jsou komplexni ¢isla, a # 0.
Kubicka rovnice pak je rovnice

ar® +bx* +ecx+d=0

kde a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla, a # 0.

Chceme najit vsechny kofeny kvadratické rovnice i kubické rovnice v oboru komplexnich
Cisel.

Jiz na stfedni Skole jste se naudili, jak postupovat pii Feseni kvadratické rovnice. Ted si
tento postup zopakujete a také se naucite tzv. Cardanovy vzorce pro vypocet kofenti polynomu
stupné ttretiho.

Ukol. Prostudujte ¢ast 10.4. Cardanovy vzorce v knize [5]; zaméite se piedeviim na strany 51
a 52, na nichz je popsano feseni kvadratickych rovnic a Tartaglitiv postup na feseni kubické
rovnice. Miuzete si také precist paragraf 2 Algebraickd feSitelnost rovnic 2., 3. a 4. stupné v
kapitole XVII Algebraické feseni algebraickych rovnic v uéebnici [1]; tento paragraf je znacéné

vvvvvv

Cviceni.
1. Vyfeste rovnici 22 4+ 22 + 3 = 0 v oboru komplexnich &isel.

2. Vyfeste rovnici 2° — 62 — 9 = 0 v oboru komplexnich &isel.
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11.6 Koreny polynomut nad celymi cisly

Zde vyslovime a dokazeme jednoduché tvrzeni, které lze pouzit k nalezeni vSech racionalnich
kofenti polynomu s celo¢iselnymi koeficienty.

11.6.1. Tvrzeni. Necht n je kladné celé ¢islo. Necht
f(@) = anz™ + ap_12" "t + - 4+ a1z + ag

je polynom nad celymi Cisly, tj. ag, . .., a, jsou celd ¢isla. Necht r,s jsou celd c¢isla, s >0, r a
s jsou nesoudeélnd. Jestlize f(%) =0, pak r|ag a s|ay,.

DUKAz. Predpoklddejme, ze f(%) = 0. Pak

T\ " r\n—1 T
an(—> —|—an,1<—) +"'+CL1(—)+CLO:0
S S S

Rovnost vynasobime ¢islem s™. Dostaneme

W™ + a1 s ars™T 4 aps" =0

Cislo r déli v8echny séitance a,r™, a,_ 17" s, ..., a;rs"1, takze r|ags™. Jelikoz r Ls, mame
rlap.

Cislo s déli vSechny sé¢itance a,_ 17" s, ..., a;rs" 1 ags™, takze s|a,r". Jelikoz r Ls, mame
slan.

Jak ndm pomiZe Tvrzeni 11.6.1. pfi hledéni racionalnich kofenit polynomu f(z) = a,z™ +
Ap1 2" L+ -+ a1z + ag? Jisté lze predpokladat, Ze a, # 0. Pfedpokladejme také, Ze ay # 0.
Jestlize f(%) = 0 (r,s € Z, s > 0, rLs), pak dle 11.6.1. mame r|ag a s|a,. OvSem r|ay dava
Ir| < |ao| & s|a, davé |s| < |a,|. Dostaneme tak kone¢ny pocet kandidatti na raciondlni koten
polynomu f(x) a dosazenim zjistime, ktery z kandidati opravdu je kofenem.

MoZna namitnete, Ze muze byt ag = 0. Pak pro kazdé celé ¢islo » mame r|ay a mame
nekoneéné mnoho kandidatt na kofen polynomu f(z). Ano, av8ak i v piipadé ag = 0 nam
Tvrzeni 11.6.1. pomuze ziskat pouze konecny pocet kandidatt na koten. Jak? Na to jisté prijdete
sami.

Cviceni.
1. Najdéte vSechny racionalni kofeny polynomu 2x° — 3z* + 223 — 2 + 1.
2. Necht n je kladné celé ¢islo. Necht
f(@) = anz™ + ap 12"+ 4+ arz + ag

je polynom nad celymi ¢isly, tj. ao, . .., a, jsou celd ¢isla. Necht r, s jsou cela éisla, s > 0,
r a s jsou nesoudélna. Jestlize f(L) = 0, pak r — ms|f(m) pro libovolné celé ¢islo m.
Specielné r — s|f(1) a r + s|f(—1). Dokazte.

3. Najdéte vsechny racionalni kofeny polynomu z* — 622 + 15z — 14.
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11.7 Hornerovo schéma

Necht n je kladné celé ¢islo, I je obor integrity. Necht
f(@) = a2 4+ ap 2™ P+ a4 ag

je polynom nad oborem integrity I, tj. ag,...,a, € I.
Hornerovo schéma je efektivni algoritmus pro urceni hodnoty f(c), kde ¢ € I. Kdy se nam
to bude hodit? Naptiklad tehdy, kdyz budeme chtit zjistit, zda ¢ je kofenem polynomu f(z).
Myslenku, na niz je Hornerovo schéma zalozeno, ukdzeme nejprve pro n = 4. Mame

f(z) = agz* + a3x® + axx® + a1 + ay
P¥i naivnim vypoctu hodnoty f(c) postupujeme takto:
f(c) = ayccee + aszcee + asce + arc + ag

Vidime, ze potiebujeme provést 10 nésobeni a 4 sc¢itani. Pii chytfejsim pocitani postupné
vypoéitame cc = c2, c?c = ¢ a ¢*c = ¢* — k tomu potiebujeme 3 nadsobeni. No a pak spocteme
asc + azc® + asc® + ajc+ ag = f(c) - ted jsme potfebovali 4 ndsobeni a 4 s¢itani. Celkem jsme
tedy pro vypocet f(c) potfebovali 7 nésobeni a 4 s¢itani.

Muzeme postupovat jesté chytieji? Ano, a to s vyuzitim vztahu
f(x) = asx* + az2® + apr® + ayx + ag = (((auz + az)x + ag)x + a1)x + ag

Tento vztah je zdkladem Hornerova schématu pro n = 4. Vidime, ze k vypoctu f(c) ted
potfebujeme 4 nasobeni a 4 s¢itani.
Obecné, zakladem Hornerova schématu je vztah

f@)=(..(((apx + apn_1)x + an_2)xr + ap_3)x + -+ a;)x + ag

Dle Hornerova schématu pro vypocet hodnoty f(c) je potfeba n nasobeni a n s¢itani.

Lze dokonce dokézat, ze Hornerovo schéma je nejlepsi algoritmus pro vyhodnoceni polynomu
— neexistuje zadny algoritmus, ktery by pouzival méné nez n scitani a také neexistuje zadny
algoritmus, ktery by pouzival méné nez n nasobeni.

Na zavér si jeSté povSimnéte, ze pii naivnim vypoctu f(c) (pouhym dosazenim za z) je

. . . s s OO «
potieba n(ntl) pasobeni a n sCitani, a pii vypoctu, v némz si nejdiive postupné ur¢ime hodnoty

2
c2,c3, ..., c" pak pouZijeme 2n — 1 ndsobeni a n s¢itani.

11.7.1. Poznamka. MiuZete si piecist pomérné podrobné pojednani o Hornerové schématu v
paragrafu 1 Néasobnost kofene polynomu. Hornerovo schéma v kapitole XV Vlastosti kofent
polynomt v knize [1]. Tam se také doctete, jak lze Hornerovo schéma vyuzit pii urcovani
nasobnosti kofene.
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