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Binarni operace
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Definice a priklady binarnich operaci




Priklad binarni operace - s€itani

N

L

Pri sCitani prirozenych cisel je ke dvojici libovolné
zvolenych cCisel (tzv. sCitancu) jednoznacné
prirazen vysledek (tzv. soucet).

Napriklad:
2+3=5 ... 2;3] > 5
4+2=6 ....... 4:2] > 6
9+0=9 ... 9;0] > 9
12+9=21 ....... 12;9] —» 21




Priklad binarni operace - s¢itani

N

%
A Ay R N, XN

Operaci séitani o
piirozenych Cisel 00 =
tedy muzeme 01 T

- 0:2] — —> 1
chapatjako | | ... 1
uréité zobrazeni 1c1) / — >
kartézského PR S
soucinu Ny x Ny | | ... . —
na mnozinu Nj . ot ///. 4
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Definice binarni operace

N

L

Binarni operaci v mnoziné M nazyvame zobrazeni
z kartézského souCinu M x M do mnoziny M .

Dalsi priklady operaci s prirozenymi Cisly:

® Binarni operace nasobeni prirozenych Cisel je
zobrazeni mnoziny Ny x N, na mnozinu N, .

® Binarni operace odc¢itani prirozenych Cisel je
zobrazeni z mnoZiny Ny x N, na mnozinu N, .

® Binarni operace déleni prirozenych Cisel je
zobrazeni z mnoZiny Ny x N, na mnozinu N, .



Dalsi priklady binarnich operaci

N

L

® konjunkce (disjunkce, implikace, ekvivalence)
dvou vyroku

® prunik (sjednoceni, rozdil) dvou mnozin

® stied dvojice bodu

® nejvetsi spoleCny délitel dvou prirozenych Cisel

® nejmensi spoleCny nasobek dvou piirozenych
Cisel

® umocnovani piirozenych Cisel

® skladani translaci (posunuti) v roviné

atd.




Scitani a nasobeni zbytkovych trid

N

L

Pro modul m = 3 mame ti1 tfidy rozkladu mnoziny Z:
To =1{-,—-6,-3,0,3,6,9,12, -}
T,=1{+,-5-2,1,4,7,10,13, - }

T, =1{-,—4,—-1,2,5,8,11,14, -}

Tyto tiidy se sc€itaji tak, ze z obou tfid se vybere

libovolné Cislo, ta dvé Cisla se seCtou, a souctem obou

trid je ta tfida, do kter¢ patii vypocitany soucet Cisel.
T; + T, =T, , protoze napriklad 4 + 8 = 12,
T, + Ty =T, , protoze napiiklad 5+ 3 = 8,
Ty +T; =T, protoze napriklad —3 +7 = 4,
atd.

Obdobné se dvé zbytkove tridy nasobi.




Scitani a nasobeni zbytkovych trid

N

Vysledky scitani a nasobeni zbytkovych tfid pro
modul m = 3 jsou v téchto tabulkach:

+ | Tog | Ty | Ty To | Ty | T
To | To | Ty | T, To | To | To | To
T, | T, | T, | T, T, | T, | T, | T,




Skladani permutaci

A
N >%

4 Existuje 6 permutaci Tabulka ukazuje vysledky jejich skladani:
mnoziny {1,2,3} :

ez(i g g) e | e | k | | m | n | o
k=(% g i) e | e | kK|l |m|n}|o
lz(é i g) K K | e O | m | n

1 2 3 | | e K n o | m
m=(1 3 2) m|m/|n|o| e | k||
n=(% g i) n|n|o|m]|] 1| e]Kk
o=(% f g) 0 0 m n K I e




Vlastnosti binarnich operaci




Motivacni priklad

N

L

U binarnich operaci je dulezité, zda je operace zobrazenim
(celé) mnoziny M x M do mnoziny M , nebo pouze z
mnoziny M x M do mnoziny M .

V prvnim pripadé¢ je vysledek operace definovan pro
libovolnou dvojici [X ; Y] € M x M a je prvkem mnoziny M, v
druhém pripad¢ neni nékterym dvojicim [X ; y] eM x M
piifazen obraz z mnoziny M.

- 1 2 3 4 5
Priklad:
wr 1 v vy 1 2 3 5
Uci-11 se déti scitat -
naptiklad jen v mnoziné s T a | =
M ={1,2;3;4;5}, Je operace .
sCitani v M tzv. neuplna. .




Definice uplnosti binarni operace

N

L

Binarni operaci 0 v mnoziné M nazyvame uplnou
praveé tehdy, kdyz plati
(Vx,yeM)(3zeM) xOy=z.

Priklady:
® operace s€itani je uplnd v N,
® operace odditani neni uplna v N,
® operace odc¢itani je uplnda v Z,
0

atd.

perace déleni neni uplna v Z,




Motivacni priklad

A
N

Pt1 nacviku nasobeni prirozenych Cisel se déti uci, ze vysledek
nezavisi na poradi Cinitelt, napriklad:

2.3=3.2

Tento fakt muzeme
oduvodnit na
,,modelu nasobeni‘:

V téchto situacich uzivame tzv. komutativitu nasobeni:

XYY X



Definice komutativnosti binarni operace

A
Y

L

Binarni operaci 0 v mnoziné M nazyvame
komutativni pravé tehdy, kdyz plati

(Vx,yeM) xOy=yOX.

Priklady:

®* 0

O O O O

DElace
DElNace
DElace
DElrace
DElNace

séitani je komutativni v N,

odcitani neni komutativni v N,

stred dvojice bodu je komutativni,
prunik mnozin je¢ komutativni,
skladani permutaci neni komutativni,




Motivacni priklad

Pt1 nacviku sCitani prirozenych Cisel ,,ptes desitku*
naucime dét1 rozkladat Cisla na dva scCitance, a pak
postupujeme napriklad takto:

8+7=8+(2+5)=(8+2)+5=10+5=15

Uzivame pfitom tzv. asociativitu scitani:

X+ (y+2)=(x+y)+2




Definice asociativnosti binarni operace

N

L

Binarni operaci 0 v mnoziné M nazyvame
asociativni pravé tehdy, kdyz plati

(Vx,y,zeM) (xOy)Oz=x0O(yOz).

Priklady:

® operace s€itani je asociativni v N,
perace odcitani neni asociativni v N,
perace umocnovani neni asociativni v Ny,
perace sjednocovani mnozin je asociativni,

0
0
0
operace skladani permutaci je asociativni,




Motivacni priklad

A
Y

L

U nékterych binarnich operaci v mnozin€é M existuje
jisty vyznacny prvek v mnozin€ M s touto vlastnosti:

»je-1i tento prvek jednim z operandii, pak vubec
neovliviiuje vysledek operace, tj. vysledek je vZdy
roven druhému operandu®.

Priklad:

U scitani prirozenych Cisel je takovym prvkem nula,
protoze 540=5,12+0=12,0+4=4, atd.

Budeme tikat, ze Cislo 0 je neutralnim prvkem
operace s¢itani prirozenych cisel.




Definice neutralniho prvku binarni operace

4

%U binarni operace [ v mnoziné M budeme nazyvat

prvek n neutralnim prvkem praveé tehdy, kdyz plati

(VxeM) xUn=x A nlx=x.

Priklady:

u operace scitani v N, je neutralnim prvkem O,
operace odc¢itani v Z nema neutralni prvek,

u operace sjednoceni je neutralnim prvkem O,
u operace nasobeni zbytkovych trid pri
modulu 3 je neutrdalnim prvkem tiida T4,

u operace tramslace je neutralnim prvkem
translace urCena nulovym vektorem, atd.




N

Motivacni priklad

L/
U nékterych binarnich operaci v mnoziné M, které maji
neutralni prvek, mizeme Casto K prvku x € M nalézt
(obecné) jiny, tzv. inverzni prvek x’e M .
Vysledkem operace s témito prvky je neutralni prvek.

Priklad: U scitani celych ¢isel je neutrdlni prvek 0 a tedy
k ¢islu 3 je inverznim prvkem (-3), protoze 3 + (-3) =0,
k ¢islu (-7) je inverznim prvkem 7, protoze (-7) + 7 =0,
k €¢islu 0 je mmverznim prvkem 0, protoze 0 + 0 =0, atd.

5 0 5




Definice inverznich prvku binarni operace

4

%U binarni operace [ v mnoziné M s neutralnim
prvkem n budeme nazyvat prvek x’ inverznim
prvkem k prvku x pravé tehdy, kdyz plati

x0x'=n A X 0Ox=n.

Priklady:

® uoperace scitani v Zje k Cislu 3
inverznim prvkem cislo (-3) ,

® uoperace nasobeni v Q je k Cislu 3
inverznim prvkem cCislo 1/3

® uoperace s¢itani modulo 3 je k tfidé T,
inverznim prvkem tiida T ,

atd.



Motivacni priklad

N

L

V aritmetice Cisel je Casto pouzivano dobie zname
pravidlo o ,,roznasobovani zavorky*.

Priklad:

Mame-l1 zpam¢ti vypocitat soucin 3 .12 , postupujeme
as1 v mySlenkach takto:

3.12=3.(10+2)=3.10+3.2=30+6=136

Zde pouzivame tzv. distributivitu nasobeni vuci
s¢itani, tedy platnost vztahu
X.(y+2)=x.y+Xx.z




Definice distributivnosti binarnich operaci

Vs
Y

Necht’ jsou dany dvé binarni operace [ a# Vv
mnoZziné M. Budeme rikat, Ze operace # je
distributivni vzhledem k operaci (I pravé tehdy,

kdyz plati
(VX,y,zeM) (xOy)#z=(x#z)O(Y#zZ)A
AZ#(xOy)=(z#x)O(z#Y).

Priklady:
® nasobenti je distributivni vzhledem ke scitani,
® scitani neni distributivni vzhledem k nasobeni,
® sjednoceni je distributivni vzhledem k pruniku,

® prunik je distributivni vzhledem ke sjednoceni,
atd.



Grupa




Definice grupy

N

L

Strukturu [ M; O], kde [ je operace na mnoziné M,
budeme nazyvat grupou pravé tehdy, kdyz soucasné
plati tyto ¢tyri podminky:
(Vx,yeM)(A!'z eM) xOy =12
(Vx,y,zeM) (xOy)Oz=x0O(yOz)
(AzeM)(VxeM) xONn=X A NOX=X
(VXeM)@x eM)xOXx =n A X' OX=n

Slovné recCeno:

vV grupe€ je operace uzavrena, je asociativni, ma
neutralni prvek, a ke kazdému prvku existuje prvek
inverzni.



Definice komutativni grupy

N

L

Grupu [ M; O], kde O je operace na mnoziné M,
budeme nazyvat komutativni grupou pravé tehdy,
kdyz navic plati tato pata podminka:

(Vx,yeM) xOy=yOX.

Slovné receno:

v komutativni grupé€ je operace uzavrena, je
asociativni i komutativni, ma neutralni prvek, a ke
kazdému prvku existuje prvek inverzni.



Priklady z Ciselnych oboru

A
Y

® [N, ; + | neni grupa, protoze ke kladnym
celym Cislum neexistuji v N, inverzni prvky

®*[Z;+] je komutativni grupa

® [Z ;-] neni grupa, protoze jen Cisla 1 a (-1)
maji v Z inverzni prvky

°* [ Qs+ ] je komutativni grupa

®* [ Q; -] neni grupa, protoze ¢islo 0 nema v Q
inverzni prvek

°*1Q—1{0}; -] je komutativni grupa




Dalsi priklady

S¥

® Operace umocnovani na prirozenych Cislech netvori
grupu, protoze neni asociativni.

® Operace nejmensi spoleCny nasobek na mnoziné N
netvori grupu, protoZe tato operace nema neutralni
prvek.

®* [ Pot(A) ; U], kde A je neprazdna mnozina, neni
grupa, protoze neprazdné podmnoziny mnoziny A
nemaji inverzni prvky.

® Mnozina vSech translaci v roviné spolu s operaci
skladani tvori komutativni grupu.




Dalsi priklady

§

V

® Operace stied dvojice bodu na mnoziné vSech bodu
roviny netvofi grupu, protoze tato operace neni

asociativni.

® Triprvkova mnozina zbytkovych tfid modulo 3 tvori
spolu se s¢itanim komutativni grupu, zatimco spolu
s nasobenim netvori grupu, protoze tiida Ty nema
inverzni prvek.

® MnoZina Sesti moznych permutaci tfiprvkoveé
mnoziny se oznacuje S, a spolu s operaci skladani
permutaci tvofi nekomutativni grupu (fika se ji
symetricka grupa).




Poznamka o Kkraceni v grupé

Uvazujme grupu [ M; O] s neutralnim prvkem n . Rovnost je
vzhledem k operaci O invariantni, tedy plati:
(VX,y,ze Ny)) x=y — xOz=y0Oz A
A X=y — z[Ox=z0Oy.
Lze dokazat 1 obracena tvrzeni, tedy ze plati (tzv. kraceni):
(VX,y,ze Ng) xOz=ydz— X=Yy A
A ZOX=z0y— X=YV.

Dukaz: Z predpokladu xbz=y0Oz
pomoci invariance (xOz)Oz = (yOz Oz
a pomoci asociativity XxO(zOz )=y0O(z0Oz")
ziskame xXOn=yldn
a tedy X=Y

Zavér: V grupé lze kratit (zprava i zleva).




Poznamka k neutralnimu prvku

A
Y

%
Uvazujme grupu [ M; O] a budeme predpokladat, ze v mnozing
existuji M dva rizné neutralni prvky n; a n, operace O .

Plati tedy, ze:
(VxeM) xOn;,=x A n,OX=X, (1)
a souCasn¢  (VxeM) xOn,=X A N,OX=X. (2)

Z druhé cCasti (1) plyne,ze n;0n,= n,,
a z prvni Casti (2) plyne,ze n,0n,= n,.
Z téchto rovnosti vyplyva, ze n,=n,,
oba neutralni prvky tedy splynou.

Zavér: Grupa ma pravé jeden neutralni prvek.




Poznamka Kk inverznim prvkum

Uvazujme grupu [ M; O] s neutralnim prvkem n a budeme
piedpokladat, ze k néjakému prvku xe M existuji v M dva

inverzni prvky X;"a X, .

Operace [J je tedy asociativni a plati soucasne:
XOX;"=n AXx,/'0X=n
XOX,"=n AX, 0 X =n

Pak: Xx,"=x,"0 n=x,"0 (xOx,")=
= (X0 x)Ox,"=n OX,"=X%,",
a oba inverzni prvky tedy splynou.

Zavér: V grupé existuje ke kazdému prvku pravé jeden
inverzni prvek.




Co je treba znat a umét?

Znat definici binarni operace,

znat priklady binarni operaci z ruznych casti
matematiky, specialné operace se zbytkovymi
tridami a operaci skladani permutaci,

znat a umét poznat vlastnosti binarnich
operaci (uplnost, komutativita, asociativita,
existence neutralniho prvku a inverznich
prvki),

znat pojem (komutativni) grupy a priklady
grup.



Dékuji za pozornost




