ZPP II/II Linedrni algebra, varianta A

Jméno a prijmeni:

Obor, ro¢nik:

Datum:

Pocet odevzdanych listt: 14

1)

Je ddna mnozina vektora W = {(2u + v,u — 2v,u + v); u,v € R}. Rozhodnéte, zda
se jedna o vektorovy podprostor prostoru R3.

Reseni: Aby néjaka mnoZina vektorii tvofila vektorovy podprostor, musi obsaho-
vat nulovy vektor a musi byt uzaviend na operace (s¢itani a nésobeni skalarem).
Mnozina W obsahuje nulovy vektor, protoze staci polozit u = v = 0.

Nez budeme pokracovat dal, uvédomime si, jak zjistime, Ze néjaky vektor patii do
mnoziny W. Naptiklad vektor (8, —11,—1) do mnoziny W patfi, protoze volbou

u = 9,v = —10, dostaneme pravé tento vektor. Naproti tomu vektor (3,—1,0) do
mnoziny W nepatii, protoze neexistuji takova cisla u, v, aby byly splnény vSechny
rovnosti 2u+v = 3,u—2v = —1 au+v = 0 zaroveti. Jinymi slovy vektor (8, —11, —1)

je daného tvaru, ale vektor (3,—1,0) daného tvaru neni.

Mnozina W je uzaviena na nasobeni skaldrem, protoze mame-li libovolny vektor
daného tvaru & = (2u + v,u — 2v,u + v) a libovolné redlné ¢islo (tj. skalar) k, pak
vektor k7 je také daného tvaru, protoze k¥ = (2ku + kv, ku — 2kv, ku + kv).

Mnozina W je také uzaviend na s¢itani, protoze mame-li dva libovolné vektory
daného tvaru, napt. 7 = 2u+v,u — 2v,u+v) a ¥ = (2a + b,a — 2b,a + b), (kde
u,v,a,b € R), pak jejich soucet je také daného tvaru:

T4+y=QRu+v,u—2v,u+v)+ (2a+b,a—2b,a+b) =
= (2u+a)+ (v +b), (uta) = 2v+b), (u+a)+ (v+1)).

Najdéte ortogonélni bazi vektorového prostoru [(—1,2,0,1),(1,2,-3,1),(2,0,1, —2)].

Reseni: Nejprve je tieba zjistit, zda jsou vektory linearné nezavislé. Pokud ne, pak
tvori bazi daného VP. V tomto ptipadé jsou vektory linearné nezavislé.

Ortogonalni baze je takova baze, jejiz vektory jsou navzajem kolmé. Pomoci skalar-
niho soucinu ovéfime, zda tomu tak jiz neni. V tomto pripadé vektory kolmé nejsou.
Proto musime dva z nich nahradit vhodnou linearni kombinaci ostatnich.

Ke konstrukci ortogonélni baze tedy vyuzijeme Gram-Schmidtiv proces: Zvolime
si libovolny vektor, ktery bude soucasti nové baze a dva zbyvajici zkonstruujeme.
Zvolme napiiklad y; = (—1,2,0,1) a nahradme vektor 75 = (1,2, —3,1) vektorem
Yo takto:

L L YT,
Yo = T2 — =1
Y1 -4
B (—1,2,0,1) - (1,2, -3,1)
—(1,2,-3,1) — ~1,2,0,1) =
2= (1,2,-3,1) (—1,2,0,1)-(—1,2,0,1)( '2.0.1)
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= (1,2,-3,1) = £(-1,2,0,1) = 5(5,2,-9,1)

Protoze hledame kolmy smér, nikoli jediny vektor, miZeme nadale pouzivat y; =
(5,2,-9,1).

Nyni nahradime vektor 23 = (2,0, 1, —2) vektorem y3 takto:

- o 1°23 Yo - T3
Y3 =3 — Y1 — =Y
Y1 - Y2 - Y2

Dosazenim dostaneme 3.

Je dano linearni zobrazeni F : R? — R?, pro které
F(=1,2) = (-7.3);

F(1,3) = (=3,7).

Najdéte jeho predpis.

Reseni: Hleddme matici zobrazeni A (velikosti 2x2) tak, aby platilo:

R R e F I R

Odtud tedy dostaneme soustavu rovnic:

—a+2b= -7
—c+2d=3
a+3b=-3
c+3d="7

Z jejiho Teseni a = 3,b = —2, ¢ = 1,d = 2 sestavime pfedpis zobrazeni:

F(x,y) = (3z — 2y, z + 2y).

2 -2 3
Najdéte vlastni ¢isla a vlastni sméry matice A= [ 0 3 —2
0 -1 2

ResSeni: Vlastni &sla jsou koreny charakteristického polynomu matice. Charakte-
risticky polynom ziskdme jako nasledujici determinant:

A—2 2 -3
0 A=3 2 |=A=-2)A\?=51+4)
0 1 A—2
Jeho koreny jsou A\ = 2, Ay = 1, \3 = 4.

Vlastni smér je takovy smér zobrazeni, pro ktery plati:



Postupné tedy dosadime vsechny tfi kofeny a vypocitame tii vlastni sméry:

2 =2 3 x x 2v =2y +3z 2z
0 3 =2 yl=2v|,t] 3y -2z | =12y
0 -1 2 z z -1y 42z 2z

Resime tedy homogenni soustavu tii rovnic o tfech nezndmych (jejiz feSeni je vzdy
bud pouze trividlni, tj. nulové, nebo je parametrické):

—2y+32=0
y—2z=0
—y =0
x
Jejim TeSenim jsou vSechny vektory | 0 |, kde z € R.
0

Stejnym zptsobem sestavime soustavu rovnic pro Ay = 1:

r—2y+32=0

20 —2z2=0
—y+z=0
-y
Jejim Fesenim jsou vSechny vektory y |, kdeyeR.
Yy

Nakonec stejné sestavime rovnice pro A3 = 4:

—2r—-2y+32=0

—y—22=0
—y—22=0
I
Jejim Tesenim jsou vSechny vektory | —2z |, kde z € R.
z
1 -1 7
Vlastni sméry! jsoutedy | 0 |, | 1 |a | —4
0 1 2

Rozhodnéte, zda je nasledujici zobrazeni F : R? — R3 linedrni, zda je izomorfni, a
napiste jeho matici:
Reseni: Jde o line4rni zobrazeni, protoZe viechny tii slozky vysledného vektoru

dostaneme jako linedrni kombinaci slozek ptvodniho vektoru. V dikazu je treba
ovéfit pro libovolné vektory z R? a libovolny skalar nésledujici:

Ldostaneme je vhodnou volbou parametru



Pro scitani upravujeme:

F(@)+ F (V) = F[(z1,y1)] + Fl(x2,y2)] = (421 — 3y1,0, 21 + 3y1) + (422 — 3y2, 0, 2o +
3y2> = (4371 —3y1 +4LU2 —3y2,0,l’1 +3y1—|—:€2+3y2) = (4[I1+l’2] —3[y1+y2],07331 +
T2+ 3y1 + ya]) = Fl(z1 + 22,51 + 10)] = F(d + )

Podobné pro nasobeni skalarem:

F(k©) = Flk(z,y)] = Fl(kz, ky)| = (dkx—3ky, 0, kz+3ky) = k(4x—3y,0,2+3y) =
kE[(z,y)] = kF(a)

Tim je ditkaz hotov.

4 -3
Matice zobrazeni | 0 0 nema matici inverzni, tj. neexistuje inverzni zobrazeni
1 3

vektorového prostoru R? na prostor R? a zobrazeni neni izomorfismus. V tomto pii-
padé je problém, jaky vektor se zobrazil naptiklad na vektor (3,—1,9). Vzhledem k
tomu, ze vSechny obrazy maji y—ovou soutadnici nulovou, tak zfejmé zadny. (Exis-
tuje ale inverzni zobrazeni z podprostoru R3, prostor R? je s timto podprostorem
izomorfni.)



