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Hra v explicitním tvaru

Ve h°e popsané v normálním tvaru se hrá£i rozhodují o svých
strategiích najednou, p°i£emº kaºdý z nich má pouze jednu moºnost
volby.

Naopak, n¥které scéná°e je vhodn¥j²í popsat jako sérii krok·, kde
hrá£i postupn¥ reagují na tahy svých protihrá£·.

K t¥mto sekven£ním kon�ikt·m pat°í hry jako ²achy, dáma, r·zné
karetní hry nebo pi²kvorky, kde tahy hrá£· navazují jeden na druhý.

Pro analýzu t¥chto situací, kde se rozhodnutí d¥jí v následujících
tazích, pouºíváme modely her v explicitním tvaru, známé také jako
hry v rozvinutém tvaru nebo tahové hry.
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Hra v explicitním tvaru

Strom je typ grafu, který je souvislý a neobsahuje ºádné cykly.

Strom hry má de�novaný po£áte£ní bod, známý jako ko°en, a
obvykle obsahuje n¥kolik koncových bod·, neboli list·, jeº
symbolizují konec hry.

Hrá£i se ve h°e st°ídají a ovliv¬ují její pr·b¥h na rozhodovacích
uzlech.

Rozhodovací uzly p°edstavují moment, kdy hrá£ vybírá z moºností,
které má v této £ásti hry k dispozici.
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Hra v explicitním tvaru

Hra v explicitním tvaru je charakterizována následujícími prvky:

mnoºiny hrá£·

kdy a mezi jakými moºnostmi se jednotliví hrá£i rozhodují

informace, které hrá£i mají k dispozici p°i provád¥ní svých tah·

výplatní funkce hrá£· jako funkce rozhodnutí v²ech hrá£·
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Hra v explicitním tvaru

Zde vidíme p°íklad hry v explicitním tvaru s dokonalou informací, hrá£i v
kaºdém okamºiku hry v¥dí, ve kterém uzlu se hra nachází.
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Hra v explicitním tvaru

Zde vidíme p°íklad hry v explicitním tvaru s nedokonalou informací, druhý
hrá£ ve svém kroku neví, v kterém uzlu se nachází, nezná volbu strategie
prvního hrá£e.
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Hra v explicitním tvaru

Pro hledání rovnováºných bod· hry v explicitním tvaru máme dv¥
moºnosti.

m·ºeme hru p°evést na hru v normálním tvaru a nalézt
rovnováºné body hry v normálním tvaru pomocí d°íve p°edstavených
koncept·

alternativn¥ m·ºeme hledat rovnováºné body p°ímo v explicitním
tvaru hry pomocí konceptu dokonalá rovnováha podhry (je v²ak
nutné hledat dokonalou rovnováhu podhry p°ímo z explicitního
tvaru, není moºné ji hledat v p°íslu²né h°e v normálním tvaru)
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Hra v explicitním tvaru - p°evod na hru v normálním tvaru

Nejprve se zam¥°íme na metodu hledání rovnováºných bod· p°evodem na
p°idruºenou hru v normálním tvaru. Zásadní otázkou je, jaké jsou ryzí
strategie jednotlivých hrá£·. Kolik ryzích strategií má první hrá£ a kolik
druhý hrá£ v následující h°e?

Jedná se vºdy o kombinaci rozhodnutí v rozhodovacích uzlech.
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Hra v explicitním tvaru - p°evod na hru v normálním tvaru

ryzí strategií i-tého hrá£e je kompletní speci�kace, jak se má hrá£ v
kaºdém uzlu rozhodnout

zjednodu²en¥, víme-li, jak chceme hru hrát a chceme, aby ji za nás
odehrál kamarád, tak jaké v²echny instrukce mu musíme p°edat

tedy první hrá£ má strategie {(A,G ), (A,H), (B,G ), (B,H)} a druhý
hrá£ má strategie {(C ,E ), (C ,F ), (D,E ), (D,F )}
strategie prvního hrá£e budou v °ádcích a strategie druhého hrá£e ve
sloupcích

výplaty tedy zapí²eme do tabulky následujícím zp·sobem

CE CF DE DF
AG 3,8 3,8 8,3 8,3
AH 3,8 3,8 8,3 8,3
BG 5,5 2,10 5,5 2,10
BH 5,5 1,0 5,5 1,0
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Hra v explicitním tvaru - p°evod na hru v normálním tvaru

Kaºdou hru v explicitním tvaru lze vºdy p°esn¥ p°evést na hru v
normálním tvaru.

Av²ak z hry v normálním tvaru obecn¥ nelze získat hru v explicitním
tvaru.

P°evod na hru v normálním tvaru je výhodný, protoºe umoº¬uje
vyuºít jiº zji²t¥né informace o hrách v normálním tvaru.

Pro smí²ené strategie, nejlep²í odpov¥di a Nashovy rovnováºné body
platí stejné de�nice.

Nevýhodou tohoto p°evodu je jeho sloºitost.

P°i p°evodu malé hry s p¥ti koncovými listy jsme narazili na hru s 16
kombinacemi ryzích strategií pro jednotlivé hrá£e.

U velkých her je p°evod p°íli² výpo£etn¥ náro£ný.
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Hra v explicitním tvaru - p°evod na hru v normálním tvaru

Pokud jsme u p°edchozí hry získali hru v normálním tvaru, m·ºeme najít
Nashovy rovnováºné body pomocí nalezení sedlového prvku ve dvojmatici:

CE CF DE DF
AG 3,8 3,8 8,3 8,3
AH 3,8 3,8 8,3 8,3
BG 5,5 2,10 5,5 2,10
BH 5,5 1,0 5,5 1,0

Získali jsme t°i Nashovy rovnováºné body v ryzích strategicích:

{(AG ,CF ), (AH,CF ), (BH,CE )}.
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

Dal²í moºností je vyuºít nový koncept nazvaný dokonalá rovnováha
podhry.

Jedná se o koncept hledání rovnováºných bod· p°ímo z explicitního
tvaru hry.

Základní idea je, ºe rovnováºné strategie by m¥ly být rovnováºnými
strategiemi v kaºdé podh°e.

Podhrou máme na mysli uzel ve stromu hry a v²echny uzly, které po
n¥m následují ve stromu hry, s tím, ºe je známa kompletní informace
v celé podh°e.
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

P°edchozí hra má následující podhry. I celá hra samotná je formáln¥
podhra.
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

Ve h°e s nedokonalou informací je v²ak nutno, aby byly v podh°e
zahrnuty v²echny uzly se stejným souborem informací.

V této malé h°e je jedinou podhrou celá hra.
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

Postup si ukáºeme na nejjednodu²²ím p°íkladu.

Pov²imn¥me si, ºe hra má dva Nashovy rovnováºné body

{(T ,R), (B, L)}

s výplatami (1,1) a (2,2). Pokud první hrá£ zvolí strategii T , tak druhý
hrá£ je indiferentní mezi strategiemi L a R. A pokud druhý hrá£ zahraje
R, pro prvního hrá£e je výhodn¥j²í strategie T . Ov²em pokud by hrá£ byl
vyzván k volb¥ strategie, jist¥ zvolí vºdy strategii L. Základní my²lenkou
dokonalé rovnováhy podhry je zbavit se t¥chto podivných rovnováºných
bod· jako je (T ,R).
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

V konceptu dokonalé rovnováhy podhry se druhý hrá£ zachová racionáln¥
a zvolí vºdy strategii L. Pak první hrá£ preferuje strategii B. Jedinou
dokonalou rovnováhou podhry (celé hry) je

{(B, L)}.

obecn¥ hru °e²íme tzv. zp¥tnou indukcí

hru rozloºíme na jednotlivé podhry

za£neme posledním rozhodnutím a vybereme rovnováhu podhry

ozna£íme optimální volbu, nahradíme podhru kone£ným listem s
výplatou v bod¥ rovnováhy podhry a pokra£ujeme dále, dokud
nedosáhneme ko°ene stromu hry
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

Ohodnotíme rozhodovací uzel druhého hrá£e, jako bychom podhru
nahradili listem, a ozna£íme oranºovou £árou rovnováhu kaºdé podhry.

�e²ením je strategie (B, L) s výplatou (2,2).
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Hra v explicitním tvaru - dokonalá rovnováha podhry

Obecn¥ pro v²echny kone£né hry v explicitním tvaru s perfektní informací
platí následující:

Hru m·ºeme °e²it zp¥tnou indukcí

Dokonalá rovnováha podhry je vºdy Nashovým rovnováºným bodem
hry.

Ne kaºdý Nash·v rovnováºný bod hry je také dokonalou rovnováhou
podhry.

Kaºdá hra v explicitním tvaru s perfektní informací má alespo¬
jeden Nash·v rovnováºný bod v ryzích strategiích (Zermelo).

�e²ením hry pomocí zp¥tné indukce m·ºeme ztratit n¥které
Nashovy rovnováºné body, ale s jistotou najdeme ty rozumné.
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

P°íklad s dokonalou informací z úvodu

u hry z úvodu tedy první hrá£ má strategie TU, TD, BU a BD
a druhý hrá£ má strategie L a R

L R
TU 2,1 2,1
TD 2,1 2,1
BU 1,2 3,3
BD 1,2 0,0
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Najdeme Nashovy rovnováºné body pomocí nalezení sedlového prvku ve
dvojmatici:

L R
TU (2),[1] 2,[1]
TD (2),[1] 2,[1]
BU 1,2 (3),[3]
BD 1,[2] 0,0

Hra má t°i rovnováºné body

{(TU, L), (TD, L), (BU,R)}

s výplatami (2,1), (2,1) a (3,3). Bod (BU,R) je dominujícím
rovnováºným bodem.
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Najdeme dokonalou rovnováhu podhry.

Dokonalou rovnováhou podhry je bod (BU,R) s výplatou (3,3).

△
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

P°íklad s nedokonalou informací z úvodu

U druhé hry má první hrá£ strategie T a B a druhý hrá£ strategie L a R

L R
T 3,3 2,0
B 2,2 1,4

Rovnováºným bodem je volba strategie T prvním hrá£em a volba
strategie L druhým hrá£em s výplatami (3,3).

Hra nemá ºádné jiné podhry neº sebe samou, není tedy jak ji dále
rozloºit na podhry.

△
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

P°íklad hry t°í hrá£·

Je snadné roz²í°it hru na více neº dva hrá£e. Podívejme se na hru t°í
hrá£· na následujícím obrázku.

P°idruºenou hru v normálním tvaru najdeme obdobn¥. Máme t°i hrá£e,
první hrá£ má strategie {T ,B}, druhý hrá£ má strategie {L,R}, t°etí
hrá£ má strategie {U,D}.

M. Tichá Teorie her 24/50



Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Hra v normálním tvaru bude vypadat takto:

Hledáme, která strategie je nejlep²í odpov¥dí na daný strategický pro�l
protihrá£·:
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Hra má t°i Nashovy rovnováºné body v ryzích strategiích

{(T ,R,D), (B,R,U), (B, L,D)}

s výplatami

{(2, 7, 1), (3, 3, 3), (6, 2, 7)}.
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Hra má t°i podhry v£etn¥ sebe samé. Pro kaºdou hru ur£íme
rovnováºnou strategii a nahradíme ji listem s p°íslu²nými výplatami.

Dokonalou rovnováhou podhry jsou strategie (B,R,D) s výplatami
(3, 3, 3).

△
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

P°íklad - stonoºka

Ukáºeme si hru zvanou Stonoºka s následujícími pravidly:

máme dva hrá£e

je dán po£et tah· (100)

na za£átku hry 1. hrá£ vyhrává více neº dvojnásobek výhry druhého
hrá£e

hrá£ na tahu m·ºe bu¤ výhru p°ijmout (P) a hra tím kon£í, nebo
výhru nep°ijmout (N)

pokud hrá£ na tahu nep°ijme, tak hra pokra£uje tak, ºe se výhra
zdvojnásobí a vym¥ní mezi hrá£i

jde o hru s dokonalou informací

hra tedy má Nashovo rovnováºné °e²ení v £istých strategiích
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Ukáºeme si hru na p°íkladu p¥ti tah· a rozdílu výher ve vý²i £ty°násobku.
Z p¥ti tah· nám bude jasné °e²ení hry p°i sto tazích.
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Hru p°evedeme na hru v normálním tvaru.

PP PN NP NN
PPP 4,1 4,1 4,1 4,1
PPN 4,1 4,1 4,1 4,1
PNP 4,1 4,1 4,1 4,1
PNN 4,1 4,1 4,1 4,1
NPP 2,8 2,8 16,4 16,4
NPN 2,8 2,8 16,4 16,4
NNP 2,8 2,8 8,32 64,16
NNN 2,8 2,8 8,32 32,128

Hra má osm rovnováºných bod· v ryzích strategiích s výplatami 4,1.

{(PPP,PP), (PPP,PN), (PPN,PP), (PPN,PN),

(PNP,PP), (PNP,PN), (PNN,PP), (PNN,PN)}
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Nalezneme dokonalou rovnováhu podhry.
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Hra v explicitním tvaru - p°íklady

Dokonalá rovnováha podhry je kombinace strategií

(PPP,PP)

s výplatami (4,1). �e²ením hry je okamºit¥ hru ukon£it v prvním uzlu
(nezávisle na celkovém po£tu tah·, a´ uº p¥t, sto nebo tisíc). Hra
ukazuje na paradox, ºe i kdyº hrá£i mohou získat v této hypotetické h°e
vysoké výhry, jako racionální strategie se doporu£uje hru ukon£it a
p°ijmout velmi malou výhru.

△
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Hra v explicitním tvaru - NIM

P°íklad - hra NIM

hru NIM m·ºe hrát libovolný po£et hrá£·, kte°í se st°ídají a
odebírají herní kameny rozd¥lené do hromádek

hrá£ m·ºe odebrat libovolný po£et kamen·, av²ak vºdy alespo¬
jeden a kameny musí být pouze z jedné hromádky

hrá£, který byl nucen odebrat poslední kámen ve h°e, prohrál

zde se zam¥°íme na hru NIM pro dva hrá£e
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Hra v explicitním tvaru - NIM

Neprve si ukáºeme strom hry pro NIM 2x2. Nebudeme zobrazovat zvlá²´
symetrické situace jako 2-1 a 1-2, jedná se o ekvivalentní situaci.
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Hra v explicitním tvaru - NIM

N¥které uzly nejsou rozhodovacími uzly, protoºe hrá£i nabízejí pouze
jednu moºnost, proto jsou nazývány pr·chozí uzly a pro jednoduchost
jsme je neozna£ovali jako strategie.

První hrá£ má strategie

{(A,H), (A, I ), (B,H), (B, I )}

a druhý hrá£ má strategie

{(C ,E ), (C ,F ), (C ,G ), (D,E ), (D,F ), (D,G )}.
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Hra v explicitním tvaru - NIM

Hru p°evedeme na hru v normálním tvaru.

CE CF CG DE DF DG
AH 0,1 0,1 0,1 1,0 1,0 1,0
AI 0,1 0,1 0,1 1,0 1,0 1,0
BH 0,1 1,0 0,1 0,1 1,0 0,1
BI 1,0 1,0 0,1 1,0 1,0 0,1

Hra má £ty°i rovnováºné body.

{(AH,CG ), (AI ,CG ), (BH,CG ), (BI ,CG )}

Tedy druhý hrá£ má vít¥znou strategii (C ,G ) a je jedno, jakou strategii
zahraje první hrá£, nikdy nem·ºe vyhrát.
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Hra v explicitním tvaru - NIM

dále hru NIM zobecníme pro více hromádek s více kameny

zv¥t²í se tím rozhodovací strom, ale jelikoº se jedná o hru s
dokonalou informací, tak vít¥ze známe vºdy p°edem (m·ºe to být
první i druhý hrá£)

na²ím cílem je nyní zjistit podle po£tu hromádek a po£tu kamen· v
jednotlivých hromádkách, který hrá£ má vít¥znou strategii a jakou

k tomu si p°ipomeneme dvojkovou soustavu
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Hra v explicitním tvaru - NIM

dvojková (binární) soustava funguje stejn¥ jako desítková

2651 = 2 · 103 + 6 · 102 + 5 · 101 + 1 · 100

10012 = 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = 9

Prohlédn¥me si £ísla 1-100 ve dvojkové soustav¥.
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Hra v explicitním tvaru - NIM

v dal²ích krocích budeme pot°ebovat sou£et dvou £ísel zapsaných ve
dvojkové soustav¥ bez p°enosu cifry do vy²²ího °ádu, takzvaný
Nim-sou£et nebo také xor, zna£íme

⊕
tedy kdyº procházíme cifry na odpovídajících si pozicích, tak pokud
jsou stejné, bude odpovídající cifrou 1, jinak 0

1112
⊕

1012 = 0102

1102
⊕

10012 = 11112

pro více £ísel je postup obdobný, se£teme v²echny jedni£ky na dané
pozici a je-li jich lichý po£et, napí²eme 1, jinak 0

112
⊕

1012
⊕

1112
⊕

112 = 0102

NIM-sou£et je komutativní a asociativní a platí

x
⊕

x = 0
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Hra v explicitním tvaru - NIM

Vítezná strategie ve h°e NIM

Vít¥znou strategií ve h°e NIM je zanechat na stole po svém tahu nulový
Nim-sou£et vºdy, dokud je na stole více neº jedna hromádka s alespo¬
dv¥ma kameny. Ve chvíli, kdy z·stává na stole x hromádek s jedním
kamenem a jedna hromádka s více kameny, je pot°eba odebrat z
hromádky s více kameny bu¤ v²echny kameny, nebo nechat práv¥ jeden
tak, aby na stole z·stal lichý po£et hromádek s jedním kamenem.

Pozn. v p°ípad¥ varianty, ºe hrá£ odebírající poslední kámen vyhrává, se
vít¥zná strategie li²í tím, ºe na konci musí na stole z·stat sudý po£et
hromádek s jedním kamenem. Do té doby se vít¥zná strategie neli²í, op¥t
necháváme na stole nulový Nim-sou£et hromádek.

pokud je na stole nulový Nim-sou£et hromádek, druhý hrá£ má
vít¥znou strategii

pokud je na stole nenulový Nim-sou£et hromádek, první hrá£ má
vít¥znou strategii
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Hra v explicitním tvaru - NIM

M¥jme hru se t°emi hromádkami 3-4-5

3 = 0112
4 = 1002
5 = 1012

112
⊕

1002
⊕

1012 = 0102

Nim-sou£et je nenulový, první hrá£ má vít¥znou strategii.
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Hra v explicitním tvaru - NIM

P°edvedeme ukázku hry, první hrá£ se drºí vít¥zné strategie, tahy druhého
hrá£e jsou zvoleny náhodn¥.

hrá£ na tahu pozice na stole Nim-sou£et zahraný tah
1 3 4 5 011

⊕
100

⊕
101 1 4 5

2 1 4 5 1 3 5
1 1 3 5 001

⊕
011

⊕
101 1 3 2

2 1 3 2 0 3 2
1 0 3 2

⊕
011

⊕
010 0 2 2

2 0 2 2 0 1 2
1 0 1 2 nechá lichý 0 1 0

po£et hromádek
2 0 1 0 0 0 0

△
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Hra v explicitním tvaru - dáma

Dáma

Dáma se hraje ve variantách s hracími deskami 12x12, 10x10, 8x8 a
má r·zná pravidla pro skákání.

Marion F. Tinsley byl mistrem ve h°e, prohrál pouze sedmkrát za 45
let, z toho dvakrát proti po£íta£ovému programu Chinook.

Od roku 1996 je Chinook povaºován za neporazitelného.

V roce 2007 Schae�er a jeho tým oznámili, ºe po 18 letech výpo£t·
vy°e²ili hru dámu, dokazující, ºe dokonalá hra od obou stran vede k
remíze.
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Hra v explicitním tvaru - ²achy

�achy

�achy jsou podstatn¥ sloºit¥j²í neº hra NIM, s více neº 400 moºnými
pozicemi po prvním tahu obou hrá£·.

Klí£ovým problémem p°i rozboru hry je tedy astronomický po£et
variant, který znemoº¬uje sestavení stromu hry. Po£et moºných
pozic se odhaduje n¥kde mezi 1040 aº 1050.

Z teoretického hlediska jsou ²achy stejn¥ nudná hra jako NIM,
protoºe jiº p°ed za£átkem hry by hrá£i m¥li v¥d¥t výsledek.

Zásadní rozdíl je v tom, ºe se nikomu nepoda°ilo výsledek ²achové
hry vypo£ítat, po£íta£e nejsou dostate£n¥ rychlé a v dohledné dob¥
ani nebudou.

Ov²em my víme, ºe kaºdá kone£ná hra v explicitním tvaru s
dokonalou informací má °e²ení v ryzích strategiích.
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Hra v explicitním tvaru - ²achy

�achy jdou modelov¥ popsat hrou v explicitním tvaru, jde o hru s
dokonalou informací, nebo´ kaºdý hrá£ ví, v jakém uzlu se hra
nachází, a hra je kone£ná, má kone£ný po£et tah· (t°ikrát
opakovaná pozice znamená remízu).

Víme tedy, ºe bu¤ má bílý hrá£ vít¥znou strategii, nebo má £erný
hrá£ vít¥znou strategii, nebo hra skon£í remízou.

Nevíme v²ak, která moºnost je správná.

Zku²enosti ukazují, ºe bílý hrá£ prvním tahem získává ur£itou
výhodu, takºe vít¥zná strategie £erného je nepravd¥podobná.

Po£íta£ové programy prohledávají blízké okolí sou£asné pozice,
jelikoº neobsahuje koncové uzly, pouºívá um¥le vytvo°ené
ohodnocovací funkce, které hodnotí kaºdou herní pozici z hlediska
materiálního a pozi£ního.
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Hry s neinteligentním hrá£em

Hry s neinteligentním hrá£em jsou takové, ve kterých jeden z
ú£astník· nemá schopnost rozumu nebo v¥domého rozhodování.
Místo toho jsou jeho akce °ízeny p°írodními zákony, náhodou nebo
jednoduchými algoritmy.

Ukáºeme si jednoduchou hry se stochastickými prvky.

Hra bude ovlivn¥na prvkem náhody, který ovliv¬uje výsledky hry, se
známým pravd¥podobnostním rozd¥lením.
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Hry s neinteligentním hrá£em - p°íklad

Dva inteligentní hrá£i se ú£astní hry s balí£kem mariá²ových karet, které
jsou poloºeny rubem nahoru. Pravidla hry jsou následující:

1) První hrá£ za£íná tím, ºe si z balí£ku vybere jednu kartu.

2) Pokud je vybraná karta £ervené barvy (srdce nebo kára), první hrá£
okamºit¥ vyhrává.

3) Pokud je vybraná karta kule (k°íºe), první hrá£ má moºnost vybrat si
dal²í kartu.

4) Pokud je vybraná karta ºaludy (piky) nebo zelená (trefy), tato karta
se odkládá stranou a tah p°echází na druhého hrá£e.

5) Druhý hrá£ pak pokra£uje ve h°e podle stejných pravidel.

6) Hra pokra£uje st°ídavými tahy, dokud jeden z hrá£· nevyhraje
výb¥rem £ervené karty.

Cílem je ur£it pravd¥podobnost, ºe první nebo druhý hrá£ vyhraje tuto
hru.
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Hry s neinteligentním hrá£em - p°íklad
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Hry s neinteligentním hrá£em - p°íklad

Ozna£me pravd¥podobnost výhry prvního hrá£e p v p°ípad¥, ºe je na °ad¥
on, a pravd¥podobnost výhry prvního hrá£e q v p°ípad¥, ºe je na °ad¥
druhý hrá£.

p =
1
4
+

1
4
p +

1
2
· 1
4
q +

1
2
· 1
2
p

q =
1
4
q +

1
2
p

Vy°e²ením soustavy rovnic získáme p = 3

5
. První hrá£ zvít¥zí

s pravd¥podobností 60%, tedy druhý hrá£ zvít¥zí s pravd¥podobností
40%.
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D¥kuji za pozornost.
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