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Uvod

Casova fada

Co je Casova fada

@ soubor pozorovani, realizaci jedné nahodné veliciny y;,
kde t je Cas

@ Cas muze byt diskrétni t € {1,2,...,n}, nebo i spojity
te<0,1>

@ dullezité je, ze pozorovani nejsou nezavisla, ale jsou
zavisla v case

@ plati zde jina pravidla pfi inferenci

Priklad.

@ Tlak pacienta méreny vZdy v 7 hodin rano.

e Mésicni primérny kurz eura dle CNB.

@ Venkovni teplota mérena na stejném misté kazdou hodinu.
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Grafické zobrazeni
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Uvod

Casova fada

Intervaly mezi dvéma sousednimi mérenimi
@ predpoklada se, ze jednotliva pozorovani maji mezi sebou
stejné Casové intervaly
@ situace, v nichz se délaji opakovana méreni s riznymi
Casovymi rozestupy vedou na jiné modely (longitudinal
models) a nebudeme se jimi na tomto kurzu zabyvat
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Cil analyzy ¢asovych rad

@ pochopeni mechanismu, ktery ¢asovou fadu generuje
e dekompozice ¢asové fady — hledani trendu, sezénnosti,
cyklicnosti
e Box-Jenkinsova metodologie — hledani ¢asové zavislosti
mezi pozorovanimi
@ konstrukce predpovédi vychazejici jak ze zavislosti na
minulych hodnotéch, tak z trendl
e bodové a intervalové pfedpovédi
e budeme brat pouze kvantitativni predpovédi ziskané
exaktnimi vypocCty (expertni predpovédi nechame
expertiim)

@ zkoumani zavislosti mezi Casovymi fadami
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Typy ¢asovych rad

Casové fady mohou byt diskrétni nebo spoijité
@ Priklady diskrétnich fad
@ binarni proces — hod minci: fadu hodnot panna, orel
@ nahodna prochazka — ¢astice vychazejici z bodu nula a v
kazdém kroku se s psti p posune doprava a s psti g se
posune doleva: fada bodd, ve kterych se ¢astice nachazi v
Case t
e Poissonuv proces — pf. pocet hovorl na telefonni Ustredné
v Case t
@ pocet hovorl za jednu ¢asovou jednotku ma Poissonovo
rozdéleni s intenzitou )\, poCty za jednotlivé jednotky jsou
vzajemné nezavislé
@ délka doby mezi dvéma hovory ma exponencialni rozdéleni
s parametrem X a jednotlivé doby mezi hovory jsou
vzajemné nezavislé
@ ziskavame rostouci posloupnost poétu hovorli az do ¢asu t

@ Kurz se bude vénovat prevazné spojitym casovym radam
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Na co si dat pozor

P¥i sbéru dat je potfeba ohlidat mozné problémy
@ Jaké zvolit body/okamziky, kdy se bude ¢asova rada mérit
@ Problém s kalendafem — vznik& pfedevSim u mésicnich
ekonomickych ¢asovych fad
o rlizné meésice maji rizné poCty dni
e rizné mésice maiji rlizné pocty pracovnich dni a vikend(
e specialni pozornost je tfeba vénovat pohyblivym svatkim
e je potteba volit vhodnou standardizaci, aby byly hodnoty
srovnatelné
o Délka casové rady — je treba zvolit dostatec¢né dlouhou
fadu, aby v ni byl vidét aktualni trend, ale zase ne moc
dlouhou, aby v ni byly prehistoricka data, ktera mi aktualni
trend zakryji
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Metody analyzy ¢asovych rad

@ Indexace — doc. Sixta

— vypocet specialnich indexu popisujicich ¢asovou fadu
Dekompozice — ja + doc. Vozar

— analyza systematickych slozek fady

— hledani trendu, sezénnosti, cykliCnosti

Box-Jenkinsova metodologie
— analyza nahodné slozky
— hledani korela¢ni struktury fady

Spektralni analyza

— mySlenka je, Ze Casova fada je smes slozek/sinusoid s
riznymi frekvencemi

— prevadi se z ¢asové slozky na frekvencni slozku

— specialni nastroje: periodogram, spektralni hustota

R/S analyza a Hurstv exponent — dr. Skvor
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Dekompozice ¢asovych fad

Predpokladame, ze fada se fidi jednim z nasledujicich dvou
modelu
@ Aditivni model
Yi=Tr+ Ci + St + &
@ Multiplikativni model
Y =T x Gy x St X &¢
kde
@ Y; - Casovafada
@ Tr; —dlouhodoby/¢asovy trend

@ C; — cyklicka slozka — dlouhodobé cykly, které vétsinou neumime
odhadnout, proto se tato slozka odhaduje spole¢né s trendem

@ S; —sezbnni slozka
@ ¢; —néhodné slozka
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Dekompozice ¢asovych fad
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Dekompozice
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Casovy trend

Ukazka zakladnich ¢asovych trendu

() Konstantni trend Linearni trend
T = o Tre = fo + Bt
] At :
(4] Kvadraticky trend Exponencialni trend
T = Bo + Bit + Bot? T = af'

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Zakladni ¢asové trendy

(4] Logisticky trend Gompertzova kfivka
Th = i Tri = exp(y + ")
a>00<6<1,vy>0 a<-1,0<8<1

nnnnnnnnnnnnn nd Gompeczova kivka

@ Logisticky trend je symetricky kolem inflexniho bodu — log o/ log 8

@ Gompertzova kfivka neni symetricka kolem inflexniho bodu

—log(—a)/log 8
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Informativni testy na typ trendu

Trend test

Linearni prvni difference dy; = y111 — y: je konstrantni

Kvadraticky druha difference 62y, = yr+1 — Sy: je konstantni
Exponencialni | podil y:+1/y: je konstantni

Logisticky podil (1/y112 — 1/y141)/(1/¥ee1 — 1/y1) je konstantni
Gompertz podil (log(yi+2) — log(t+1))/(log(yi+1) — log(y:)) je konstantni
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Informachni kritéria

Hodnoceni kvality modelu Informacni kritéria jsou zaloZzena na

@ verohodnosti modelu (L - likelihood)
ukazatel, jak dobfe model kopiruje data

@ poctu parametrd pouzitych v modelu (k)
Vérohodnost se penalizuje slozitosti modelu.
@ Chceme model, ktery dobre kopiruje data a je co mozna
nejjednodusdsi
e Cim mensi hodnota kritéria, tim lep$i je model
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Informachni kritéria

Hodnoceni kvality modelu

@ Akaikeho informacni kritérium (AIC):
AIC = 2k — 2In(L)

@ Upravené Akaikeho informacni kritérium (AICc) pro malé
vzorky:
2k(k+1)

AlCc = AIC + FYr—

@ Bayesovské informacéni kritérium (BIC):

BIC = In(n)k — 2In(L)
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Metoda klouzavych primeéru

Predpokladejme fadu, ktera je tvofena pouze trendovou a
néhodnou sloZzkou
Yi=Tr+et

@ trend méni v Case svlj charakter

@ nelze v celé délce popsat jednim funkénim predpisem

@ funkeni predpis Ize aplikovat pouze lokalné, v okoli
néjakého bodu

@ pr. cela fada se nefidi linearnim trendem, ale jeji trend je
linearni v urcitych Casovych intervalech

V takové pripadé se vyuziva tzv. adaptivni pristup ke trendové
slozce, kdy se parametry prokladaného modelu méni v Case.
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Metoda klouzavych primeéru

Nejjednodussi zplsob, jak najit takovy trend, tedy vyhladit
Casovou fadu, je pouzit klouzavé prameéry. Vyhlazena hodnota
v Case t se pak vypocte jako

S\/t _ Z-rrn:—m Yirr
2m+1
@ vyhlazuji pomoci hodnot na obé strany od Casu ¢
@ klouzavé pruméry délky 2m + 1 — liché Cislo
@ délka klouzavych primérl zavisi na pozadované mire
vyhlazeni
@ vetSi délka da hladsi krivku

@ jednoduché klouzavé pruméry odhaduji lokalné linearni
trend
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v o

Metoda klouzavych primeéru
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Metoda klouzavych vazenych pramérd

D& se misto klasického priméru pouzit i primeér vazeny?
mohu mit rizné motivace
@ potfebuji dat vybranym hodnotam vétsi vahu (napf. tém
bliz§im)
@ potrebuji vyhladit sezonni vykyvy pfi sudé délce sezény
@ potiebuji pouzit komplikovanéjsi trend
To vSe vede na klouzavé vazené primery
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Metoda klouzavych vazenych pramérd

Jako priklad uvazujme vyhlazeni lokalné kubickym trendem
Tr(t), = Bo(t) + B1(t)T + Ba(t)72 + Ba(t)r°

kde 7 = —m,...,0,... mpodle uvazované délky klouzavych
pramerd.

Koeficienty (o, 51, B2, 53 se hledaji metodou nejmensich
Ctvercu. Minimalizujeme

m

Z (Yerr — Bo — BaT — Bot? — Ba7)?

T=—m



Casové fady
Dekompozice
Metoda klouzavych priméra

Metoda klouzavych vazenych pramérd

Parcialnimi derivacemi podle jednotlivych koeficientt ziskame
soustavu Ctyr rovnic

S Ve b S A b S AT b S FR b S A0

proj = 0,1,2,3. Hodnotu pro vyhlazeni fady v Case t, tedy Y,
ziskdme jako odhad koeficientu by.
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Vlastnosti odhadu \7,

Vyhlazenou hodnotou v Case t je tedy vazeny primér hodnot
Yirr  kder=—-m,...,0,...,m
@ soucet vah klouzavého priiméru je roven jedné
@ vahy jsou symetrické kolem prostfedni hodnoty
@ pii vyhlazovani polynomialnim trendem fadu r, kde r je
sudé Cislo, je odhad klouzavymi prameéry délky m stejny,
jako pfi vyhlazovani polynomialnim trendem fadu r + 1
@ takto vyhlazuji hodnoty fady od ¢asu mdo n— m, kde n je
délka rady (tedy prvnich m a podlenich m hodnot rady
zustava nevyhlazeno)
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Vahy pro klouzavé praméry

Tabulka vah klouzavych primeéru pro rizné délky a fady

vyhlazeni

Délka | Rad2a3 Rad4 a5

3 (0,1,0) (0,1,0)

5 x(—3,12,17,...) (0,0,1,...)

7 +(-2,3,6,7,...) =(5,-30,75,131,...)

9 =(—21,14,39,54,59,,...) | 5(15,-55,135,179,...)

11 5(—36,9,44,69,84,89,...) | ;55(18,-45,-10,60,120,143,...)
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Metoda klouzavych primeéru

Rdzné délky a fady klouzavych primeéru
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Vyhlazeni krajnich hodnot

@ "stfedové" hodnoty fady se vyhlazuji pomoci sousednich
hodnot na obé strany od daného ¢asu

@ krajni hodnoty se vyhlazuji pomoci krajnich 2m + 1 hodnot
@ vyhlazuje se pomoci odhadovaného polynomialniho trendu
@ jsou potfeba i ostatni koeficienty (nejen by, ale i napf.
b1, b2, b3)
@ ve vysledku pak dostaneme jen jiné vahy krajnich 2m + 1
hodnot, které jiz nejsou symetrické

@ obdobné Ize pocitat i predikce — kazda dalsi predpovidana
hodnota vyzaduje jiné vahy poslednich 2m + 1 hodnot fady
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Volba radu klouzavych praméru

@ Objektivni pravidlo je zalozené a diferencich
e kazda diference snizi fad puvodniho polynomu o 1
e pokud se r-ta diference jako prvni jevi konstantné, pak
volim fad klouzavych pramerd r
@ Subjektivni pravidlo
e preference jednoduchého feseni, tj. klouzavé praméry co

e

@ Praktické pravidlo
@ v praxi se jiny nez linearni fad nepouziva
o nejcastéji se pouzivaji nevazené klouzavé priméry nebo
vahy, které odpovidaji subjektivni dllezitosti okolnich
hodnot
e Casté jsou napf. vahy ;(1,2,4,2,1) nebo
5(1,2,2,2,2,2,1)
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Exponencialni vyrovnani

@ Stejné jako metoda klouzavych praméru, patfi i
exponencialni vyrovnani mezi adaptivni pristupy.

@ Hlavni rozdil oproti klouzavym primeérim je, Ze pro vypocet
vyrovnané hodnoty v ¢ase t nepouzivam hodnoty na obé
strany od ¢asu t, ale pouze hodnoty pfedchazejici Casu t.

@ PouZivaji se vdechny minulé dostupné hodnoty s vahami
exponencialné klesajicimi do minulosti.
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Exponencialni vyrovnani

Pfedpokladejme, Zze Casovou fadu tvori pouze trend a ndhodna
slozka

Yi=Tn+et
Mohu vyrovnavat

@ lokalné konstantni trend Tr; = (3
jednoduché exponencialni vyrovnavani

@ lokalné linearni trend Try = By + 51t
dvojité exponenciélni vyrovnavani

@ lokalné kvadraticky trend Tr; = By + (1t + Pot?
trojité exponencialni vyrovnavani

@ trendy vyssiho fadu uz se neuvazuji
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Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Odhad vyrovnavaci hodnoty by(t) ziskdm minimalizaci vyrazu

[e.9]

> (Yei—Bo)*(1 - a)
i=1
kde « je vyrovnavaci konstanta
@ obecné musiplatit 0 < o < 1
@ praxe ukazala, ze staci uvazovat 0 < o < 0.3

@ vzorec vySe odpovida aplikaci v R-ku, v literatufe se Casto
uvadi namisto 1 — a jen «
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Exponencialni vyrovnani

Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Derivaci vySe uvedeného vyrazu podle 3y a polozeni této
derivace rovno nule, ziskam nasledujici rovnici

-2 2(1 — ) Vi + 280 2(1 ~—a)'=0
i—0 i—0

jelikoz
> 1
d(1—a)=—
i=0 @

vychazi odhad parametru by(t) a tedy i vyrovnanou hodnotu v
Case t.

o0
?t = 042(1 - a)th—i
i=0
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Exponencialni vyrovnani

Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Ziskana predikce je tedy vazeny soucet minulych hodnot s
vahami
a0l —a), a1 —a)?, ...

které exponencialné klesaji do minulosti.
Je mozné psat i rekurentni vzorec
Yi=aYi+(1-a)Viy

€0z znamena, ze « blizké k jedné vede na trendy rychle se
meénici v Case a « blizké nule dava pomalé zmény a
vyhlazenou kfivku
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Exponencialni vyrovnani

Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Volba vyrovnavaci konstanty «

@ zname-li optimalni délku M klouzavého priiméru pro danou

. . _ M-
fadu, mohu volit 1 — a = T

@ jinak (Castéji) volim numericky: spocitam si vyrovnani fady
pro rizné hodnoty o = 0.02,0.04,...,0.3, pro kazdé
ohodnotim, jak vyrovnani souhlasi s mymi daty (napf.
pomoci SSE — Sum of Squared Errors) a volim a s

e

@ softwary uz voli automaticky
@ « pak mohu upravit podle toho, jakou miru vyhlazeni chci
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Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Predpovédi
@ budouci hodnoty pfedpovidam posledni vyrovnanou
hodnotou Y,
@ predpovédni interval spolehlivosti ma tvar

(Yoir(n) — 2d.A(N), Ynir(n) + zd-A(N))

kde z je prislusny kvantil standartniho normalniho
rozdéleni, d; = 1.25a

A(n) _ Zn: ’Yl‘_ /Y;](t_ 1)|
t=1

@ vyhodou téchto prfedpovéedi a predpovédnich intervall je
jejich snadna Uprava, pokud do fady pribude dalsi
pozorovani
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Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Adaptivni fidici proces
@ je mozné uvazovat i vyrovnavaci konstantu « ménici se v
Case
@ definuje se indikaror poruchy

fo.0) = |

kde

ei()]

t t
Y(a, 1) =) ei(a), D(a.t) =)=
i=1 i=1

a e; je chyba predpovédi
@ zvedne-li se hodnota /(«, t) nad kontrolni mez K, pak je to
signal ke zméné « Ci dokonce celé metody
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Exponencialni vyrovnani

Dvojité exponencialni vyrovnavani

Odhad vyrovnavaci hodnoty by(t) + by(t)t ziskdm minimalizaci
vyrazu

> (Yiei — (Bo + Bi(—=i)))2(1 — o)’
i=1

kde « je opét vyrovnavaci konstanta a plati pro ni to, co u
jednoduchého exponencialniho vyrovnani

@ obecné musiplatit 0 < o < 1
@ praxe ukazala, ze staci uvazovat 0 < o < 0.3
@ jen optimalni volba pfi znalosti optimalni délky klouzavého

- : [ M—1
prumeéru Mje 1 —a =/
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Trojité exponencialni vyrovnani

V praxi se vyuziva minimalné, ale "jesté to jde". Odhad
vyrovnavaci hodnoty by(t) + by (t)t + bo(t)t? ziskam
minimalizaci vyrazu

o0

> (Yeei = (Bo + Bi(=1) + Ba(—1)?)?(1 — )
i=1
pro vyrovnavaci konstantu « opét plati
@ obecné musiplatit 0 < o < 1
@ praxe ukazala, Ze staci uvazovat 0 < o < 0.3

@ ale pouziva se trochu jina pocate¢ni volba hodnot pfi
hledani optimalniho «
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Graficka ukazka

Holt-Winters filtering
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Holt-Wintersova metoda

Mame-li sezénni data, je mozné odhadovat jejich chovani
Holt-Wintersovu metodu

@ zobecnéni metody exponencialniho vyrovnani
@ adaptivni metoda
@ odhaduje sezonni slozku, nevyhlazuje ji

@ metoda je aplikovatelna jak na aditivni, tak na
multiplikativni model, {j.

Yy = T+ St +¢e
Yt = Trt><St><st
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Holt-Wintersova metoda

Predpokladejme lokalné linearni trend, ktery se muze v Case
menit.
Oznacme

@ trend odhadnuty v Case t: Tri()

Try(t) = Bo(t) + 1 ()t

@ odhady regresnich koeficientd v Case t: by(t) a b (t)
@ sezénni slozku v Case t: s(t)
@ pocet sez6bn L

@ pro Ucely snazsiho odhadu parametri dale oznacme
ao(t) = bo(t) + b1(t)
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Aditivni Holt-Wintersova metoda

VySe uvedené odhady se fidi nasledujicimi vztahy

a(t) = a(Yr—s—(t—L)+ (1 —a)(ao(t—1)+bs(t - 1))
bi(t) = Blao(t) —a(t—1))+ (1 -p)bi(t-1)
st(t) = (Yi—ao(t)+ (1 —7)s-(t - L)

Odhad hodnoty Y., pak mizeme pocitat jako

Yiir(t) = ao(t) + by ()7 + Sr—r(t+7— L)
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Aditivni Holt-Wintersova metoda

Jaké hodnoty dosazujeme
@ za Sy, ((t+ 7 — L) pouzivame nejaktualnéjSi odhad
sezonni slozky, ktery mame k dispozici
@ za pocatecni hodnoty ag, by bereme odhady regresnich
koeficientl ze vSech dat
@ za pocatecni odhad sezonni slozky bereme primér dané
sezony proti primeéru vSech dat

@ pouzivalo se 0 < «, 3, < 0.3 (dnes uz odhaduji softwary
sami)



Casové fady
Dekompozice
Holt-Wintersova metoda

Multiplikativni Holt-Wintersova metoda

VySe uvedené odhady se fidi nasledujicimi vztahy

) = a(gpg) + (- (- 1)+ byt 1)
bi(t) = Blao(t) — aolt 1))+ (1 - A)be(t 1)

Yi
si(t) = v <ao(t)> + (1 =7)se-1(t - L)
Odhad hodnoty Y;., pak mizeme pocitat jako

Vier(£) = (@0(t) + by ()7)Spar_i(t + 7 — L)



Casové fady

Dekompozice
Holt-Wintersova metoda

Srovnani odhad

Dvojite exponencialni vyrovnani Holt-Wintersova metoda
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Casové fady

Dekompozice
Nahodna slozka

Bily um

Pfedpokladame, ze ndhodna slozka je tvorena tzv. bilym Sumem.

Definition

Bily Sum tvofi nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliciny s nulovou
stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem.

U nahodné slozky je Casto tieba zjistit, zda je skuteCné nahodna.
RozliSujeme dva pfipady

@ mame Casovou fadu, kterd na prvni pohled vypada nahodné, a
potfebujeme rozhodnout, zda v ni skute¢né neni trend ani
sezonni vykyvy
= testy nahodnosti

@ mame ¢asovou fadu, kde jsme odstinili trend a sezénni slozku, a
0 zbytku potfebujeme rozhodnout, zda tvofi bily Sum
= testy autokorelace

V kazdém z pfipadl se pouzivaji jiné testy nahodnosti.



Casové fady
Dekompozice
Nahodna slozka

Bily um

Bily sum

Time

100



Casové fady
Dekompozice
Nahodna slozka

Testy nahodnosti pro fadu

Testuje se H, : fada je nahodna vs. H; : fada neni nahodna

@ Test zalozeny na znaménkach diferenci
spocitam, v kolika bodech fada roste, a v kolika klesa
je-li fada nahodna, mély by tyto pocty byt pfiblizné stejné
@ Test zalozeny na Kendallové koeficientu
KendallGv korelacni koeficient pro fadu Y; a indexy

pozorovani t
_ vy
T n(n—1)
kde v je poCet pfipadu, kde Y; > Ysprot > s
korelace by méla byt pfiblizné nulova, jinak je v datech
trend



Casové fady
Dekompozice
Nahodna slozka

Testy nahodnosti pro fadu

@ Test zalozeny na Spearmanové koeficientu p
Spearmanuv korelacni koeficient pro fadu Y; a indexy
pozorovani t

n

P:1n(,726_1)2(tft)2

t=1

kde r; je poradi t-té hodnoty Y;

@ Wald-Wolfowitz Runs Test (nebo téz medianovy test)
zalozen na hodnoceni, zda je €islo nad(+)/pod(-)
medidnem a pocita se, kolik Useku stejného znaménka v
fadé mame (oznaéme u)
oznacme m pocet hodnot nad medianem, pak stredni
hodnota u ma byt m+ 1



Casové fady
Dekompozice
Nahodna slozka

Test o nulovosti autokorelace

Testuje se: Hy : autokorelace je nulova vs. H; : autokorelace
neni nulova
@ Ljung-Box neboli Box-Pierce test ndhodnosti
testuje velikost autokorelace v uréenych bodech
rz
n—r

Q=n(n+2))_

T=1

kde r. je odhad autokorelace v Case r (tedy korelace
hodnot posunutych o 7 kroku)



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Stacionarita fady

Pro zavedeni Box-denkinsovy metodologie analyzy ¢asovych
fad definujme nasledujici pojmy
@ stacionarita — znamena stalost Casové fady
@ strikini stacionarita — v§echny ¢leny fady maji stejné
rozdéleni
@ slaba stacionarita — vSechny ¢leny fady maji stejnou
(predpokladejme ze nulovou) stfedni hodnotu a stejny
rozptyl o2
Zakladni modely budeme definovat pro stacionarni (staci
slabé) Casové rady.



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Autokorelacni funkce

Analyza téchto fad je zaloZzena na vzajemnych vztazich mezi
Cleny fady
@ autokovariancni funkce — je to funkce vzdalenosti mezi
dvéma cCleny fady

vk = CoV(Yt, Yerk) = E(Yt — 1) (Yiyk — 1)

kde u je stfedni hodnota Clenu fady

@ autokorelaéni funkce — vypocita se z funkce
autokovariancni jejim vydélenim rozptylem

_ Ok _ Ok

2
Y0 Oy

Pk



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Parcialni autokorelacni funkce

@ parcialni autokorelacni funkce — jedna se o parcialni
korelacni koeficient fad Y: a Y:.« pfi pevnych hodnotach
Yii1, Yo, -, Yirk—1 (neboli za podminky téchto hodnot)

L
Pkk =
|Px]
, kde
1 P e Pk—1 1 P e P
Pk _ P 1 e Pk—2 P; _ P 1 e P2

Pk—1  Pk—2 ... 1 Pk—1  Pk—2 .. Pk



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Odhad autokorelacni funkce

Vypocet odhadu
@ odhad stfedni hodnoty Y = 137 Y,
@ odhad rozptylu fady s2 = co = L 327 (Y; — Y)?
@ odhad autokovarlancm funkce
k=10 (Y =Yk - Y)
@ odhad autokorelacm funkce ry = c—g
Vlastnosti odhadu

@ odhad autokovarianéni funkce a ani autokorelaéni funkce
neni nestranny

@ pro ziskani nestranného odhadu bychom museli délit n — k
@ stfedni chyba odhadu E(cx — ~)? je mala
@ odhady jsou asymptoticky nestranné



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Vsuvka

@ Odhad T parametru 6 je nestranny, kdyz
E(T)=0

@ rozdil E(T) — 6 se nazyva vychyleni
@ vychyleni odhadu autokovarianéni funkce je —X

@ pro n — oo konverguje vychyleni k nule, coz se nazyva
asymptoticka nestrannost



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Odhad autokorelacni funkce

Nékdy je treba otestovat, od kterého bodu se autokorelacni
funkce da povazovat za nevyznamnou. K tomu se pouziva
Bartletova aproximace rozptylu autokorelacni funkce.

Je-li px = 0, pak pro k > ky plati

o(rk) = /Var(rg) ~ 15 142> r?

Pro zjednodu$eni se porovnava odhadované hodnota
autokorelacni funkce |ry| s Cislem 20(r).



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Odhad parcialni autokorelacni funkce

Parcialni autokorela¢ni funkce se odhaduje rekurentné na
zakladé nasledujicich pravidel

@ n1=n
fk—Z,l-(;11 Tk—1,jTk—j
1= 11
@ kde rk; = rk—1j — Ik klk—1,k—;
Test o nulovosti parcialni autokorelacni funkce je zalozen na
Quenouilleové aproximaci rozptylu

o(rkk) ~ \/Z

pro k > ky. Pro jednoduchost se opét odhad parcialni
autokorela¢ni funkce porovnava s hodnotou 20 /(ryx)

o rk’k =



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Linearni proces

Linearnim procesem nazyvame fadu tvaru
Yi=ct+ 11 +thogr o+ ...

kde & je bily Sum s rozptylem o2 a v; jsou parametry.
Zaved'me operator zpétného posunuti B nasledovné

BY: = Yi 1, BY:=Y;
Jeho pomoci je mozné zapsat linearni proces jako
Yt = ¥(B)et

kde
W(B) =1+ 1B+ 1B+ =1+> ;B
j=1



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
Uvod

Linearni proces

Pomoci operatoru zpétného posunu nastavime podminky na
Casové rady, aby byly popsatelné modely Box-Jenkinsovy
metodologie.

Rada v(B) konverguje pro |B| < 1, uvazujeme-li B jako
Ciselnou proménnou. Tato podminka zaroven zaruci, ze
linearni proces je stacionarni se stfedni hodnotou nula. Za
urcitych podminek Ize proces napsat jako

Yi=mYia+mYrot-+e

Pak se linearni proces nazyva invertibilni.



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces klouzavych souctu (Moving Averages)

Proces klouzavych souctu fadu g se znaCi MA(q) a ma tvar
Yi=cet+ 01et—1 + - + Oget—q
ktery je mozné zapsat jako
Y: = 0(B)et

kde 6(B) =1+ >, 6;B je tzv.operator klouzavych sougtd.
Proces MA(q) je

@ stacionarni pro libovolné 6;

@ ma nulovou stfedni hodnotu

@ jeho rozptylje 05 = o = (1 + 65+ 65 + - + 62)0?



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces klouzavych souctu (Moving Averages)

@ jeho autokorelacni funkce je

_ Ok + 010k11 +---+0q,k0q
1203+ + 03

Pk

prok=1,...,qgajepxk=0prok >q
@ autokorelacni funkce ma bod useknuti ko = q

@ parcialni autokorelacni funkce nema bod useknuti a je
omezena geometricky klesajici posloupnosti nebo
sinusoidou s geometricky klesajici amplitudou

@ proces je invertibilni, pokud vSechny kofeny polynomu
9(B) lezi vné jednotkového kruhu



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces MA(1)

Nejjednodussim procesem klouzavych souctu je proces MA(1).
Y =¢ct + 01841

s vlastnostmi

@ proces MA(1) je invertibilni, pokud |04| < 1
pak Ize tento proces napsat jako
Yi=01Y1—05Y 20— 03Y 5 +e;

@ autokorelacni funkce

01
1+ 62

p1=

apxk=0prok >1
@ pro libovolny proces MA(1) musi byt |p¢] < 3



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces MA(1)

@ parametr 0 |ze spocitat z autokorelace p4

01:1—w/1—4p$

2p1
a pouze jeden z kofenu spliiuje podminku invertibility
@ parcialni autokorelacni funkce je
(—1)*"ok(1 — 63)

Pkk =
A

o plati |py| < |04/



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Autoregresni proces (Autoregressive process)

Autoregresni proces fadu p se znaci AR(p) a ma tvar
Yi=p1Yia+ - +opYipter
tento proces muzeme pomoci zpétného operatoru zapsat jako
o(B)Yt = et

kde p(B) =1 — ZI‘.’:1 ;B je tzv. autoregresni operator.
Proces AR(p) je
@ automaticky invertibilni

@ stacionarni, pokud v8echny kofeny polynomu ¢(B) lezi vné
jednotkového kruhu

@ jeho stfedni hodnota je nulova



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Autoregresni proces (Autoregressive process)

@ pro jeho autokorelaéni funkci plati

Pk = P1Pk—1 + Y2pk—2 +  + ©ppPk—p

pro k > 0.

@ autokorelacni funkce je linearni kombinaci klesajicich
geometrickych posloupnosti a sinusoid s geometricky
klesajicimi amplitudami

@ parametry ¢1,. .., ¢p je mozné z autokorelacni funkce
dopocitat pomoci Yule-Walkerovych rovnic
@ rozptyl
2
g
— P11 — ... — PpPp

@ parcialni autokorelaéni funkce ma bod useknuti ko = p a je
tedy pi = 0 pro k > p.



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces AR(1)

NejjednodusSim autoregresnim procesem je AR(1) tvaru

Yi=p1 Y1 +et
s vlastnostmi
@ AR(1) je stacionarni, pokud |p1] < 1
@ autokorela¢ni funkce procesu AR(1) je
P = ¢
pro k > 0 a je to tedy geometricka posloupnost klesajici k nule

@ pro k =1 mame py = 1
@ parcialni autokorelacni funkce procesu AR(1) je

P11 = P1 = L1, prk =0

pro k > 1, tedy parcialni autokorelaéni funkce ma bod useknuti
ko =1



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Smiseny proces (Autoregressive Moving Averages)

SmiSeny proces z ¢asti MA fadu g a AR fadu p nazyvame
ARMA¥adu p a g a ma tvar

Yi=o1Yea+- - +opYiptertbieq+- -+ 0t
Pomoci operatoru zpétného posunuti je zapis jednodussi
©(B)Y: = 6(B)e;

Vlastnosti procesu ARMA(p, q)
@ podminka stacionarity je stejna jako u AR(p)
@ podminka invertibility je stejna jako u MA(Q)

@ koreny polynomu 6(B) a ¢(B) musi leZzet vné jednotkového
kruhu



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Smiseny proces (Autoregressive Moving Averages)

@ stfedni hodnota ARMA(p, q) je nulova
@ pro autokorelacni funkci pk plati

Pk = P1Pk—1 T P2pk—2 + -+ ©pPk—p

pro k > q

@ je-lig > ppak od ¢asu g — p+ 1 je autokorelacni funkce
tvofena geometricky klesajici posloupnosti, nebo
kombinaci sinusoid s geometricky klesajicimi amplitudami

@ parcialni autokorelaéni funkce pxx je obdobné od ¢asu

p — q + 1 omezena geometricky klesajici posloupnousti
nebo sinusoidou s geometricky klesajici amplitudou



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces ARMA(1,1)

Proces ARMA(1,1) mé tvar
Yi=p1Yi1+er+0ieq

s vlastnostmi
@ podminka stacionarity |¢1] < 1
@ podminka invertibility |61] < 1
@ rozptyl fady je
1 + 92 + 2<p1 91
2 _ . _ 1 2
0y =70 1_ SO? O¢

@ pro autokorelacni funkci plati px = p1pk_1 pro kK > 1
@ autokorela¢ni funkce v ¢ase 1 je

(1 +@ib)(p1 +61), 2
1+ 602 + 2046, !




Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Proces ARMA(1,1)

@ parametry pak mizeme odhadnout pomoci

P2 b:l:\/bz—4
P1="— 91:#
P1

kde
1 —2pp+ %
B P1 — ¥
a jen jeden kofen odpovida podmince invertibility
@ pro autokorelacni funkci musi déle platit

b

205 — |p1| < p2 < |p1l

@ parcialni autokorela¢ni funkce je omezena geometricky
klesajici posloupnosti



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Odhad ARMA modelu

Jak najit optimalni model pro stacionarni fadu
prvni napovédu daji autokorelacni a parcialni autokorelaéni

funkce
H Pk \ Pkk
AR(p) neexistuje bod useknuti bod useknuti ko = p
MA(q) bod useknuti ky = g neexistuje bod useknuti
ARMA(p, q) neexistuje bod useknuti neexistuje bod useknuti
po g — p hodnotadch omezena | po p — g hodnotach omezena




Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Odhad ARMA modelu

Odhad parametri modelu

@ pouziva se metoda nejmensich ¢tvercu (minimalituje se
soutet >4 (e1(p, 0))?)
@ jelikoz funkce ¢; je v parametrech ¢ a 6 nelinearni, jedna

se o nelinearni soucet Ctvercl a je tfeba postupovat
iterativné

@ pocita¢ nechame odhadnout nékolik zakladnich modelu
(vét8inou nékteré z AR(1), AR(2), AR(3),
MA(1), MA(2), MA(3), ARMA(1,1), ARMA(2,1),
ARMA(1,2), ARMA(2, 2))

@ pomoci urcitého kritéria zvolime optimalni model

@ porovname volbu s prubéhem autokorelacni a parcialni
autokorelacni funkce



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Odhad ARMA modelu

Kritéria pro vybér modelu
@ Akaikeho informacni kritérium
AIC = Inc2 4 2K
n
kde k je poCet parametrl modelu
nejznaméjsi kritérium, které vSak upfednostfuje modely s vy$§im
poétem parametr(
@ Bayesovské informacni kritérium
Klnn

BIC = Ino2 +

toto kritérium je nejvhodnéjsi pro optimalni volbu modelu
@ Hannan-Quinn informaéni kritérium

HO:Incng—i—CkInlnn

nejCastéji se voli ¢ = 1
kritérium vymysleno ptimo pro B-J modely

Cim mensi hodnota kritéria, tim lepsi model.
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Box-Jenkinsonova metodologie
ARMA modely

Odhad ARMA modelu

Ovéreni vybraného modelu

@ stfedni chyba odhadnutych parametri by méla byt vic jak
dvakrat mensi nez absolutni hodnota samotného odhadu

@ odhadnuty rozptyl bilého Sumu by nemél byt pfili§ velky

@ residua odhadnutého modelu by méla byt nezavisla, jejich
autokorelacni funkce by tedy méla nabyvat malych hodnot
napf. pro AR(1) by ri(e) méla byt mensi nez 242 /n

@ mame i test na hodnoty autokorela¢ni funkce residui
(Ljung-Box test)



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
SARIMA modely

Integrované ARMA modely (ARIMA)

Modely Box-Jenkinsovy metodologie pro fady s trendem, bez
sezdénnosti

@ nevyzaduji stacionaritu
@ odstinéni trendu se zde realizuje pres diference

@ pocet nutnych diferenci pfed odhadem ARMA modelu
odpovida komplikovanosti trendu

@ veétSinou staci diferencovat jednou, maximalné dvakrat
Integrovany ARMA model se znaci ARIMA(p, d, q), kde
@ pje fad autoregrese
@ g je fad klouzavych praméru
@ d je nutny pocet diferenci potfebny ke stacionarizaci
puvodni fady



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
SARIMA modely

Model ARIMA(p,d,q)

Model zapisujeme jako

kde w; = AYY; je d-ta diference modelu a plati

AY;, = Yi—Y1=(1-B)Y,
A%Y; = (1-BPFY;=(1-2B+B?)Y;=Y;—2Y 1+ Y

Model ARIMA(p, d, q) pak mUzeme zapsat jako
#(B)(1 = B)?Y: = 0(B)es

Nevyhodou je, Ze fada diferenci ma o d prvkl méné nez
puvodni fada, kde d je fad diference
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Box-Jenkinsonova metodologie
SARIMA modely

Model ARIMA(p,d,q)

Urceni radu diference pro procesy ARIMA

@ vyuziti "okometrické metody"
diferencuiji tak dlouho, az mi vysledna fada diferenci pfrijde
jako stacionarni

@ s pomoci autokorelacni funkce
jestlize hodnoty autokorelaéni funkce diferenci klesaji
pomalu (pfiblizné linearné a ne geometricky), diferencuiji
dal

@ pomoci odhadu rozptylu rady diferenci
vyberu tu diferenci, kterda ma minimalni odhad rozptylu fady

@ pomoci pocitace

v v

ARMA model
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Box-Jenkinsonova metodologie
SARIMA modely

Sezdnni integrovany ARMA model (SARIMA)

Box-Jenkinsova metodologie pro sezénni fady
@ nejprve se hledd model pro sezénnost
@ ta se modeluje pro kazdy "dil" sezény (napf. mésic) zvlast

@ pro kazdy tento dil se zkonstruuje samostatny model
ARIMA(P, D, Q)

@ napf. pro mésicni data tim ziskame
®(B™)AR,Y, = ©(B™)n,

@ predpokladem je, Zze modely pro jednotlivé "dily" by mély
byt priblizné stejné



Casové fady
Box-Jenkinsonova metodologie
SARIMA modely

Sezdnni integrovany ARMA model (SARIMA)

@ nahodné slozky n; v modelech pro jednotlivé "dily" sezény
by mély byt vzajemné korelované

@ pro tyto nahodné slozky zkonstruujeme daldi model
ARIMA(p, d. q)

@ spojenim téchto modell dostaneme
p(B)P(B°)AIAZY; = 6(B)O(B®)et

kde s je poCet sezon (pro mésicni data 12, pro Ctvrtletni 4,
atd.)

@ vysledkem je tzv. multiplikativni sezénni model fadu
(p7 da q) X (Pa Da Q)S
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Box-Jenkinsonova metodologie
SARIMA modely

Identifikace modelu

7 vz

@ stézejni je ureni fadu diferenci

@ diferencuje se pres délku sezbny i pres sousedni hodnoty

@ urCeni fadu difference zalezi na autokorelacni funkci

@ pokud ma autokorela¢ni funkce vysokou hodnotu v délce
sezony, je nutné diferencovat pres sezénu

@ pokud ma autokorela¢ni funkce pomalu klesajici hodnoty,
je treba diferencovat pres sousedni hodnoty

@ je mozné volit optimalni model i podle minimalizace
rozptylu fady
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SARIMA modely

Pfedpovédi

@ predpovédi konstruujeme rekurentné

@ namisto aktualnich hodnot bilého Sumu bereme nulu, za
star§i hodnoty bilého Sumu bereme chyby pfedchozich
predpovédi

@ predpovédni interval spolehlivosti

Yeek(t) £ 20{erk(1)}

kde e/(t — 1) = Y; — Yi(t — 1).



Casové fady
Zavislost ¢asovych fad
Kroskorelaéni funkce

Kroskorelac¢ni funkce

Nejjednodussim zpusobem, jak zkoumat zavislost mezi dvéma
Casovymi fadami je pouzit kroskorelacni funkci definovanou
jako
c COV(Yt7 Xt+k)
k= e
@ jedna se o funkci Casového zpozdéni k
@ bézny korelacni koeficient je hodnota kroskorelacni funkce
v bodé 0 (se zpozdénim 0)
@ kroskorelacni funkce vyuziva Pearsonlv korelacni
koeficient
@ nejvySSi hodnota kroskorelacni funkce by méla ukazovat
na zpozdéni s nimz se skute¢na zavislost projevi
@ tvar kroskorelacni funkce zavisi na mife autokorelovanosti
vstupnich fad
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Kroskorelac¢ni funkce

Odhad kroskorelacni funkce pro zpozdéni k je
o= 1 (Y= V)X = X)
V(Y= V)2 /S0 (X - X)2

Hruby odhad stfedni chyby této funkce ri v bodé k je obdobny
jako u autokorelaéni funkce

ko
a(ry) = \/W(rﬁ) ~ % (1 +22(,}0)2)

=1
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Linearni dynamické modely

@ popisuji zavislost mezi casovymi radami
@ do modeli mize vstupovat
@ zavislost na jinych ¢asovych fadach (regresorech)
@ zavislost na Case, tj. dlouhodoby trend a sezénnost
e zavislost na minulych pozorovanich fady, pfipadné na
minulych nahodnych chybach (ARMA slozka)
@ davame-li do modelu zavislost na jiné fade, je treba urcit, s
jakym zpozdénim bude fada do modelu vstupovat
@ optimalni zpozdéni, s nimz bude regresor do modelu

vstupovat, tj. X;_x, odhadneme nap¥. z kroskorelacni
funkce
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Linearni dynamické modely

Hledani optimalniho modelu
@ nejprve vytipujeme, na kterych fadach hledame zavislost

tuto zavislost odhadujeme béznymi modely linearni
regrese (metodou nejmensich Ctvercu)

o
© residua modelu je nutné otestovat na trend, sezénnost a
autokorelaci
© pokud se objevi trend a sezénnost, je mozné je modelovat
zvlast
@ zejména pro stabilni lineéarni trend se hodi viozit jako dalsi
regresor ¢as
e sezénnost se mize modelovat pres kategorickou
proménnou, indikator sezony (napf. mésic)
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Linearni dynamické modely

Hledani optimalniho modelu

© pii autokorelovanosti residui se pro residua hleda vhodny
model ARMA (do modelu s regresory se pridava zavislost
fady sama na sobg)

@ trend, sezénnost a autokorelovanost je mozné fesit pres
SARIMA model pro residua

© kontrola residui modelu (normalita a autokorelovanost)

© nenormalnost residui vyZzaduje transformaci zavisle
proménné (nejCastéji pfirozeny logaritmus)

@ spravny model je ten, jehoZ residua maji nulovou
autokorela¢ni funkci pro k > 0
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Periodogram

Nastroj pro hledani opakujicich se zmén - cykll

@ kazdou ¢asovou fadu mizeme vyjadrit jako kombinaci
sinusoid a cosinusoid s riznymi délkami period a riznymi
amplitudami

@ Perioda: T je pocet Casovych jednotek potfebnych k
Uplnému cyklu cosinusové funkce

@ Frekvence: Cast cyklu z cosinusové funkce, ktera je
realizovana za jeden ¢asovy okamzik w = 1/T

@ Periodogram pocita relativni dulezitost jednostlivych
frekvenci
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Periodogram

Kazdou jednu cosinusoidu mizeme napsat jako
Xt = Acos(2rwt + ¢)

kde

@ A je amplituda funkce

@ w je frekvence

@ ¢ je faze urCujici pocatecni bod funkce

@ prot=0,...,T jde argument funkce od 0 do 27
Periodogram vyuziva nasledujici vztah

Acos(2rwt 4+ ¢) = Py cos(2nwt) + Bosin(2rwt)
B1 = Acos(¢) B2 = —Asin(¢)
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Periodogram

@ oznacme n délku mérené Casové rady

@ dale uvazujme mozné frekvence cosinusoid w; = j/n pro
j=1,...n/2 a nazvéme je harmonické frekvence

@ napiSme Casovou fadu jako

n/2

Vi3 (81 (4) costemagt) + 52 (1) costzman))

j=1

@ koeficienty 51 a o se odhaduji metodou rychlé Fourierovy
transformace

Hodnota periodogramu v bodé j/n

P(5)-#(7) -2 ()
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Interpretace

@ Vysoka hodnota funkce P (%) ( periodogramu v bodé j/n)
ukazuje na dudlezitou frekvenci j/n

° P (fﬁ) odpovida druhé mocniné korelace mezi Casovou
fadou Y; a cosinusouidou s frekvenci j/n

@ dominantni frekvence ukazuji na hlavni cykly v fadé
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Priklad

Uvazujme velikosti populace rysa v Kanadé v letech 1821 -
1934 (roCni data)

lynx
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Priklad

Periodogram pro tuto fadu je

Periodogram
6e+07 8e+07
| |
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Frequency

Dominantni frekvence je 0.1 coZ odpovida cyklu délky
1/0.1 =10 let.
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