Kapitola 4 — Euklidovské prostory
4.1. Definice euklidovského prostoru

4.1.1. DEFINICE
Necht' E je vektorovy prostor nad télesem realnych &isel R, (,): E°>—>R. E se nazyva
euklidovsky prostor, plati-li:

(I) Pro vSechna #€E : (ii,1)=0 .

(II) Pro viechna u€E : (i, ﬁ)=0 pravé tehdy, kdyz 7#=0 .
(II1) Pro vSechna u, ve€E: (i,v)=(V,u).

(IV) Pro vsechna i, v, weE: (i,v+Ww)=(u,v)+(u,w).

(V) Pro viechna #, VEE , pro viechna c€R : (ii,c-v)=c-(u,7).
Pro #i, VEE se ¢islo (i, v) nazyva skalarni sou¢in vektorti % a V.

4.1.2. PRIKLAD
Uvazme vektorovy prostor IR” . Definujeme (¥, ¥)=x,-y,+x,"y,+x; y;+-+x,°y, pro
libovolna X¥=(x,, x,, ..., x,)ER", $=(y,, ¥,, ..., y,)ER". Pak R" je euklidovsky prostor.

4.2. Cauchyova nerovnost

4.2.1. DEFINICE
Necht E je euklidovsky prostor, ¥€E . Normou vektoru ¥ rozumime &islo (v, ¥) . Normu
vektoru v zna¢ime ||V .

4.2.2. VETA (Cauchyova)
Necht E je euklidovsky prostor, X, Y€E . Plati: |(X, 7)|<|[X|||| 7 , pfic¢emZ rovnost nastava
pravé tehdy, kdyz X a ¥ jsou linearné zavislé vektory.
Diikaz: Rozlisime dva piipady:
D y=0 (1) y#0
ad (: |(%, 7)|=|(x, 0)]=|0|=0, |IZ|I7lI=|IZII|0]|=/|%]-0=0 . Uvédomme si také, ze vektory
% a ¥,tj. vektory ¥ a 0, jsou linearn& zavislé.
ad (II): Pro libovolné c€R polozme f(c)=(¥—c-y, X—c 7). Plati:
0<f(c)=(*,%)=2c(x, ¥)+(7, ¥).Je (¥, ¥)>0. Kvadraticka trojélen f(c) s
realnymi koeficienty mé nekladny diskriminant, tj. (%, 3 —(%, ¥)-(¥, 7)<0. Pak
V(F, 7P<VF, %)V, 7)), cli |F, 9)I<F5 .
Rovnost nastiva pravé tehdy, kdyz f (¢) md nulovy diskriminant, a to je pravé tehdy, kdyz
existuje ¢,€R tak, ze f(cy)=(X—cy ¥, X—cy'¥)=0 ato je pravé tehdy, kdyz existuje
co€R tak, ze X=c¢;'V, ato je pravé tehdy, kdyZ vektory X a J jsou linearné zavislé.

4.3. Norma a metrika

43.1. VETA
Necht' E je euklidovsky prostor, v, WEE , c€R . Plati:
(a) [[¥]]=0
(b) IIP|=0 pravé tehdy, kdyz ¥=0
© lle-¥l/=[cl-7]
(d) [[v+w||<|P[+|[#] (trojtihelnikova nerovnost)
Diikaz:
(a) Ditkaz ptenechavame Ctenafi.
(b) Dikaz prenechavame Ctenafi.



(c) Diikaz pgenechavame ctenarl
(d) ||'\5+pr (V+w, v+w)=(V, ¥)+2:(V, W)+ (W, w)
=[P +2-(v, W) +I@IF<IPIP+2:1(5, W)+
Podle Cauchyovy nerovnosti je |(v, w)|<|[V|||W|| , takze
19+ <917+ 29[|l +[%F=(|[%[1+|@])* . Odtud mame: ||v+3w([<|[7([+([w] .

4.3.2. DEFINICE
Necht M je mnoZina, p:M”>—IR . Zobrazeni p se nazyva metrika na mnoziné M , plati-li:
(I) Pro vSechna x, yeM: p(x, y)=0.
(IT) Pro vSechna x, yeM: p(x, y)=0 pravé tehdy, kdyz x=y .
(IIT) Pro vSechna x, yeEM: p(x, y)=p(y, x).
(IV) Pro vSechna x, y, zEM: p(x, z)<p(x, y)+p(y, z).

4.3.3. VETA
Necht E je euklidovsky prostor. Plati: Zobrazeni p:E”—IR definované vztahem
p(x, )=|1x=7| (prokazdé X, JEE) je metrika na mnoziné E .
Dutkaz: Ovétime, Ze zobrazeni p splituje podminky (I) — (IV) z definice 4.3.2.
() ovéteni prenechavame Ctenafi
(IT) ovéfeni prenechavame Ctenari
(IIT) oveteni pfenechévéme Ctenafi
(IV) Necht X, 7, Z€E . Chceme: p(X, Z)<p(X, y)+p (D, Z).
p(%, Z)—le 2=l =y)+G=2)=IZ =PI+ 7 -Zll=p(X, 7)+p(F, Z) (vyuzili jsme
trojuhelnikovou nerovnost — viz 4.3.1.).

4.4. Ortogonalita, velikost hlu vektori

4.4.1. DEFINICE

Necht E je euklidovsky prostor, ¥, € E . Rikdme, Ze vektor ¥ je ortogonalni k vektoru 3,
pokud (¥, 7)=0.Oznaceni XL 7.

4.42. POZNAMKA
(¥, )=0 pravé tehdy, kdyz (3, ¥)=

)=0, nebot’ (X, ¥)=(¥, X). Takze ¥ L7 pravé tehdy,
kdyz ¥_LX . Proto fikame, Ze vektory

O,n
X, Y jsou vzajemné ortogonalni.
4.4.3. VETA (Pythagorova)
Necht' E je euklidovsky prostor, X, yE€E . Plati:
XLy prave tehdy, kdyz ||% +3|’=|Z[+I7I’ -
Dikaz: [|[F+7|’=(3+7, ¥+7)=(X, ¥)+2:(F, ?)+(T, »)=[Z[P+7I*+2-(%, ¥) . Vidime, ze
% +3I =R +IPIF=2:(%, 7)=0=(%, 7)=0=317.

Poznatek:

Necht E je euklidovsky prostor %, 7EE, ¥#0, 7#0 . Podle Cauchyovy nerovnosti (4.2.2.)

plati: [(X, ¥)|<|X[]|7]l . Pak ||| 7 ||y|||_1 neboli ekvivalentné l_||x|| ”);”_l
o ; _ (¥, 7)

Pak existuje pravé jedno «€[0, 1] tak, Ze Coso<—||3c,||'“3}.|| .

Tento poznatek ospravedliiuje ndsledujici definici.


Martin
Pencil


4.4.4. DEFINICE

Necht' E je euklidovsky prostor, X, yEE, 3¥#0, j/';éﬁ . Necht «x€[0, ], cosa=||()_zf||"”)§;)”
Cislo « se nazyva velikost uhlu vektora X, 7.
4.5. Ortogonalni baze
4.5.1. TVRZENT{
Necht' E je euklidovsky prostor, n€IN, V7], . T/’EE—{O} Jestlize VLV, pro kazdé
i, j€{l,2, ..., n}, i#j,pak vektory V], ..., V, jsou linearn& nezavislé.
Diikaz: Necht ¢y, ..., ¢,€ER | ¢,-V|+---+¢,-V,=0 . Chceme: ¢,=--=c¢,=0 . Bud

i€(l, ..., n} . Plati:
0=(0, 7)=(c; Ty b€, 7, 7)
=Cl'(‘_;1> _k)+"'+cz 1 ( T;)—FC (V,, V; )+Cz+1 (_1:19 ‘_":')+"'+Cn'(‘_};> T;z)
=c,-0+-+c,_;-04c,( ¢, 0++c¢, -0
=c (v, V).
Protoze v,#0,je (¥}, ¥)#0 a tudiz ¢,=0 .

—_—

Vi1
v, 7))+

4.5.2. DEFINICE
Necht' E je euklidovsky prostor, BEE. B se nazyva ortogonalni baze prostoru E , plati-li:
(I) B je baze vektorového prostoru E .
(I1) Pro v8echny vektory X, YEB : Jestlize X#y ,pak ¥ LY.
Je-1i navic splnéna podminka
(IIT) Pro v§echny vektory X€B: [[X||=1.
nazyva se B ortonormalni baze prostoru E .

4.5.3. ALGORITMUS (Gramuav-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces)
Necht' E je euklidovsky prostor.
VSTUP: Linearné nezavislé Vektory Vi, ey V.
VYSTUP: Nenulové vektory &, &5, ---» &, spliyjici <{g19 oo ?71}>=<{‘7Ia e VZD a
g, 1% prokazdé i, jE(l, ..., n}, z#].
PROCES: Na poc¢atku klademe &,=V,.Necht' 1<k<n a necht jsou jiz sestrojeny vektory
g - 81 . Klademe g, =V, +c g+ +¢,_,°g,_,, kde
(g, i) _ (85 V%) _ (g2, V)

c,=- c,=— ey Cf =,

1 (gla gl) 2 (gza gz) - (gk—la gk—l)
Diuikaz korektnosti algoritmu: Indukci pro k=1, 2, ..., n dokazeme:
(I) vektory £, &5, ---» &% jsou nenulové.

a gy, ... gh={V, ... b

() g, 1g prokazdé i, jE(l, ..., k), i#].

k=1:

ad (I) ;=0 by znamenalo, 7¢ v,=0 a ze vektory V], ..., ¥, jsou linearn& zavislé;to by byl
spor. Takze 5#6.

ad (II): zfeymé plati

ad (III): zfejmée plati

k>1:

ad (I): Z induké&niho ptredpokladu vime, Ze vektory £, ---» &, jsou nenulové. Zbyva ukazat,
7e Eﬂé() . Pfedpokladejme opak, tj. §7(=6 . Pak

‘77c=(_cl).§>l+'”+(_ck—l)'<§:€<{§15 s Sii))



Ovem dle indukéniho predpokladu ({27, ..., &, })=(V, ..., ¥ _,}), takze

Vi€V, ..., Vo1}) . Tedy vektory Vi, ..., iy, V; nejsou linearn nezavislé. Pak téZ vektory
Vi eoos ViZis Vs ---» V, nejsou linedrné nezavislé, spor. Nutné tedy 7,70

ad (I): (g7, ..., &SV, .. Vi)« Stadi ukédzat, ze 87 ..o €[V}, ... Vi}) . Dle
indukéniho predpokladu <{§:» cees m}>=<{‘7ﬁ “ees W:D , takze

g>19 R g—k>—1€<{§>19 cre gk 1}> <{V1’ tre W:}>§<{\_/’l, R W—»l’ ﬂ]> . Zb}'lvéukézat, 26
€UV, ..., Bi}) . Vime, ze =V, +c¢, g+ +¢, '8, . Oviem

Vis 81 s G €UV o i) takze SEVT, - T

<{‘_}:a T ‘_};}>C<{§>15 AR ED .

Sta¢i ukazat, ze V) e({g, ... g:}) . Dle induké&niho piedpokladu

<{‘_}>13"'avk 1}>=< gl’ :ﬁb,takie

‘_}?’ cees W—»leq‘j:’ > Vi 1}>:<{§:’ cees g_k>—1}>g<[§>19 XS <§—>1’ g;c}> . Zbyvéukézat, ze
ve((g s 7}>.Vlme, ze Vi=(=c,) g+ +(—c, )& +8, . Nutné tedy

vellg, .. ).

ad (I): Necht i, j€{1, ..., k], i#j.Chceme: & 18. Jestlize i, j<k—1,pak & L1g;
dle indukéniho ptedpokladu. Zbyva tedy ukazat, ze €;1 &> &L &5 ---» &L &_1 . Zvolime
libovolng i€(l, ..., k—1} a poditejme:

(g%> &)=k +er gt te '8, g)=

=(Vi, g)tei (8, &)t te (g, 8)te (€, g)te (85, &)+ te (8, &)
Jesté jednou si uvédomme, ze dle idukéniho predpokladu

(g1, £)=0, ..., (g7, €)=0, (g5, €)=0, ..., (2,2, €)=0. Pak

(g% g'):(vka g)+c, 0+ +c,_-0+c; (gia g:) Cipy 04+, _-0=

£, o)

—

=V}, i)+ci'<gia gi):(vka gi)+(_ pra—

(g &)

4.54. VETA
V kazdém euklidovském prostoru konecné dimenze existuje ortogondlni baze.
Dikaz: Necht E je euklidovsky prostor kone¢né dimenze. Necht' dim E=n . Je-li n=0, je
B ortogonalni baze prostoru E . Necht n>0.Necht (V}, ¥, ..., V,] je baze prostoru E .
Aplikujeme Gramiiv-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces (4.5.3.) na vektory Vi, ..., V.
Obdrzime vektory 7. ..., &, . Ukdzeme, 7¢ (8, ---» &, je ortogonalni baze prostoru E .
Vime, ze (g7, .... §,1)=([V], ..., V,}))=E . Déle, 1 prokazdé i, j€(l,...,n}, i#}.
Zbyva dokazat, ze vektory £, ---» &, jsou linearné nezavislé. To ihned plyne z 4.5.1.
(Uvédomme si, ze vektory &1, ---» &, jsou nenulové).

4.5.5. DUSLEDEK
V kazdém netrivialnim euklidovském prostoru konecné dimenze existuje ortonormalni baze.
Dtikaz: Necht E je netrividlni euklidovsky prostor konec¢né dimenze. Dle 4.5.4. existuje
ortogonélni baze B prostoru E.Necht B=(Z), ..., &) (n=dimE).Je g,#0 pro kazdé
i€(l, ..., n}| - jinak bychom méli spor s line4rni nezavislosti vektord &7, ---, &, . PoloZme

~_ 1

Tzl "zl
Protoze &, ---» &, jsou nenulové, jsou téZ €, ..., €, nenulové. Necht i, JE(l, ..., n},
i# j . Pocitejme:
@ &)= E

| T I *g, . UkaZzeme: {5'1, cees 5;} je ortonormalni baze prostoru £ .

— 1 1
T )=

—='8,)== (2, 8,)=0 nebot g,LZ . Takze ele;.
N J Ei~8-



, . , . — 1 — — 1 —_
Déle: Necht i€{1, ..., n} . Pocitejme lEll=| = &||=|r= | IZ/l==lIg/lI=1
”ng ||gl|| ng”
Protoze €}, ..., €, jsounenulové a €L¢; prokazdé i, jE(1, ..., n}, i#j,jsou vektory
€, ..., €, linearnd nezavislé (viz 4.5.1.). Jelikoz dimE=n ,je (€, ..., €,] baze prostoru E,

ktera je ortonormalni.
4.6. Izomorfismus euklidovskych prostori

4.6.1. DEFINICE
Necht' E, je euklidovsky prostor se skalarnim sou¢inem (), ,necht £, je euklidovsky
prostor se skalarnim sou¢inem ( , ),, @ E,— E, . Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus
euklidovskych prostortt £, a E, plati-li:
(I) @ je izomorfismus vektorovych prostora £, a E, .
(IT) Pro viechna X, YEE, plati: (X, 7)=(@(X), @(7)),.
Pokud existuje izomorfismus euklidovskych prostort £, a E,, fikame, ze prostory £, a E,
jsou izomorfni.

4.7. Véta o reprezentaci euklidovskych prostori kone¢né dimenze

4.7.1. VETA (o reprezentaci euklidovskych prostorti koneéné dimenze)

Necht' E je euklidovsky prostor kone¢né dimenze, dim E=n (n€IN). Plati: euklidovské
prostory E a IR" jsou izomorfni.
Diikaz: Dle 4.5.5. existuje ortonormélni baze B=[e|, ..., €,] euklidovského prostoru E . Pro
kazdé X=(x,, ..., x,)€R" polozme @(X)=x,-€ +x, €3+ -+ x,€,.Ziejmé ¢ zobrazuje
IR" do E.UkaZeme, ze @ je izomorfismus euklidovskych prostort:
(I) @ je izomorfismus vektorovych prostori R" a E.
(a) @ je homomorfismus
Necht X=(x, ..., x,), 3=(y,, ..., y,)ER". Chceme: @(x+7)=¢(X)+¢ (7).
P(X+Y)=@((x1, ooy x,)H(y15 o Y))=@ (X1 + 215 -0s X, 4 0,))

=(x,+y1)-¢€ e1+ +(x,ty,)e=xretyrettx, ety e,

=(x €+ +x, )+ (yy el+ +y,€)=p(X )+<P(y)~
Necht ¥=(x,, ..., x,)€R", c€R . Chceme: @(c-X)=c-@(X).
e(cX)=@lc(xy, ..., x,))=@((cxy, ...y cx,))=(c xl) e+-+(cx,)e,
=c-(x1'?1)+---+c-(xn'?n)=c-(x1-67+'"+xn e,)=c-p(X).
(b) @ jeinjekce

Necht X¥=(x, ..., x,), 3=(», ..., »,)JER", ¢(X)=@ (7). Chceme: ¥=3 .
0=p(3X)—@(P)=(x,&+ +x,e,)—(y &+ +y,€)=(x,—y )&+ +(x,—y,)e,.
Vektory €, ..., €, jsou lienarné nezavislé, takze x,—y,=-=x,—»,=0 coz dava

X1=Ve s X =Va

(c) @ jesurjekce

Necht J€E . Chceme: existuje X€R" tak, ze @(X)=7 . Vime, ze (B)=E . Existuji tedy
Vis oo VaER, V= y1 e+ -+y,e, . Polozme X=(y,, ..., ¥,) . Pak

P(R) =y T+t 3, B
(II) NeCht’ 5C’=(X1, Tt xn) s }:(yla LR} yn)EIRn . Chceme: (56, j;>:<(P(_x>), (p<j;)) .



(@), @(I)=(x:+ 2,8, 1T+ +3,F)
= (0G4 0,8 YIB (X 2, T 3, E)
n

n

Uvédomme si, ze (€, €;)=0 prokazdé i, j€(l, ..., n}, i#j.Pak

—

((p(})v (P(j;))=x1J/1(_>1; a)+x2y2(g2: é;)++xnyn(é:1: en)

=;xi.yi.||é>i”2=zl xi'yi'12=; x-y=(%, 7).

4.8. Ortogonalni doplnék podprostoru

4.8.1. DEFINICE
Necht' E je cuklidovsky prostor, W je podprostor prostoru E . Rikame, Ze vektor vV je
ortogonalni k podrpostoru W, jestlize v_LX pro kazdy vektor X €W (znaleni: VL W).

4.8.2. DEFINICE
Necht' E je euklidovsky prostor, W je podprostor prostoru £ . Mnozina (VEE[V LW | se
nazyvé ortogonalni doplnék podprostoru W (v prostoru E ). Oznaleni: W " .

4.8.3. DEFINICE
Necht' E je euklidovsky prostor, W je podprostor prostoru E, VEE . Vektor ViEW se
nazyvé ortogonalni primét vektoru v do podprostoru W, jestlize V=V, L W,

v
o 0
Yo
—
\ 4
4.8.4. TVRZENT{
Ortogonalni primét vektoru do podprostoru kone¢né dimenze vzdy existuje a je uréen
jednoznacng.

Dikaz: Bud’ E euklidovsky prostor, W jeho podprostor kone¢né dimenze, VEE .
Rozlisme dva ptipady:

(D) W je trividlni.

Polozime Vj =0 . Jind moznost ani neni.

(IT) W je netrivialni.

Podle 4.5.5. existuje ortonormalni baze {€,, ..., €.} podprostoru W (k=dim W). Nejdiive si
uvédomme: XL W pravé tehdy, kdyz X L&, pro kazdé i€(l, ..., k} . (¥ je libovolny vektor
z E).

Zduvodnéni:



—

Pak (%, 3)=(X, d &+ +d,-&)=d
Takze XL 7.
Hledame ci, ..., ¢,€R tak, aby V—(c &+ +c,&)Le prokazdé¢ i€(l, ..., k] .K
ukonceni dikazu tvrzeni staci ukazat, ze nasledujici systém & rovnic o neznamych ¢, ..., ¢,
ma prave jedno feseni:

(V=(c;-&++c,¢), €)=0

Necht yeW  XL1é€, pro i=1, ..., k.Chceme: XL 7.
Existuji d,, ..., d,€R tak, ze y=d & +-+d e
(%, @)+ +d, (%, €)=d,-0+-+d,-0=0 .

: Soustavu oznacime * .
(3=(e, @+ ¢, 7). 7)=0.

Necht i€(1, ..., k} . Pogitejme:

(‘7_(01'@:_}_"'4—0/{@;): é:)=(§, _éi)_((cfé»l_{'”'_'_ck'é;): é:)

=({;9 gz)_z c](aa a)=(§7 g1)_C

j=
=({;> a)_ci{:(;a é:')_cr
Soustava (*) ma tedy tvar
(v, &)—c,=0

=i
Y

—_

(v, €x)—c,=0
a je vidét, Ze ma prave jedno feseni.

4.8.5. VETA

Necht' E je euklidovsky prostor, W je podprostor prostoru E .

Plati: W* je podprostor prostoru E a (v piipadé, ze £ ma kone¢nou dimenzi)
dimW+dimW*=dimE, W+W " =E.

Diikaz:

(I) Dokazeme, ze W je podprostor.
Necht i, ve W™ . Chceme: n+veW .
Necht X€W . Poéitejme: (#+V, %)=(ii, X)+(¥, X)=0+0=0, tedy %+ LW, G+veW*.
Necht 7ew ', c€ER .Chceme: c-ieW™ .
Necht X€W . Pocitejme:

(c@i, X)=c(ii, ¥)=c-0=0.Tedy cilW, cuew?'.

Jests checeme: 0€ Wt . Ziejmé pro kazdé X€W je (0, X)=0,tedy O LW, OcW*.

(IT) Pfedpokladejme, ze E ma koneénou dimenzi. Nejdiive dokdzeme, ze W+W*=E.

W +W*<E:Toje jasné.

ECW+W" :Necht VEE . Protoze E ma kone¢nou dimenzi, ma kone¢nou dimenzi téz
podprostor W . Dle 4.8.4. existuje ortogonalni primét v, vektoru ¥ do prostoru /. Plati:
V=V (V=V,), ViEW , V=V, LW tj. v=v,eW" . Vidime, e vEW +W* .

Dle 3.2.2. plati: dim W +dimW ~=dim (W \W*)+dim (W + W) . Vzhledem k vyse
dokazanému dim W +dim W =dim(W NW ) +dimE . Necht YeWnW" . Pak ¥ L%, tedy
(%, ¥)=0, coz dava ¥=0.Proto WNW*=(0}, dim(WnWw*)=0,

dim W +dimW *=dim E .

4.8.6. VETA
Necht E je euklidovsky prostor, P je podprostor prostoru E, VEE, V; je ortogonalni
primét vektoru v do P ( VoEP).
Plati: Pro viechna ¥€P je [[V=V,||<|[v=3%|| , pficemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
=7,

- —

Diikaz: Necht' X€P . V=X=(V=¥)+(V,—%) . Je V=V, L P, tedy specielnd V—v,LV,—% .



Podle Pythagorovy véty (4.4.3.) plati: |[v=X|F =|[v—v;|F+|[V,—X|]* . Pak [[3=v;|’<|[9v—%|,
takze |[V=V,||<[[y—=Z|| . Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz [|V;—X[|=0, coz je pravé tehdy,
kdyz =V, .



