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Zobrazeni, ekvivalence mnozin




cem budeme hovorit:

Definice a priklady zobrazeni
Druhy zobrazeni podle jejich oboru
Prosté zobrazeni

Ekvivalence mnozin

Nekonecné mnoziny, kardinalita




Definice a priklady zobrazeni
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Z.obrazeni

Definice: Binarni relaci F c A x B nazyvame
zobrazenim pravé tehdy, kdyz

— (IxeA) (Ay,zeB) XFyAxFzaAy#z,
t]. (VxeA) (Vy,zeB)xXFyaAxFz=>y=1z.

U zobrazeni jsou tedy zakazany tyto konfigurace:

A B B
/vy z ‘
—a
\\\Z y o
X A




Jednoduchy priklad zobrazeni

N

Ttiprvkova binarni relace R = {{x, b),{y,c),{z, b)}, ktera je
podmnozinou kartézského soucinu A X B, je zobrazenim.
Neexistuji tam dvé ,,rozbihajici se Sipky*, neexistuji tam dvé
,,teCky nad sebou.
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Priklady zobrazeni v aritmetice
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® Kdyz hovofime o dvojndsobku piirozen¢ho ¢isla, mame na
mysli zobrazeni, kter¢ kazdému prirozenému Cislun € N
prifazuje jednoznacné Cislo 2 - n € N.

® Kdyz hovorime o né¢jake posloupnosti realnych ¢isel, mame na
mysli zobrazeni, kter¢ kazdému prirozenému Cislun € N
prifazuje n¢jake realné Cislo a,, € R.

® KdyZ hovotime o funkci y = sin x , mame na mysli zobrazeni,
které kazdému realnému Cislu x € R piifazuje jednoznacné
jeho ,,sinus®, tedy realné ¢islo y € (—1, 1).

® KdyZ hovotime o souctu dvou celych ¢isel, mame na mysli

zobrazeni, kde vzory jsou vSechny usporadané dvojice (x, y)
celych Cisel, a obrazem je celé ¢islo x + .




Priklady zobrazeni v geometrii
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® Priklady bodovych zobrazeni v geometrii, kdy vzory 1 obrazy
jsou body jisteé roviny, jsou napriklad osova soumeérnost
ur¢end danou osou soumeérnosti, translace (posunuti) bodu o
dany vektor, rotace kolem dan¢ho stredu o urCity uhel,
stejnolehlost s danym stfedem a kladnym koeficientem, atd.

® Sestrojeni kolmice k dané pfimce p danym bodem A lze
povazovat za zobrazeni, kde je vzorem uspofadana dvojice
(p, A) a obrazem piimka kolma na p prochazejici bodem A.

Sestrojeni kruznice s danym stfedem S a danym polomérem r
|ze povazovat za zobrazeni, kde je vzorem uspotradana dvojice
(S,r) a obrazem je hledana kruznice.




Druhy zobrazeni podle jejich oboru



Druhy zobrazeni mezi mnozinami A, B
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Je-1i dano zobrazeni F — A x B, pak jeho prvni 1
druhy obor jsou podmnoZinami mnozin A, B, tedy
plati mFcA AFmcB.

V tomto obecném pripad¢€ nazyvame zobrazeni F
zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B.

Mohou vSak nastat pripady, kdy plati, ze
mF=A,resp. Fm =B, resp. oboji.

V téchto pripadech uzivame pro zobrazeni specialni
nazvy.




Druhy zobrazeni mezi mnozinami A, B
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Necht’ je dano zobrazeni F < A x B.

Jestlize plati mF = A A Fm < B, pak F nazyvame
zobrazenim mnoziny A do mnoziny B.

Jestlize plati mF c A A Fm =B, pak F nazyvame
zobrazenim z mnoziny A na mnozinu B.

Jestlize plati mF = A A Fm =B, pak F nazyvame
zobrazenim mnoziny A na mnozinu B.
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Priklady zobrazeni riuznych druhu

L

® Osova soumérnost v rovin¢ p je prikladem zobrazeni, kdy jak
vzory, tak 1 obrazy jsou vSechny body této roviny, je to tedy
zobrazeni mnoziny p na mnoZinu p.

® U dvojnasobku piirozeného Cisla, tedy u zobrazenin — 2n,
jsou vzory vSechna pfirozena Cisla, ale jejich obrazy jsou pouze
suda Cisla. Je to tedy zobrazeni mnoziny N do mnoziny N.

® Dekadicky logaritmus y = log X ma za vzory pouze kladna
Cisla, a jejich obrazy jsou vSechna realna Cisla. Je to tedy
zobrazeni z mnoziny R na mnozinu R.
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® Specialni nepfima umérnost — funkce y = ~, jejimz grafem je
rovnoosa hyperbola, ma za vzory 1 za obrazy vSechna nenulova
realna Cisla, je to tedy zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R.




Prosté zobrazeni




N
U

Prosté zobrazeni

Definice: Zobrazeni F c A x B nazyvame
prosté pravé tehdy, kdyz

— (Ax,yeA) (3zeB) xFzAyFzAX=#Y,
t]. (VX,yeA)(VzeB)xXFzAyFz=>x=Yy.

U prostych zobrazeni jsou zakazany tyto konfigurace:
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Priklady
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® Osova soumérnost v roving p je prikladem prosteho zobrazeni,
protoze neexistuje zadny bod v roviné, ktery by byl obrazem
alespon dvou rtiznych bodt roviny p.

®* Funkcey =log x, resp.y = % Jsou prosta zobrazeni, protoze
u zadne z nich neexistuji dvé ruzna realna Cisla x takova, Ze by
jim funkce prifazovala tutéz funkcéni hodnotu.

® Funkce y = sin X neni prosté zobrazeni, protoze existuji rizna
Cisla x, kterym tato funkce prirazuje tuteéz hodnotu. Napriklad
vSechny nasobky ¢isla 7 maji sinus roven 0.

® Funkce y = tg X je periodicka, na svém defini¢nim oboru tedy
neni prostym zobrazenim. Pokud bychom se ale omezili jen na

Interval ( — %, + %), tam by prostym zobrazenim byla.




Ekvivalence mnozin




Vzajemné jednoznacné zobrazeni
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Je-li F prosté zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B,
nazyva se F vzajemné jednoznacné zobrazeni A na B.
Priklady:

Funkce y = X? je vzajemné jednozna¢nym zobrazenim
mnoziny {1; 2; 3; 4} na mnozinu {1; 4; 9; 16}.

Funkce y = 2% je vzajemné jednoznacnym zobrazenim
mnoziny vSech realnych cisel na mnozinu vSech
kladnych cisel.




Uloha

N

pro déti

Mohou mal¢ déti, ktere jeste
neum¢ji pocitat, zjistit, zda je na
obrazku vice motylkl nebo vice
kvétinek nebo je jich stejne?

A jak?




Uloha pro tane¢niho mistra
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Tane¢ni mistr pravdépodobné umi pocitat, ale vzhledem
K velkému poctu mladych slecen a panti v sale (a jejich
neustalému pohybu) je mu to malo platné.

Muze piesto snadno
zjistit, zda je v sale vice
sleCen nebo vice panu
nebo je jich stejne?

A jak?




Jak obecné poznat Ceho je vice ¢i méné?
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Budeme se snazit ,,prvky obou mnozin sparovat®.
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Mnozina A je
ekvivalentni s
mnozinou B pravé
tehdy, kdyz existuje
vzajemné jednoznacné
zobrazeni A na B.

Budeme to zapisovat:
A ~ B.
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Kardinalni c¢isla
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Kdyz jsou dvé mnoziny ekvivalentni, pak
rikame, Ze maji stejné kardinalni Cislo.
A~B < card A=card B

Naptiklad:
card {10; 2; #} =card {0; 1; 2} =3
card {a} =card {O} =card { #} =1
card { } =0

Prirozena cisla jsou kardinalni Cisla
konecnych mnozin.




Kardinalita nekone¢nych mnozin
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Nekonecné ekvivalentni mnoziny
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Znate pohadku o nekone¢ném hotelu?
1) Ekvivalence mnozin N a {101; 102; 103; ... }

1 2 3 4 5 6
101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106
2) Ekvivalence mnozin N a S:
1 2 3 4 5 6
2 | 4| 6 | 8 |10 12

VSechny tyto nekone¢né mnoziny maji stejné kardinalni
Cislo, které se oznacuje Xy. Mnozinam s timto kardinalnim
Cislem se rika spocetné mnoziny.




Geometrické ekvivalentni mnoziny
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Nasledujic

i geometricke utvary jsou ekvivalentni

mnoZziny bodu:

libovo!
libovo!

né dvé (1 nestejne dlouhe¢) usecky,
n¢ dve primky,

libovo!

na tsecka a libovolna piimka, atd.

Také vSechny tyto nekone¢né mnoziny maji stejné
kardinalni cislo.

Definice:

Mnozina se nazyva nekone¢na pravé

tehdy, kdyz je ekvivalentni s néjakou svou vlastni
podmnozinou.




Mohutnost mnoziny a jeji potence
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Predpokladejme, Ze vSech prirozenych Cisel je stejne,
jako vSech podmnozin prirozenych Cisel.

Jdou tedy ,,sparovat*.

1. podmnozina
2. podmnozina
3. podmnoZzina
4. podmnozina
5. podmnozina
6. podmnozina

OOk WP

V prvnim seznamu jsou
tedy vSechna piirozena
Cisla a ve druhém
seznamu Jsou vSechny
podmnoziny
prirozenych Cisel.

Co z toho dale plyne?
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Situace muze vypadat napriklad takto:

v, Nazev
podmnoziny

suda Cisla

prvnich pét Cisel

Cisla vetsi nez 3

> 2|2 | P>

Z 2 |>|>|>
S Z2|>|P> |2
> |>»|2| > >
Z\|> (> |P> |2
2 > |2 2| >
2| > | P> 2| 2
2 > |2 2| >

1
2
3. prvocisla
4
5

druhé mocniny

Seznam podmnozin ale neni uplny!!!

novapodmnozina | A | N | N | N | A

To je SPOR !



A jaky je zavér?
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Predpoklad, ze 1ze sparovat vSechna prirozena Cisla a
vSechny podmnozZiny prirozenych Cisel vede ke sporu.

Tyto dvé mnoziny tedy nemaji ,,steynou mohutnost*,
jejich kardinalni Cisla jsou ruzna.

card N = card Pot(N)

Existuje tedy ,,vice nekonecCen®, nekonec¢né
mnoziny mohou mit ruzna kardinalni Cisla.

Oznacujeme je postupné Ng , 8¢, X, , atd.
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Pot(N) je ekvivalentni s (0;1)

Ukazme, ze podmnoziny piirozenych Cisel je mozné
sparovat s realnymi ¢isla z intervalu (0;1):

Nazev Misto za ,,dvojkovou* ¢arkou
podmnoZziny
pfirozenych 1121314/ 5|6| 7] 8
Cisel

suda ¢isla

prvnich pét Cisel

prvocisla

Cisla vétsi nez 3

R O | O |k | O
o|lo|lrRr |k, |k
O 1O |k, |k, | O
PR, |O|FR |k
Ol |, |, |O
o|lr|lO|O|r
ol |, |O|O
oO|lr|lO|O|r

druhé mocniny
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Alefy

Kardinalni Cislo spoCetné mnoziny (tedy mnoZiny
ckvivalentni S N) oznacujeme ,,alef 0%

card N =,

Plati toto tvrzeni (zobecnéna hypotéza kontinua):

card A=X_ = card Pot (A)=X__,

Pak: card Pot(N) =card R=1%,

»Alefu* je tedy nekonecné mnoho!




Predstava kardinalnich c¢isel

g
V
Druh | Kardinalni P¥iklady mnoZin
mnozin Cislo
atd.
Nekonetné N, Pot(R), mnozina v§ech podmnozin usecky
mnoziny N, Pot(N), R, (0;1), body piimky &i tisecky
No {1;2;3;4;5;6;... } ,S, L
atd.
_ 3 {a;b;c}, {10; 2; #}, .....
Konecné
mnoziny 2 fa;b}, {3;7}), {#=}, ...
1 {a} , {0}, {#}, ...
0 %,




Co je treba znat a umét?

Znat definici a priklady zobrazeni,
umét urcit oba obory zobrazeni,

znat druhy zobrazeni podle vlastnosti jejich
oboru,

Zznat definici a rozumét pojmu prosté zobrazeni,
rozumét definici ekvivalence mnozin,
znat ruzné priklady spocetnych mnozin,

znat ruzné priklady mnozin s kardinalnimi Cisly
N, aNy.



Dékuji za pozornost




