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Kooperativni hry N hraca

@ Nyni zobecnime kooperativni hry na obecny pocet N hraca.
e Uvazujeme hru s pfenosnou vyhrou.

@ Kdyz jsou dva hraci, tak jsou jen dvé moznosti - bud se dohodnou
na spolupraci, nebo budou vystupovat jako konkurenti.

@ V pripadé N hraca vznika novy problém - s kym spolupracovat a
proti komu.

@ Ze hry v normalnim tvaru pfejdeme na hru ve tvaru charakteristické
funkce.
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Kooperativni hry N hraca

Uvazujeme hru N hract, mnozinu vsech hracti oznacime symbolem Q.
Koalici se rozumi skupina hracia spolupracujicich pri volbé strategii,
pripadné pri prerozdélovani vyhry. Koalicni strukturou se nazyva
mnozina vsech koalic, které se v dané situaci z uvazovanych hraca
vytvori. Koalice budem znacit pismeny K, L, @ apod., pfipadné je udame
jako mnozinu obsahujici ¢leny koalice, napf. {1}, {3,4,6} atd.
Protikoalici ke koalici K C @ se rozumi mnozina hraca

K-=Q\K={icQid¢K}.

Mnozina vsech hracii @ se nazyva velka koalice. Prazdnad mnozina se
nazyva prazdna koalice.
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Kooperativni hry N hraca

Zatimco ve hre se dvéma hraci mame pouze dvé feseni, v koali¢ni hre se
tremi hra¢i mame jiz pét moznych reseni.

Vsichni hraci spolupracuji.

Prvni a druhy hrac tvori koalici proti tretimu hraci.

Prvni a treti hrac tvofi koalici proti druhému hradi.

Druhy a treti hrac tvofi koalici proti prvnimu hraéi.
@ Vsichni hraci hraji samostatné.

Pocet moznych koalic rychle roste s poctem hraca. Ve hie s N hradi je
mozné vytvorit 2V — 1 koalic, pFicemz jeden hrac muize byt clenem
2N=1 — 1 raznych koalic (nepo&itame prazdnou koalici).
Pro tfi hrace jsou mozné koalice

{1}, {2}, {3}.{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}.
Koali¢ni struktura maze byt naptiklad

({1,3},{2,5}, {4}).
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Kooperativni hry N hraca

Predpokladame hru s volnou disjunktni koalicni strukturou, tedy jsou
pFipustné jakékoli koalice a kazdy hra¢ mize byt ¢lenem pouze jedné
koalice. Pak pocet moznych koali¢nich struktur je

S zkj(k)f(k.) (k—j)"

J

Pro rostouci pocet hract N dostavame fadu hodnot R(2) =2, R(3) =5,
R(4) = 52 atd.
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Kooperativni hry N hraca

@ Hraci vyhodnocuji silu jednotlivych koalic a premysli, které koalice se
z(castni.
V ramci koalice dale premysli, jak rozdélit spolecny zisk.

Podil na zisku musi byt vétsi nez nekooperativni zisk jednotlivce.

o Cilem hrace neni utvofit koalici, ale zajistit si lepsi vysledek nez je
ten nekooperativni.

Kazdy hra€ ma snahu optimalizovat sviij vlastni individualni zisk a
podle toho se rozhoduje.
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Kooperativni hry N hraca

Hra ve tvaru charakteristické funkce sestava z mnoziny hraci
Q=1{1,2,...,N}

a realné funkce v definované na mnoziné vsech koalic, pro kterou plati

v(0) = 0.

.

Pro jednoduchost budeme symbolem v znacit i pfislusnou hru ve tvaru
charakteristické funkce.

Charakteristicka funkce je superaditivni, pokud pro kazdé dvé disjunktni
koalice K, L plati

v(KUL) > v(K)+ v(L).
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Kooperativni hry N hraca

Hra ve tvaru charakteristické funkce (pfedpokladame superaditivitu) se
nazyva nepodstatna, jestlize plati

N

v(Q) = v({i})

i=1

Hra, ktera neni nepodstatna, se nazyva podstatna.

Necht K je libovolna koalice hraci v nepodstatné hre. Potom

v(K) =Y v({i}).

iek

V nepodstatné hie nema smysl tvofit koalice (neni zadna pfidana
hodnota).
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Kooperativni hry N hraca

Predstavme si kooperativni hru tfi hra¢td Q = {1,2,3} s charakteristickou

funkci
v(0) =0,v({1}) = v({2}) = v({3}) =1
v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) = 5,v(Q) = 100

Situace zfejmé vedou na velkou koalici. Jaké bude rozlozeni ziskil pro
jednotlivé hrace?

Jaké bude v situaci, kdy v({3}) = 507
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Kooperativni hry N hraca

Pro vyjadreni rozdéleni zisku si zavedeme vektory a € RV,

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s mnozinou hraca
Q={1,2,...,N}.

N-tice a reédlnych Cisel se nazyva imputace, jsou-li splnény nasledujici
podminky:
e individualni racionalnost: pro kazdého hrace i je

ai =z v({i})

@ kolektivni racionalnost: plati

Zai =v(Q)
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Kooperativni hry N hraca

Imputace je tedy prerozdéleni zisku koalice mezi jeji Eleny.

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li v nepodstatna, pak
ma pravé jednu imputaci, a to

a=(v({1}),v({2}), ... v({N})).

Je-li v podstatna, pak ma nekonec¢né mnoho imputaci.
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Kooperativni hry N hraca

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce, K je koalice, a, b jsou
imputace. fekneme, ze a dominuje b pro koalici K, jestlize plati:

@ a; > b; pro vsechna j € K

° > ickai < Vv(K).
Dominanci budeme znacit a =k b
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Kooperativni hry N hraca

Priklad

Uvazujme hru v normalnim tvaru, mame tfi hrace, kazdy dvé strategie.
Hra je zadana nasledujici tabulkou.

Trojice strategii | Vyplatni vektory
11,1 -2,1,2
1,12 1,11
121 0,-1,2
12,2 -1,2,0
2,11 1-11
2,12 0,0,1
2,2,1 1,0,0
2,2,2 1,2,-2
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Kooperativni hry N hraca

Mnozina hraca je tedy Q = {1,2,3} a vSechny mozné koalice jsou
0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}.

Nejprve uvazujme koalici K = {1,2} a protikoalici K~ = {3}. Koalice K
ma Ctyfi spoleéné strategie: (1,1), (1,2), (2,1), (2,2). Protikoalice ma dvé
ryzi strategie: 1,2. Zajima-li nas, co je koalice K schopna pro sebe
zajistit, uvazujeme dvoumaticovou hru. Hraci 1 a 2 tvori koalici proti
hraci 2, jejich zisk se tudiz s¢ita.

strategie | 1 | 2
1) |12 2-1
(12) |-12] 1,0
21) | 01|01
22) | 1.0 |3-2
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Kooperativni hry N hraca

Hra ma Nashdv rovnovazny bod v Eistych strategiich: ((2,2),1)
s vyplatami pro koalici K: 1 a pro protikoalici K~: 0.

Tedy v({1,2}) =1 a v({3}) = 0.

Obdobné postupujeme pro koalici K = {1,3} a protikoalici K~ = {2} a
nakonec pro koalici K = {2,3} a protikoalici K~ = {1}.

Zisk velké koalice je v({1,2,3}) =1 a zisk prazdné koalice v(}) = 0.
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Kooperativni hry N hraca

Tedy mame hru ve tvaru charakteristické funkce.:

1

() =
W2n = -5
Wi3) = 0
W(1,2) = 1
4

(13 = 3
Wi23) =
v({1,2,3)) = 1
vid) = 0

Hra je podstatna. Charakteristicka funkce je superaditivni.
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Kooperativni hry N hraca

UvaZujme imputace
a — (L11
N 3’3’3
11
b = =, =
(229)

Oba vektory jsou imputaci dle definice. Zaroved b dominuje a pro koalici

{1,2}.

b >{172} a
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Kooperativni hry N hraci - typy reseni

Nyni se budeme vénovat konceptiim feSeni hry ve tvaru charakteristické
funkce. Zajima nas predikce racionalniho chovani hraci. V kooperativnich
hrach s prenositelnym uzitkem je to i forma rozdéleni zisku.

Jadro hry
Shapleyho hodnota
Shapley-Shubikav index

Banzhaftiv index

Nukleolus

Za predpokladu superaditivity je velka koalice nejefektivnéjsi provedeni
hry. Pak nas zajima distribuce ziska.
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Kooperativni hry N hracd - jadro hry

Je zfejmé, ze bude-li néjaka imputace dominovana pro néjakou koalici
jinou imputaci, budou mit hraci této koalice snahu zrusit pavodni koalici
a ustavit tuto vyhodnéjsi.

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Jadro hry je tvoreno
vSemi imputacemi, které nejsou dominovany zadnou jinou imputaci pro
zadnou jinou koalici.

Tedy je to takova mnozina imputaci, ze kazda pfipadna koalice K obdrzi
alespood v(K), tzn. maze obdrzet vic. Je-li imputace a v jadru dané hry,

nema zadna skupina hracd divod vytvorit jinou koalici a nahradit a jinou
imputaci. Pokud je jadro prazdné, neexistuje stabilni kooperativni fesenti,
které by ustanovilo velkou koalici.
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M. Ticha

Kooperativni hry N hracd - jadro hry

slouzi nasledujici véty.

K usnadnéni rozhodnuti, zda jista imputace lezi v jadru hry ¢i nikoli,

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hraci a necht a je
imputace. Potom a lezi v jadru hry v pravé tehdy, kdyz

Za; > v(K)

ieK

pro kazdou koalici K.

.

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hraci a necht a je
N-tice Cisel. Potom a je imputace v jadru, pravé kdyz plati:

° Z;N:I ai
® > ek i

>

v(Q)
v(K) pro kazdou koalici K.

Teorie her
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Kooperativni hry N hracd - jadro hry

Tedy pokud bychom se vratili k nasemu pfikladu:

v({1})

v({2}
v({3}

v({1,3}

v({2,3})

v({1,2,3}) =
v(0) =

)

) =
v({L.2}) =

)

1
4
1

3

O HFarlwwlpsH+H O




Kooperativni hry N hracd - jadro hry

Jadro hry musi sploovat

ai > 1
= 4

a, > —1

- 3
as > 0
aata > 1
ag+a > i
- 3
3
ata > 7
aitata = 1

Takovy vektor a, ktery splouje vSechny nerovnice, nenalezneme. Jadro
hry je tedy prazdné.
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Kooperativni hry N hracd - jadro hry
Priklad

Uvazujme hru tfi hraci, kazdy hrac ma zisk v({i}) = 1, zisk velké koalice
v(Q) = 90. Dale v({1,2}) =50, v({1,3}) = 20, v({2,3}) = 10.

Jadro hry je urceno:

dai > 1
an Z 1
as > 1
ai+a > 50
ar+a > 20
a+a > 10
ait+a+az = 90
Tedy v jadru hry je napfiklad imputace
(40,30, 20).

A
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Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

Soustava pro vypocet jadra generovana z charakteristické funkce z
predchoziho pfikladu ma nekone¢né mnoho feseni. Potfebujeme zjemnéni
feSeni, navod na vybér konkrétni imputace z jadra.

Nejvyznamnéjsi koncept kooperativnich her je Shapleyho hodnota
@ cilem je modelovat pfinos hrace i € K pro koalici K
@ slouzi pro prerozdélovani zisku koalice

@ hrac se zucastni koalice pfi imputaci, kterd mu pfinese jeho
»spravedlivy” podil

@ zkoumame vliv netéasti hrace v koalici

v(K) = v(K\{i})
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Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

Koalice K\{i} ma k — 1 €len a lze tedy vytvoFit
N-1\  (N-1)
k—1)~ (k—1)I(N — k)
zptisoby.

Zkoumame stfedni hodnotu pfinosu hrace i do vsech moznych k-¢lennych
koalic:

iy =Y KSR

KCQ,k=|K|,ieK (Il\!:;)

-y w0 - vk

KCQ,k=|K|,ieK
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Kooperativni hry N hraca - Shapleyho hodnota

Stredni hodnota pfinosu hrace i k thrnu vsech jednoclennych,

dvouclennych, ..., N-Elennych koalic je dana vztahem
N
hi(k K| — DN —|K|)! .
=y M) WDV ) — v
k=1 KCQ,ieK '

Shapleyho vektor hry N hracia ve tvaru charakteristické funkce je
definovan jako vektor

H = (H17H2,---,HN)7

jehoz i-ta slozka H; je vypoctena predchozim vztahem. Slozka H; se
nazyva Shapleyho hodnota pro hrace i.

V

Shapleyho vektor zadané hry je imputaci ve hre.
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Kooperativni hry N hraca - Shapleyho hodnota

Priklad
Mame hru tfi hraca s charakteristickou funkei:

K [{1y [ {23 | {3} [ {12} [ {1.3} | {23} | {123} |
10 0

v(K) | 100 150 110 20 200 ‘
Pak
hy(1) = 100 ha(1) = 10 h3(1) = 0
+10

h1(2) — 140;110 h2(2) _ 50;20 h3(2) —_ 02
h1(3) = 180 h2(3) =90 h3(3) =50
Celkem tedy H; = w = 132, H, = 45, H; = 20. Shapleyho

vektor pro zadanou hru je

H = (135,45, 20)
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Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

Shapleyho vektor ma nasledujici vlastnosti.

M. Ticha

individualni racionalita: H; > v({i}) pro vechny i € Q

efektivita: ;.o Hi = v(Q)

symetrie: pro kazdé dva hrace i,j € Q, pro které plati

v(KU{i}) = v(KU{j}) pro viechny K C Q,i ¢ K,j ¢ K je

H; = H;

aditivita: pokud kombinujeme dvé hry v a w stejné struktury, pak
plati, ze H;(v) + H;(w) = H;(v + w)

nulovy hrac nebere nic: pokud existuje hra¢ i takovy, ze
v(KU{i})=v(K),YK C Q,i ¢ K, pak je H;=0

Teorie her
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Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

Vratime se jesté k predchozimu prikladu s charakteristickou funkci

v({i}) =1, v(Q) =90, v({1,2}) =50, v({1,3}) = 20, v({2,3}) = 10.

Pak mame nasledujici hodnoty
h(l)=1 h(l)=1 h3(1) =1
h1(2) — 49;19 h2(2) — 492+9 h3(2) _ 192+9
h1(3) =80 ha(3) =70 h3(3) = 40

Celkem tedy Hy = 1433480 — 38 3 H, = 33,3, H; = 18,3.

Shapleyho vektor pro zadanou hru je

H = (38,3;33,3;18,3)
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Kooperativni hry N hraca - Shapleyho hodnota

Stredni hodnota pfinosu hrace i k thrnu vsech jednoclennych,

dvouclennych, ..., N-Elennych koalic je dana vztahem
N
hi(k K| — DN —|K|)! .
=y M) WDV ) — v
k=1 KCQ,ieK '

Shapleyho vektor hry N hracia ve tvaru charakteristické funkce je
definovan jako vektor

H = (H17H2,---,HN)7

jehoz i-ta slozka H; je vypoctena predchozim vztahem. Slozka H; se
nazyva Shapleyho hodnota pro hrace i.

V

Shapleyho vektor zadané hry je imputaci ve hre.
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Kooperativni hry N hraca - Shapleyho hodnota

Priklad

Ukazeme si jiny priklad na vyuziti Shapleyho hodnoty. 4 firmy zvazuji
postavit most. Cena mostu je 20 miliont. Jednotlivé firmy jsou ochotny
zaplatit maximalné u; = 10, up, = 8, uz = 12, uy = 16 milioni, které
odpovidaji uzitku firem z nového mostu (aspora ¢asu, pohonnych hmot
pfi dopravé apod.). Jakym zpisobem by se celkové naklady mély rozdélit
mezi firmy?

Uvazujeme charakteristickou funkci ve tvaru

v(K) = max{z u; — 20; 0}

iek

Charakteristicka funkce vyjadfuje zisk koalice.
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Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = 0
v({1,2}) = v({2,3}) =0, v({1,3}) = 2,v({2,4} = 4,v({3,4}) =8
v({1,2,3}) =10, v({1,2,4}) = 14,v({1,3,4}) = 18,v({2,3,4}) = 16
v({1,2,3,4}) =26
Nyni spo¢teme Shapleyho hodnoty dle vzorce

p= 3 UKIEDMNVZIRDY ey i i),

KCQ,iek

N!




Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

Tedy

M. Ticha

Hz

H3

Ha

1-2

[(v({1,3}) — v({3}) + (v({1, 4}) — v({4a})]

al
2.

: [(v({1,2,3} — v({2,3}) + (v({1, 2,4} — v({2,4}) + (v({1, 3, 4} — v({3,4})]

4!

3lo!
— (v({1,2,3,4} — v({2,3,4})
al

1 1 1
—(2+6)+ —(10+10+10) + — - 10 = — = —
12 4

Teorie her
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Kooperativni hry N hraci - Shapleyho hodnota

Platby pro jednotlivé firmy po té uréime jako

u; — Fﬁ.
Tedy

1. firma 10 — %7 =13
2. firma 8-—13= %
3. firma 12-—20 =16

4. firma 16 — % = %
Celkem zaplati
13 11 16 20

3+3+3+3 -

M. Ticha Teorie her
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Kooperativni hry N hraci - Shapley-Shubikav index

Nyni uvazujme tzv. volebni hru.
Q@ ={1,2,...,N} je mnozina politickych stran v parlamentu

(]

pocet poslanci i-té strany bude oznacovan jako a;

s . N
celkovy pocet zastupcil v parlamentu ag = >, ; a;

hlasovaci pravidlo « urcuje minimalni pocet hlasujicich, ktery je
potFeba k vitézstvi v hlasovani |aag| + 1

pak pro vitéznou koalici o m politickych stranach (1 < m < N) plati

m

Za,- — |aag] >0

i=1

@ v opacném pripadé jde o koalici porazenou, kterd nemiize prosadit
svou vili
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Kooperativni hry N hraci - Shapley-Shubikav index

Volebni hru uvazujeme jako kooperativni hru N hraca ve tvaru
charakteristické funkce.

@ pro viechny koalice K plati bud v(K) = 0 nebo v(K) =1

@ takovou hru v oznacujeme jako prostou hru

e v(K) =1 pro vitéznou koalici K a v(K) = 0 pro porazenou koalici
Pro dalsi analyzu je nutné pfijmout nasledujici t¥i predpoklady (v realu ne
vzdy splnéné)

@ vsichni zastupci jedné strany hlasuji vzdy jednotné

@ vytvori-li se v urcité fazi hlasovaciho procesu né&jaka koalice stran,
pak také vsichni Elenové této koalice hlasuji totozné

@ je mozno vytvorit libovolnou koalici stran a vsechny koalice jsou
stejné pravdépodobné
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Kooperativni hry N hraci - Shapley-Shubikav index
Nyni na takovou volebni hru aplikujeme Shapleyovu hodnotu.

H= S (IK] = 1)I(N — |K])!

o (v(K) = v(K\{1})).

KCQ,iek
Vzhledem k charakteristické funkci se Shapleyova hodnota zjednodusi na

vztah
K| —1I(N - |K|)!
H; }: (|| )/\$| |D7

KCQ,ieK

kde sumace probiha pres vSechny vitézné koalice K takové, ze i € K a
K —\{i} je porazena.

Pak pro Shapleyovy hodnoty plati

N

> Hi=1,H; >0

i=1
a hodnota H; se nazyva Shapley-Shubikiav index sily i-tého hrace.
Hodnotu Ize interpretovat jako pravdépodobnost, ze i-ta strana bude
nezbytna pfi sestavovani vitéznych koalici.
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Kooperativni hry N hraci - Shapley-Shubikav index
Priklad

Predpokladejme, Zze v parlamentu s 200 poslanci jsou zastoupeny tfi
strany A, B, C, pficemz strana A ma 95 poslancii, strana B ma 85
poslancil a strana C ma v parlamentu 20 zastupcii. Pro aroveé o = 0,5
mizeme definovat nasledujici volebni hru:

v({A}) = v{B}) =v{C})=0
v({A,B}) = v{A,C})=v{B,C}) =1
v({A,B,C}) =1
Dosazenim do vzorce

K| — 1)/(N — |K|)!
H= 3 (K] )/\5! kD!

KCQ,ieK

111
H=(2,2,2).
(3’3’3>
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Pokud bychom v3ak uvazovali « = 0,6 (vitézna koalice musi mit 120
hlasi), dostaneme odlinou volebni hru:

v({A}) = v{B}) = v{C}) =0
v{A CH =v{B,C})=0
v({A,B}) =1
v({A,B,C}H) =1

11
H=(2,,0).
(229)

Moc je v parlamentu soustfedéna do rukou dvou velkych stran.

Zde ziskame

A
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Dékuji za pozornost. J




