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Predikaty a kvantifikatory




Predikaty

N

" Priklady predikati:
* Cislo x je vétsi nez 2.
®* Mnozina X je podmnozinou mnoziny Y.
®* Piimky a, b jsou rovnobézne.
® Prvek x nalezi mnoziné V.

Predikaty formuluji to, ze objekty o nichz
uvazujeme maji urcité vlastnosti.

Predikaty nejsou vyroky, obsahuji proménné
pro objekty.

Predikaty neobsahuji logické spojky ani
kvantifikatory.




Obecny a existencni kvantifikator
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Priklady vyroku s kvantifikatory:

* Existuje alespon jedno prvocislo.

¢ Kazdé realné ¢islo ma svou druhou mocninu
kladnou.

* Ke kazdému kladneému Cislu existuje alespon
jedno jesté mensi kladné ¢islo.

* Kazda kvadraticka rovnice ma nejvySe dva
realné koreny.
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Jak vznika z predikatu vyrok?
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Kombinovanim téchto dvou moznosti:
* dosazovani konstant za proménné,
* kvantifikovanim proménnych.

Priklady: puvodni predikat X<y
utvoreny vyrok (VX) Xx<?2
puvodni predikat AcB

utvoreny vyrok (VB) (3A)AcB




Jazyk predikatového poctu




Abeceda predikatového poctu
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Zaklad jazyka predikatové logiky tvori tyto symboly:
* proménné pro individua: a,b,...,X,V, z, ...

* symboly pro logické spojky: =, A, —, <

* symboly pro kvantifikatory:

V obecny(pro vSechna), 3 existencni (existuje)
* pomocn¢ symboly — zavorky: (,)
DalsSimi symboly jazyka jsou:
® relacni symbol pro rovnost: =
® dalsi relacni symboly, napiiklad €, <, |, || ,apod.
® funk¢éni symboly, naptiklad +, -, a podobné




Termy
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Term je vyraz urCujici individuum.

Definice:

1. kazda proménna ¢i konstanta je term

2.je-l1 F funk¢ni symbol at,, ..., t jsou termy,
pak F(t,, ... , t ) je term

3. kazdy term vznikne koneCnym poctem uziti

pravidel 1. a 2.

Napriklad x,x+ 0, (x+y) - 1jsou termy
aritmetiky, resp. A, A N @ jsou termy teorie
mnozin.




Formule predikatoveho poctu
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Formule vyjadiuji tvrzeni o individuich.

Definice:

1) je-1i R relaéni symbol a t,, ..., t, Jsou termy,
pak R(t,, ..., t.) je (tzv. atomickd) formule,

2) Jsou-li ¢ a v formule, jsou formulemi rovnéz
VYIazy m @, QAY,0VVY, 02y, 0oy,

3) Je-1i x proménna a ¢ formule, jsou formulemi
rovnéz vyrazy (V X) o(X) a (3Ix) ¢(X) ,

4) kazda formule vznikne kone¢nym poctem uziti
pravidel 1), 2) a 3).




Priklady formuli predikatového poctu
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Priklady formuli aritmetiky realnych cisel
° x+0=x"y

® - R YR Y X A K - YT X

° (Vx)(x<0 —- x:x>0)

Priklady formuli teorie mnozin

* AUB=C

* (IX)x€ED

* (VA(VB)(ASB - AnB=A)




Dulezité tautologie



Jak znazornit pravdivost formuli
Schemata misto tabulek

(3x) o(X)
(VX) o(x)
(3x) —o(X)
(VX) =0(x)
—(3x) o(x)
—(Vx) @(x)
—(3X) =0(x)
—( VX) —~(x)




Negovani kvantifikatoru

—=(3X) 9(X) & (VX)) =0(X)

=(VX) (x) < (3X) =0(X)




Z.aména poradi kvantifikatoru
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Kvantifikatory téhoz druhu Ize zaménovat:

(3x) (Ay) o(X, Y) < (3Ty) (IX) (X, Y)
(VX) (YY) (X, y) < (VY) (VX) o(X, )

Kvantifikatory téhoz druhu nelze vzdy zaménovat!

Plati pouze vyplyvani:
(3x) (vY) o(x,y) = (VY) (3X) o(X, Y)

Obracené vyplyvani neplati, napriklad tyto vyroky
maji ruznou pravdivost:

(Vy) (IX) x>y  (3x) (Vy) X>Yy)
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Distribuce kvantifikatoru
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Pro ruzné kombinace kvantifikatoru ? a logické spojKky e
muzeme zkoumat pomoci schémat logickou ekvivalenci Ci
vyplyvani mezi dvéma formulemi tohoto typu:

(?X) (@(X) ® w(X) ) ((?X) @(x) & (?X) w(X) )

Jaké vztahy plati mezi nasledujicimi formulemi?

(VX) (o) Aw(x))  ((VX) @(X) A (VX) w(X) )
(3X) () Aw(x))  ((3X) @(X) A (3X) w(X))
(VX) (o(x) vy(x))  ((VX) @(X) v (VX) y(X) )

(IX) (e(X) vy(x))  ((Ex)o(X) Vv (IX) (X))
atd.




Ciselné kvantifikatory
Omezené kvantifikatory



Ciselné kvantifikatory
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! Nasledujici formule vyjadiuji, ze:
existuje alespon jedno ... splnujici formuli @
existuji alespon dve ... splnujici formuli ¢
existuyi alespon tfi ... splnujici formuli ¢

(3x) o(X)
3x) (3y) e(X) A@(y) AX#Y
(3X) (3AY) (FY) @X) AQY) AQ(Z) AXEYAXEZAY #2

~~

Negacemu pak ziskame formule, vyjadiujici, Ze:
neexistuje zadné ... spliujici formuli ¢
existuje nejvyse jedno ... spliujici formuli ¢ , atd.




Ciselné kvantifikatory
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Konjunkci formuli
»existuje alespon n“ a ,,existuje nejvyse n“
ziskame formuli vyjadrujici ,,existuje pravé n“.

Casto se uziva formule ( 3!x) @(x) , kterd ma vyznam
existuje pravé jedno ... splinujici formuli ¢ .
Zapiseme j1 takto:

(IX) o(x) A (VX) (YY) o(X) A@(y) = X =y

Dokazeme-li v né¢jake teori, ze existuje praveé jeden
objekt X s vlastnosti @(X) , miZzeme do jazyka teorie
zavest novou konstantu.




Omezené kvantifikatory
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Casto se pouzivaji formule, které maji pusobnost
kvantifikatori omezenu na néjakou mnozinu.

Formuli (3xeM ) ¢(x) budeme Cist ,,existuje
alespon jedno x z mnoziny M, pro néz plati ¢(x)*,

a jeji vyznam je dan nasledujici definici:

(IxeM) o(x) & (Jx) ( XEM A ¢(X) )

Formuli (VxEM ) ¢(x) budeme Cist ,,pro vSechna x
z mnoziny M plati ¢(x)* , a jeji vyznam je dan
nasledujici definici:

(VXeEM ) o(x) © (Vx) (xEM — 0(x) )




Negovani omezenych kvantifikatoru
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" Odvod'me postupng:

— (IxeM ) o(x) <

- ((Ix)XEM A 0(xX))) <
(Vx)-(XEM A 0(X) <
(VX)(m(xXEM) VvV =0(x)) <
(Vx) (xeM — (= ¢0(X))) <

( VXEM ) = 9(x)

08009

Podobné bychom odvodili, ze plati:
- ( VXeEM ) o(x) < (IxEM ) = 0(Xx)




Co je treba znat a umét?

®* Chapat pojem predikat a jeho vztah k vyrokuam,
® znat obecny a existencni kvantifikator,

® rozumét pojmium term a formule predikatového
poctu,

* aktivné znat dulezité tautologie predikatového
poCtu a umét je oduvodnovat pomoci schémat,

* umét uzivat Ciselné kvantifikatory,

* umét uzivat omezené kvantifikatory.



Dékuji za pozornost




