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Vzajemné nejlepsi odpovédi

Dale si ukazeme moznost reSeni pomoci nejlepsich odpovédi.

Nejlepsi odpovédi prvniho hrace na strategii y druhého hrace se rozumi
mnozina

BRi(y) = {x0 € X;Vx € Xplati vl(xo,y) > vi(x,y)}.

Analogicky nejlepsi odpovédi druhého hrace na strategii x prvniho hrace
se rozumi mnozina

BRy(x) = {y° € Y;Vy € Yplati va(x,y°) > va(x,y)}.
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Vzajemné nejlepsi odpovédi

Pak plati nasledujici véta:

Strategie (x°,y?) tvofi rovnovazny bod pravé tehdy, kdyz

x° € BRi(y%)

a zaroven

y° € BRy(x°).

Hledame-li rovnovazny bod, mizeme postupovat tak, Ze sestrojime
nejlepsi odpovédi a nalezneme jejich priisecik.
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Vzajemné nejlepsi odpovédi

Nejprve si fekneme, co jsou ocekavané hodnoty vyhry.

Ocekavané hodnoty vyhry jsou definovany vztahy:

m n
) =) xiyjaj

prvni hraé

druhy hrac

i=1 j=1

n(xy) = 32> by

i=1 j=1

Uvazujme predchozi priklad

S
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a spocitejme ocekavané hodnoty vyhry.
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Vzajemné nejlepsi odpovédi - priklad

2 -1 1 -1
(47 )e-(4 )
vi(xt, 1) = x1(5y1 —2) —2y1 + 1
va(xi,y1) = y1(5x1 — 3) — 3x; +2
Nejprve hledame nejlepsi odpovédi prvniho hrace na riizné hodnoty y;
0 jelio<sy < % pak je oekavana hodnota vyhry prvniho hrace pro

pevnou hodnotu y; linearni funkce klesajici, tedy nejvétsi hodnoty
bude nabyvat pro x; =0

@ jeliyy = % pak je ocekavana hodnota vyhry prvniho hrace
konstantni funkce, jakakoli hodnota x; je nejlepsi odpovédi na tuto
strategii druhého hrace

@ a nakonec je-li % < y1 <1, pak je ocekavana hodnota vyhry linearni
funkce rostouci, tedy nejvétsi hodnoty bude nabyvat pro x; = 1
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Vzajemné nejlepsi odpovédi - priklad

Obdobné hledame nejlepsi odpovédi druhého hrace na riizné hodnoty x;

vo(x1,¥1) = y1(5x1 — 3) — 3x; + 2

@ je-li 0 < x; < 2, pak je ocekavana hodnota vyhry druhého hrace pro
pevnou hodnotu x; linearni funkce klesajici, tedy nejvétsi hodnoty
bude nabyvat pro y; =0

o jelixg = % pak je ocekavana hodnota vyhry druhého hrace
konstantni funkce, jakakoli hodnota y; je nejlepsi odpovédi na tuto
strategii prvniho hrace

o je-li % < x1 <1, pak je o€ekavana hodnota vyhry linearni funkce
rostouci, tedy nejvétsi hodnoty bude nabyvat pro y; =1
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Vzajemné nejlepsi odpovédi - priklad

Nyni si to zobrazime do grafu:
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Vzajemné nejlepsi odpovédi - priklad

V grafu vidime tfi rovnovazné body stejné jako ty, které jsme ziskali
reSeni Glohy kvadratického programovani:
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Problémy Nashovy rovnovahy - vézhovo dilema

Nashova rovnovaha predstavuje jeden ze zakladnich stavebnich kameni
teorie her. Nicméné, miize nas privést k resenim, kterad vyvolavaji urcité
obavy.

Jednim z nejznaméjsich modelovych konflikti je situace znama jako
véziovo dilema. V této hfe jsou dva vézni, ktefi spachali uréity zlocin,
oddélené uvéznéni a stoji pfed moznosti rozhodnout se mezi dvéma
variantami: mlcet nebo se pfiznat. Pokud oba vézni pfiznaji a svédci proti
sobé, oba dostanou trest 5 let. Jestlize se jeden pfizna a druhy zistane
ticho, udava¢ bude osvobozen a druhy dostane vyrazné vyssi trest, 8 let.
V pripadé, Ze se oba vézni rozhodnou mlcet, nebudou plné usvédceni a
obdrzi pouze 2 roky za mensi prestupky. Hra véziovo dilema mize byt

napriklad ve tvaru.
-2;-2 =8§;0
0;-8 —5;-5

Prvni strategie jsou mlcet a druhé strategie pfiznat. Roky stravené ve
vézeni maji zaporny uzitek, tedy uvadime zaporna Cisla.
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Véznovo dilema

Po nalezeni fadkovych a sloupcovy maxim zjistime, ze ve hie existuje
jedina Nashova rovnovaha:

( -2;-2  =8;[0] )

(0);—8 (=5);[-5]

Racionalni hraci, ktefi nemohou kooperovat, budou vzdy volit strategii
priznat. Paradoxem je, ze i kdyz feSeni (mléet, micet) s vyplatami (-2,-2)
je lepsi nez rovnovazné feseni, neodpovidd podminkam Nashovy
rovnovahy. Tento paradox ukazuje, ze zcela racionalni hraci, ktefi jednaji
ve svém nejlepsim zajmu, mohou nakonec skonéit v situaci, ktera je pro
vsechny nevyhodna. Tato hra poskytuje analogii s ekonomickou teorii,
zejména pfi studiu chovani nevynutitelnych kartelovych dohod.
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Konflikt typu manzelsky spor

Dalsim modelovym konfliktem je situace manzelského sporu. Pfedstavme
si, ze manzelé planuji travit vecer spolecné ve mésté, ale kazdy z nich ma
odlisné preference. Manzel by nejradéji sledoval sportovni utkani, zatimco
manzelka by dala pfednost nakupdim. Nyni jsou oba v praci a vecer se
maji setkat, pficemz kazdy se rozhoduje samostatné (predpokladejme).
Tuto situaci miizeme znazornit pomoci dvoumaticové hry.

2:1 -1;-1
-1; -1 1:2

Jedna se o modelovy priklad, ktery jsme pred chvili diskutovali. Problém
spociva v existenci vice rovnovaznych Feseni, z nichz zadné neni
dominujici, a tudiz hraci nemaji jasno, které feseni zvolit. Pokud manzel
zvoli prvni fadek (sportovni utkani) a manzelka druhy sloupec (nakupy),
fesenim bude bod (-1, -1), ktery neni rovnovaznym bodem a neni
vyhodny pro zadného z hraca.
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Konflikt typu kure

V konfliktu typu kufe, ktery si miizeme predstavit jako souboj dvou firem
plisobicich ve stejné oblasti, obé usiluji o zdvojnasobeni své tézby. Existuji
dvé mozna rozhodnuti: buT ustoupit od svého zaméru a zlstat pfi
stavajicim rozsahu tézby, nebo neustoupit. V pfipadé, ze obé firmy
ustoupi, situace se nezméni. Jestlize jedna firma ustoupi a druha nikoli, ta
ustupujici si zhorsi svou pozici, zatimco ta neustupujici si ji zlepsi. Pokud
vSak zadna firma neustoupi, dojde k ekologické katastrofé, ktera bude mit
negativni disledky pro obé firmy. Tuto situaci lze ilustrovat pomoci

dvoumaticové hry.
( 0;0 (=5): 5] )
(5);[-5] -—100;—100

Tato hra méa dvé ryzi rovnovazné strategie - (ustoupit, neustoupit) a
(neustoupit, ustoupit). Pokud hraéi kazdy zvoli pro sebe vyhodnéjsi bod,
dostanou se do situace (neustoupit, neustoupit), ktera je pro viechny
nevyhodna.
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Problémy Nashovy rovnovahy

M. Ticha

o Konflikty typu kufe a manzelsky spor poukazuji na problém
vicenasobné Nashovy rovnovahy.

@ V pripadé existence vice rovnovaznych feseni, z nichz alespon dvé
jsou nedominovana, hraci Celi nejistoté ohledné toho, jaké reseni
zvolit.

o Pokud kazdy hrac voli rozhodnuti, které je pro n&j vyhodnéjsi, mize
dojit k situaci, kde se hraci nachazeji mimo ramec Nashovy
rovnovahy.

@ Koncept Nashovy rovnovahy v téchto situacich neposkytuje
jednoznaény navod k vybéru optimalniho rozhodnuti, coz mtize vést
k nejistoté a obtizim pfi strategickém rozhodovani.
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Kooperativni hry dvou hraca |




Kooperativni hry

e Predpokladejme nyni, ze hraci mohou spolupracovat (ale nemusi).
@ Pred hrou mohou uzavirat zavazné dohody.

@ Je ziejmé, ze hradi budou inklinovat k spolupraci a uzavreni dohody,
pokud to bude pro oba prinosné, tj. pokud tim oba ziskaji vétsi
vyhru, nez kdyby nespolupracovali.

@ Spoluprace ma vyznam pouze u her s nenulovym souctem.
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Kooperativni hra s nepfenosnou vyhrou

Zacnéme zkoumanim her, kde hra¢i maji moznost uzavfit zavazné
dohody pred zacatkem hry, pricemz vysledny zisk, ktery vytvori, nemiize
byt nasledné prerozdélen.

Uvazujme dvoumaticovou hru dvou hraci s vyplatnimi maticemi A, B
typu m x n. Spolecna strategie je matice pravdépodobnosti P = (p;;)
typu m x n, tj.

pij 20prol <i<m1<j<n,

2.2 pi=1

i=1 j=1

A

Spole¢na strategie prifazuje pravdépodobnost kazdé dvojici ryzich
strategii. Potom ocekavané hodnoty vyplatni funkce jsou

u(P) =3 pyag, va(P) = D > piby

i=1 j=1 i=1 j=1
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Kooperativni hra s neprenosnou vyhrou - pfiklad

Méjme hru dvou hraca uréenou dvoumatici
20 -1,-1 0;3
-2;-1 3-1 0;2 /°

Jedna mozna spolecna strategie by byla urcéena matici

1 1
g 0 3
105 1
4 24 12

Ocekavané vyhry prvniho, resp. druhého hrace by byly

1 11 5 1 3
P)=2-240-(-1)+>-0+- (-2)+ — -3+ —=-0=1>
vi(P) = g 2t ( )+3 +4( )+24 3+55°0=3
1 1 5 1 17

P) = 2040142 342 (C1) 4 = (-] = 2=
(P) =g 04014334720+ 0+ 5 24
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Kooperativni hra s nepfenosnou vyhrou

V kooperativni hfe hraci uzaviraji dohodu ohledné spolecné strategie,
kterou maji zvolit.

Kooperativni vyplatni oblast je mnozina

K = {(vi(P), v2(P)) : P je spolecna strategie}.

K je konvexni, uzaviend a omezena mnozina obsahujici odpovidajici
nekooperativni oblast.
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Kooperativni hra s neprenosnou vyhrou - pfiklad

Vratme se ke konfliktu typu manzelsky spor.

2:1 —-1; -1
-1;-1 1:2

resili jsme jako nekooperativni hru. Mame dva rovnovazné body v ryzich
strategiich a jeden rovnovazny bod ve smisenych strategiich.
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Kooperativni hra s neprenosnou vyhrou - pfiklad

Pritom ocekavané hodnoty vyhry jsme urcili takto.
vi(xa,y1) =x(5y1 —2) — 21 +1

va(xi,y1) = y1(5x1 — 3) — 3x +2

Rovnovazny bod Ocekavana hodnota vyhry
((1;0).(1:0)) (21)
((0,6;0,4),(0,4;0,6)) (0,2;0,2)
((0:1),(0:1)) (1:2)
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Kooperativni hra s neprenosnou vyhrou - pfiklad

Potom vsechny dvojice vyplatnich funkci, tj. dosazitelné body v ramci
nekooperativni hry |ze zobrazit takto:

M. Ticha

V> A

A

(1:2)

(0,25;0,25)

(0,2:0,2)

(2,1)

(-15-1)
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Kooperativni hra s neprenosnou vyhrou - pfiklad

Potom kooperativni vyplatni oblast této hry vypada takto:

v

(1:2)

(1,5;1,5)

(0,25;0,25

0,2.0,2

11

Zobrazeny bod (1,5;1,5) je pro spoleénou strategii

M. Ticha
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Kooperativni hra s nepfenosnou vyhrou

Abychom mohli vyslovit dilezitou vétu, pfipomeneme si zakladni pojmy
tykajici se konvexnich mnozin.

Mnozina M C R" se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé x,y € M a
kazdé realné cislo t,0 < t < 1, plati

tx+(1—t)yeM
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Kooperativni hra s nepfenosnou vyhrou

Necht N = {x1,x2,...,xx} je kone¢na podmnozina R". Konvexni
kombinaci mnoziny N se rozumi vektor

k
W:Zt,'X,'7kde ti+...+t=1Vi:t; >0.

i=1

Necht A je libovolnad podmnozina R”. Konvexnim uzaverem mnoziny A
se rozumi mnozina vsech konvexnich kombinaci konecnych podmnozin
mnoziny A.
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Kooperativni hra s nepfenosnou vyhrou

Plati nasledujici véta.

Uvazujme hru dvou hracd urc¢enou maticemi A a B typu m X n.
Kooperativni vyplatni oblast je konvexni uzavér mnoziny bodti v R?,
jejichz soufadnice jsou prvky dvoumatice tvorené maticemi A a B.

Diikaz je zfejmy. Je-li P spolecna strategie, pak odpovidajici dvojice
hodnot vyplatnich funkci jsou

(P, va(P) = (33 pyazs 3 pyby).

i=1 j=1 i=1 j=1

Vsechny tyto body vytvori konvexni uzavér mnoziny
{(aj, bjj),1 <i<m,1<j<n}. Anaopak jakykoli bod konvexniho
uzavéru této mnoziny je vyplatni dvojici.
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Kooperativni hra s nepfenosnou vyhrou

Konflikt manzelsky spor:

Vs Ar V2 A
(1:2) (1:2)

(1,5;1,5)

| 21 (2;1)
\ (0,25,0,25) (0,25;0,25

0,2,0,2

(-1:-1) v/ -1-1) v,
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Kooperativni hra s pfenosnou vyhrou

Nyni predpokladejme prenosnou vyhru, tj. ze hraéi si spole¢nou vyhru
mohou prerozdélit dle dohody.

e V pripadé, kdy vyplatou je napfiklad uzitek (jak je to ve hre
manzelsky spor), neni mozné tento uzitek prenést z jednoho hrace
na druhého.

@ Pokud je vyplatou napriklad zisk v penézich, hraéi maji moznost
tento zisk libovolné prerozdélovat.

@ Toto otevira moznost situace, kdy jeden hra¢ by pfi kooperaci ziskal
dle vyplatni matice mensi vyhru nez pfi nekooperaci. Nicménég,
vzhledem k prenosnosti vyhry mize druhy hrac prispét casti svého
zisku, aby ho primél ke spolupraci.
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

Uvazujme nasledujici dvoumaticovou hru, kdy vyplatami si predstavime
napfiklad vyhru v korunach.

1;5 4,2 2;3
2;2 1;9 1;4
3:4 3:1 4.0

1

i ' ’

Nejprve nas zajima zarucena vyhra, tj. kolik hrac ziska bez spoluprace.

@ rovnovazna zarucena vyhra Nashiv rovnovazny bod, je-li pravé
jeden

@ maximinova zarucena vyhra zaru€ena vyhra hrace, pokud se mu ten
druhy bude snazit co nejvice uskodit
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

Rovnovazna zarucena vyhra
@ hraci se dohodli, Ze spolupracovat nebudou
@ zvoli tedy sedlovy prvek Nashovu rovnovahu
@ zaruCena vyhra 1. hrace, oznaéime v({1})
@ zarucena vyhra 2. hrace, oznacime v({2})
1;[5] (42 2;3
2:2 1;[9] 1,4
(3[4 31 (4)0

tedy
e v({1}) =3 K¢
o v({2}) = 4
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

Maximinova zarucena vyhra:

@ hraci se dohodnou, ze spolupracovat budou, ale co kdyz protihrac
dohodu nedodrzi

@ kolik dokaze hrac ziskat, i kdyz mu protihra¢ bude délat naschvaly
@ zaru€ena vyhra 1. hrace v({1}) = max; min; a;;

e zarucena vyhra 2. hrace v({2}) = max; min; a;;

1;5 42 2,3 —1
2:2 1;9 1;4 —1
3:4 3;1 40 —3
+ 1l
2 1 0
tedy
e v({1})=3Ke
o v({2})=2
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

@ nyni budeme hledat celkovou vyhru hraci pfi spolupraci
@ jejich spole¢nou vyhru oznacime v({1,2})
o kolik ziskaji celkem pFi strategii x; a y», kolik pfi strategii x3 a y3?

1;5 4.2 2:3
2;2 1;9 1;4
3;4 3:1 4;0
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

1 4 2 5 2 3
A=|211]|,B=(2 9 a
3 3 4 4 10

6 6 5

A+B=1| 4 10 5

7 4 4

Pak v({1,2}) = max; max;(a; + bjj) = 10 K¢.
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

@ Rovnovazna zarucena vyhra
v({1}) =3 K¢
v({2}) =4 K¢
10 > 3 4 4, tedy spoluprace se vyplati
@ Maximinova zarucena vyhra
v({1}) =3 K¢
v({2}) =2 K¢
10 > 3 + 2, tedy spoluprace se vyplati
Takze prvni hrac zvoli druhou strategii a druhy hrac také zvoli druhou
strategii, ¢imz dohromady ziskaji 10 K&. Otazkou zastava, jak si tuto
vyhru rozdélit mezi sebou.
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

Celkovy zisk musi byt rozdélen mezi hrace, oznacme a; zisk prvniho
hrace a a zisk druhého hrace.

Plati tedy rovnice a1 + a2 = v(1,2), kde v(1,2) je celkovy zisk.

@ Prvni hra¢ musi dostat alespod svou zarucenou vyhru, coz znamena
a; > v(1).

Stejné tak druhy hra¢ musi dostat alespod svou zarucenou vyhru,
coz znamena ap > v(2).
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Kooperativni hra s prfenosnou vyhrou - priklad

Uvazujme rovnovaznou zarucenou vyhru.

a; +ax = V({]..Z}) =10 K¢

ap > v({1}) =3 K¢

a > v({2}) =4 Ke

jadro hry = viechny dvojice (a1, a2), které splouji uvedené vztahy

a
10}

jadro hry

Kterou moznost z jadra hry vybrat?
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Teorie vyjednavani

M. Ticha

Teorie vyjednavani, jako odvétvi teorie her, se zabyva procesem
dohody a spoluprace mezi hraci.

Zaklady této teorie byly polozeny Johnem Nashem v jeho €lancich z
let 1950 a 1953.

P¥i analyze vyjednavani predpokladame existenci mnoziny
pripustnych dohod, které jsou mozné mezi hradi.

Zaroved existuje bod nedohody, ktery predstavuje situaci, kdy hraci
nedosédhnou dohody.

Pred vyjednavanim je hractim znam bod nedohody, ktery mtzeme
urcit na zadkladé maximinové nebo rovnovazné zarucené vyhry.

Hraci pri vyjednavani hledaji feseni, které je pro né vyhodnéjsi nez
nedohoda.
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Teorie vyjednavani

Vyjednavaci problém je charakterizovan

mnozinou hract {1,2,...,n}, my budeme nadale uvazovat pouze
dva hrace {1,2}

mnozinou pfipustnych dohod P

bodem nedohody

mnozinou uzitkovych funkci, které kazdé pripustné dohodé i bodu
nedohody pfifadi uzitek pro i-tého hrace

Ukazeme si nasledné ctyfi typy feseni:

M. Ticha

Nashovo vyjednavaci feseni
rovnostarské vyjednavaci reseni
utilitarni vyjednavaci feseni

vyjednavaci feseni Kalai-Smorodinského
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

Uvazujeme vyjednavaci hru se dvéma hraci, oznacime
@ uzitkovou funkci prvniho hrace uy(x)
@ uzitkovou funkci druhého hrace ux(y)
e Nashovo vyjednavaci feseni (x*, y*)
@ bod nedohody (x°, y°)
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

Na zakladé von Neumannovy a Morgensternovy teorie uzitec¢nosti Nash
stanovil nasledujici axiomy, které musi (x*, y*) sploovat:

@ paretovska optimalita
@ symetrie
@ nezavislost na linearni transformaci

@ nezavislost na irelevantnich alternativach
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

Priklad
Vyznam axiom( si ukazeme rovnou na prikladu

o dva hradi si maji mezi sebe jakkoliv rozdélit ¢astku 2 K&
@ pokud se nedohodnou, dostane kazdy 0 K¢ (bod nedohody)

@ pro jednoduchost predpokladejme, Ze uzitek obou hract odpovida
finanénimu zisku

® u(x) =x
° u(y)=y
@ hledame Nashovo vyjednavaci feseni (x*, y*)
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

MnoZina pfipustnych dohod

0 2 wi(x)

Bod nedohody

v
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

1. axiom - paretovska optimalita
Uvazujme pripustné dohody (x!, y*)
zéroved uy(y?) > ua(yt), pak (xt,y
fesenim (x*, y*).

a (x2,y?), pokud uy(x?) > u1(x?) a
1Y nemuze byt vyjednavacim
@ vyjadfuje maximalizaci uzitku obou hraca

@ feseni, které je dominované, nemiize byt vyjednavacim resenim

uy) A
2.
paretovsky optimalni feSeni
(¥
& y"
MnoZina pripustnych dohod
+ S
0 2 ui(x)

Bod nedohody
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

2. axiom - symetrie

Je-li mnozina pripustnych dohod symetricka

(t. (u1(x), u2(y)) € P & (u2(y), u1(x)) € P) a u1(x°) = ua(y°), pak
uy (x*) = u2(y”)

@ pokud je problém symetricky, pak v Nashové rovnovazném reseni
musi mit oba hraci stejny uzitek
@ oba hraci maji stejné vyjednavaci schopnosti

uy) A
24
MnoZina pfipustnych dohod
L
¥ >
0 2 ui(x)
Bod nedohody
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

3. axiom - nez&vislost na linearni transformaci
Pokud transformujeme pivodni uzitkové funkce pomoci linearni
transformace:
!
up(x) = aur(x) + b

uy(y) = cuz(y) +d,
kde a, c > 0, pak vyjedndvacim resenim nového problému je opét (x*,y*)

s uzitky uy(x*) = auy(x*) + b a us(y*) = cua(y*) + d.

@ je to obdobné jako u ekvivalentni hry, vynasobenim kladnou
konstantou a prictenim libovolné konstanty se rovnovazné strategie
nezmeéni
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

4. axiom - nezavislost na irelevantnich alternativach
Je-li P C P mnozina pripustnych dohod a (x*,y*) € P, pak se Nashovo
vyjednavaci reseni (x*,y*) nezméni.

o pokud je nova mnozina pfipustnych dohod podmnozinou té pavodni
a zaroveo obsahuje Nashovo vyjednavaci feseni, pak se feseni
nezmeéni

° P\Pl tvofi irelevantni alternativy, jejichz pfitomnost nebo
nepfitomnost ve vyjednavaci mnoziné nesmi mit vliv na vysledek
vyjednavani.
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

u(y) A
V4
21 /
b
/ @
b g
A 4
v
b
MnoZzina pfipustnych dohod
+ >
0 2 ui(x)

Bod nedohody
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

@ v kazdém vyjednavacim problému existuje prave jedno

vyjednavaci reseni, které splouje vyse uvedené axiomy
@ toto jediné vyjednavaci feseni ve hie dvou hraci, které splouje
vSechny axiomy, maximalizuje hodnotu Nashova soucinu

(n(x") = u () (wa(y") = w2(y°)).
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

Kdyz se vratime k nasemu prikladu, spocitdme Nashtv soucin:

(u1(x)=un(x°)) w2y ™) ~u2(y°)) = (ua(x*)~0)(u2(y*)~0) = ur(x")uz(y").

Mnozina pfipustnych dohod je omezena nerovnici ui(x) + ua(y) <2 a
Nashiiv soucin tak nabyva maxima v bodé (uq(1), u2(1)) = (1,1).
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

® -2 N
x
gy=2
® n:y=2
x
O P y:OB
x
Q@ qiy=1
x
@ iy
x
° A = Bod(OsaY) H
=02 ®
o B = Bod(0OsaX) H
=20 ®
i = Usecka(A, B) H
@
= 283
C = Prusecik(q, i, (1,1))
[

= (L1)
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

Pripomeome si hru z predchozi kapitoly.

ar +a= V({].,Q}) =10 K¢

ap > v({1}) =3 K¢

a > v({2}) =4 Ke

jadro hry = vsechny dvojice (a1, a2), které splouji uvedené vztahy

a
10}

mnozina pfipustnych dohod

M. Ticha Teorie her 50/76



Teorie vyjednav

Nashiiv soucin (x* — 3)(y* — 4) nabyva maxima v bodé (

(€]

[©)

[©)

@

@

M. Ticha

A = Bod(OsaY)
= (0.10)
B =(10.0)

f = Usecka(A, B)
= 1414

3
Biy=d4

2
hiy=d+4 g

25
pry=4+.7

225
ary=4+-5

C = Prusecik(q,, (4.5,5.5))

= (45.55)

P

ani - Nashovo vyjednavaci reseni

5 9)

HEac s :

@
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

llustrativni priklad vyjednavaciho problému z Nashova ¢lanku (1950):
Bill a Jack jsou dva kamaradi, ktefi maji rizné véci, které mohou mezi
sebou vyméoovat. Jakého nejvyhodnéjsiho feseni mohou chlapci vyménou

dosahnout?

Billovy veci | Uzitek pro Billa | Uzitek pro Jacka
knizka 2 4
kaca 2 2
mic 2 1
palka 2 2
krabicka 4 1
Jackovy veci

psaci pero 10 1
hracka 4 1
ndz 6 2
Capka 2 2
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Teorie vyjednavani - Nashovo vyjednavaci reseni

Nashdv soucin nabyva svého maxima pro sménu, ve které Bill d& Jackovi
knizku a kacu, mic¢ a palku vyménou za psaci pero, hracku a ndz. Uzitky
Billa a Jacka budou 24 a 11 a Nashav soucin bude mit hodnotu
(24-12)(11-6)=60. Miizete si ovéfit, ze neni mozné najit jinou sménu,
ktera by dosahovala vyssi hodnoty Nashova soucinu.
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Teorie vyjednavani - rovnostarské vyjednavaci reseni

M. Ticha

@ obvykle lidé ocekavaji urcitou "spravedlnost"v rozdélovani

@ rovnostarské feseni predpoklada pro vsechny hracée shodné uzitky z
jejich kooperace, tedy

o (un(x") = un(x) = (12y*) — v2(y°))

@ toto feseni je v rozporu s Nashovym axiomem €. 3 - nezavislost na
linearni transformaci

u(y) A
rovnostarské feseni
MnoZina pfipustnych dohod
45° o
t >
0 u(x)
Bod nedohody
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Teorie vyjednavani - utilitarni vyjednavaci reseni

o utilitarni vyjednavaci feseni vyzaduje maximalizaci celkového uzitku
pro spolecnost (verejné blaho)

e maximalizujeme soucet (u1(x*) — u1(x°)) + (wa(y*) — wa(y°))

@ stejné jako rovnostarské feseni je v rozporu s Nashovym axiomem €.
3 - nezavislost na linearni transformaci

uy) A
3

utilitarni feSeni

MnoZina pfipustnych dohod

0 3 us(x)

Bod nedohody
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Teorie vyjednavani - vyjednavaci reseni Kalai-Smorodinského

jedna se o feseni vychazejici z nejoptimistictéjsich ocekavani

@ kritizuji Nashovo FeSeni, vyfazeni 4. axiomu - nezavislost na
irelevantnich alternativach

@ misto néj axiom 5 - monoténnost

e pokud dojde k rozsifeni mnoziny pripustnych dohod, uzitek hrace se
zlepsi nebo ziistane stejny

@ pomeér nariistu uzitkl pro hrace je stejny s pomérem nariistu uzitkd
v pfipadé, ze by hraci dosahli maximalniho mozného uzitku

u (x*)—u1 (x°) _ max(ug (x)—ug (x°)
uz(y*)—u2(y®) T max(uz(y))—u2(y°)
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Teorie vyjednavani - vyjednavaci reSeni Kalai-Smorodinsky

u(y) A

feSeni Kalai - Smorodinsky

MnoZina pfipustnych dohod

-

0 us(x)

Bod nedohody
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Teorie vyjednavani - bod nedohody

@ Vsechna ctyfi zminéna reseni vyjednavaciho problému pracuji s
bodem nedohody.

@ Zména tohoto bodu nedohody ma za nasledek zménu vyjednavaciho
reseni.

@ Zda se tedy, ze klicovym strategickym tahem hrace, jesté pred
samotnym zacatkem vyjednavani, je ziskani vyhodnéjsiho postaveni
prostfednictvim manipulace s bodem nedohody. Toho Ize dosahnout
napfiklad hrozbou nebo manipulaci faktd apod.
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Nyni vSechno spojime do konkrétniho prikladu. Uvazujme maticovou hru
3x2, vyplaty jsou vyhry v korunach.

16 3;2
3:4 2:6
4,4 1;6
Jako bod nedohody budeme uvazovat maximinovou vyhru
@ zarucena vyhra 1. hrace v({1}) = max; min; a;;
@ zaruCena vyhra 2. hrace v({2}) = max; min; a;;
;6 3,2 —1
3;4 2,6 —2
44 1,6 —1

U
4 2
tedy
o v({1})=2Ke
o v({2})=4Ke
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Dale zjistime celkovou vyhru hraéi pfi spolupraci

A+B=

0~ ~
~N oo

v({1,2}) = max; max;(a; + bjj) = 8 Kc.

Rozdéleni mezi hrace musi sploovat nasledujici:
@ a1+a=28
@ a3 >2
@ a» >4
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Pro rozdéleni vyhry pomoci teorie vyjednavani musime znat uzitkové
funkce jednotlivych hraca. Podle vztahu k riziku rozlisujeme hrace (vztah
zisk-uzitek)
@ neutralni k riziku: u(x) = x
o citlivy k riziku: u(x) = v/x
e vyhledavajici riziko u(x) = x2

Zde budeme uvazovat prvniho hrace neutralniho k riziku a druhého hrace
vyhledavajiciho riziko.

u1(x)

w(y) = vy
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Nejprve sestrojime mnozinu pfipustnych dohod.

(X07y0) = (2’4)
(u(x%), w2(y%) = (2,16)
pritom
x*+y*=8

Graf uzitkovych funkci uy(x) a uz(y) je dan vztahem

n(x) = x
wly) = y*=(8-x)=(8-u(x))

Na ose x zobrazime u;(x) a na ose y zobrazime u(y).
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Nashovo reseni
Vyjadrime Nashdv soucin:

(ur(x*) = un (X)) (w2(y*) — 2(¥°)) = (x* = 2)((y*)* — 16) =
= (8—y*=2)((y*)*—16) = (6—y*)((y*)*—16) = —(y*)>+6(y*)*+16y*—96

Hledame maximum, tedy polozime prvni derivaci rovnu nule.
—3(y*)?+12y* +16 =0

Kvadraticka rovnice ma jedno kladné reseni y*:

1
. 2+\/Wi5,055
x* = 8-2-— 4+136:6—\/@£2,945
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Nashovo vyjednavaci feseni (x*,y*) = (5,055; 2,945) s uzitky pro

jednotlivé hrace
,/4+ = 2,945
w(y*) = 2+ w/4+ 2 = 25 554

a hodnotou Nashova souéinu

<
flary
—
X
*
~

(ur(x*) = un(x0))(u2(y*) — u2(y°)) = (2,945 — 2)(25, 554 — 16) = 9, 029.
Do grafu zakreslime jako

(u(x") = 2)(u2(y™) — 16)
w(y*) = 16+

9,029
9,029
up(x*) —2
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

rovnostarské reseni
U rovnostarského Feseni pozadujeme rovnost

u(x*) = (x%) = wa(y*) — ua(y°)
x*=2 = (y*)2 — 16
8—y*—2 = (y)?-16

Tedy
(y*)2—|—y* —-22=0

Kvadraticka rovnice ma jedno kladné feseni y*:

—1++/
yoo= %9 - 4017
—1+/
x* = 8—%89i3,783
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Rovnostarské vyjednavaci feseni (x*, y*) = (3,783;4,217) s uzitky pro
jednotlivé hrace

—-1++/89
m(x*) = 8- % = 3,783
-1 89
nly) = (CE2 17,783
Do grafu zakreslime jako
y=x+k,
konstantu k uréime tak, ze pfimka musi prochazet bodem nedohody
(2,16), tedy
y =x+14.
M. Ticha
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

utilitarni reseni
Maximalizujeme soucet

(u1(x*) = tn(x®) + (wa(y*) = w2(¥%)) = (x* =2)+((v*)* - 16)
= 8—y"—2+(y)*-16
= (V) -y-10

Tato funkce nabyva svého maxima na intervalu y* € [4,6] v bodé y* = 6.

y* = 6
x* = 2
n(x*) = 2
w(y™) = 36
Do grafu zakreslime jako y = —x + k, konstantu k urcime tak, ze pfimka

musi prochazet bodem utilitarniho feseni (2,36), tedy
y = —x+ 38.
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Kalai-Smorodinského reseni

up (x*) — uy (x°) _ max(u1(x)) — ug(x°)
ua(y*) — ua(y°) max(uz(y)) — ua(y°)

u(x)—-2  4-2

w(y')—16  36-16

m() =2 = o(wa(y) - 16)
w(y*) = 10w (x*)—4
(v = 10(8-y")—4
(V> +10y* —76 = 0
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Kvadraticka rovnice ma jedno kladné feseni y*:

y* = —5++/101 =5,050
x* = 8+5—+101 = 2,950

Kalai-Smorodinského vyjednavaci feseni (x*, y*) = (2,950; 5, 050) s
uzitky pro jednotlivé hrace

n(x*) = 13— V101 = 2,950
2
wy*) = (—5+\/101) = 25,501

Do grafu zakreslime jako ux(y*) = 10u;(x*) — 4.
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni
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Priklad kooperativni hry s prenosnou vyhrou s vyjednavanim

reseni

Shrnuti hry

s
S~ b O
=N W
oo N

~—

Hraci zvoli strategie (x2, y») nebo (xs, y1), v obou pfipadech ziskaji 8 K&.

Mozné rozdéleni vyhry je nasledujici:

Nashovo feseni: (2,945; 5,055)

@ rovnostarské reseni: (3,783;4,217)

o utilitarni feseni: (2;6)

o Kalai-Smorodinského feseni (2,950;5,050)
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Dékuji za pozornost. J




