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Soubor resenych tuloh

Tento text obsahuje 7 tloh na téma vysSetfovani pribéhu funkce. Kazdé tloha je fesena dvéma
zpusoby a vSechny tlohy jsou plné rozieseny.

Soubor obsahuje dva pfistupy. Prvni zptisob je tzv. vybiraci, kdy méa student za tikol vybrat
vysledny graf funkce z nabidky graft funkci, ktera je uvedena v zadani. Ukolem studenta je po
kazdém vypoctu tyto grafy projit, a kdyby néjaky z nich s danou informaci nesouhlasil, tak ho
vyTadit. Timto zptsobem se studenti seznami s grafem funkce z opac¢né strany, nebudou ho vy-
tvaret, ale nauci se v ném ¢ist a pochopi souvislosti mezi vypoctem a jeho grafickym znazornénim.
Druhy zptisob je tvorivy. Jde o zptlisob vytvareni grafu postupné ze ziskanych informaci, kazda
informace, ktera lze, se vyznaci do grafu.

Oba dva pristupy budu v tomto souboru ilustrovat na sedmi ulohach, které jsou prevzaty z
nésledujicich zdroju: (Demidovi¢, 2003), (Kaika a Henzler, 1995), (Zemének a Hasil, 2012).

Pro lepsi pochopeni textu, je zde uveden i seznam pouzitych vét a definic, a také kroky pro
feseni prubéhu funkce.

Poznamka: Vyjadifovani a obraty nejsou vzdy korektni a matematicky presné, protoze jsem
chtéla text prizptusobit jazyku studentii.



Definice a véty

Néisledujici definice a véty byly pfevzaty z téchto zdroji: (Hruby a Kubat, 2008), (Moc et al.,
2013), (Burda, 2008), (Pyrih, 1999).

1. Omezenost

DEFINICE 1 (Funkce omezend). Rikdme, Ze funkce f je omezend (nebo shora omezen4 nebo
zdola omezend), jestlize existuje ¢islo k tak, ze |f(z)| < k (nebo f(x) < k nebo f(x) > k)
pro vSechna = € Dy.

2. Sudost, lichost

DEFINICE 2 (Funkce sud4). Rikéme, Ze funkce f je sud4 pravé kdyz plati: Pro viechna z z
defini¢niho oboru lezi v definiénim oboru i —z a zaroven f(—z) = f(x).

DEFINICE 3 (Funkce lichd). Rikame, Ze funkce f je lichd pravé kdyz plati: Pro viechna z z
defini¢niho oboru lezi v definiénim oboru i —z a zaroven f(—z) = —f(z).
3. Monotonie a konvexnost/konkévnost

DEFINICE 4 (Funkce klesajici). Rekneme, Ze funkce f je klesajici na intervalu I, jestlize pro
v8echna 1, xs € I plati, Ze je-li z1 < xq, potom je f(z1) > f(x2).
DEFINICE 5 (Funkce rostouci). Rekneme, Ze funkce f je rostouci na intervalu I, jestlize pro

vSechna z, s € I plati, Ze je-li x1 < xq, potom je f(z1) < f(x2).

DEFINICE 6 (Funkce konvexni). Rekneme, 7e funkce f(x) je konvexni na intervalu I, jestlize
pro vSechny body z1,x9, 23 € I, které vyhovuji nerovnostem z; < x5 < x3, jsou splnény
nerovnosti

flaz) = f(x) _ flzs) = f(z1) _ flzs) = f(@o)

To — X1 - T3 — I - T3 — T2

Pokud v tomto vzorci zaménime neostré nerovnosti za ostré, dostaneme definici ryze kon-
vexni funkce.

DEFINICE 7 (Funkce konk4vni). Rekneme, 7e funkce f(z) je konkdvni na intervalu I, jestlize
pro vSechny body xy,xs, 23 € I, které vyhovuji nerovnostem x; < x5 < x3, jsou splnény
nerovnosti

flas) = flas) _ flrs) = flan) _ fla2) = fz1)

XT3 — T2 T3 — T To — I

Pokud v tomto vzorci zaménime neostré nerovnosti za ostré, dostaneme definici ryze kon-
kavni funkce.

DEFINICE 8 (Derivace funkce). Méjme danu funkei f(z). Existuje-li limita

N CE)
T—T0 T — o
potom jeji hodnotu nazyvame derivaci funkce f(x) v bodé xy a znacime ji symbolem f’(xg).
Podobné existuje-li limita
lim flz) - f<x0),resp. lim flz) - f(%))
x—mf{ Tr —Zo T—Ty r—Zo

potom jeji hodnotu nazyvame derivaci funkce f(z) v bodé zg zprava, resp. zleva a znacime
je symboly f (x), resp. f ().



VETA 9 (Pravidla pro pocitani s derivacemi). Jestlize funkce f,g maji v bodé zo derivaci
ac €R, md v bodé xy derivaci i soucet, rozdil, soucin a pro g(x) # 0 i podil funkei f,g a
plati:

(f £9)(x0) = f'(z0) £ ¢'(20),
(f9) (o) = f'(z0)g(xo) + f(x0)g' (20),
(i)l (zo) = f'(@o)g (o) — f(xo)g'(xo)’

g*(xo0)

VETA 10 (Derivace slozené funkce). Jestlize funkce f = g(x) md derivaci v bodé g a jestlize
funkce y = f(z) md derivaci v bodé zy = g(xo), md sloZend funkce y = (fog)(z) = f(g(x))
derivaci v bodé xy a plati:

VETA 11 (Monotonie). Necht md funkce f na intervalu I derivaci.

(a) Funkce [ je na I rostouct, je-li f' > 0.
(b) Funkce f je na I klesajici, je-li f' < 0.

VETA 12 (Konvexita, konkavita). Necht md funkce f na intervalu I druhou derivaci.

(a) Funkce f je na intervalu I ryze konvexni/resp. konvexni pravée kdyz, je f” > 0/ resp.
f‘l/ Z 0

(b) Funkce f je na intervalu I ryze konkdvni/resp. konkdvni, prdvé kdyz je f” < 0/ resp.
f// S 0

4. Extrémy

DEFINICE 13 (Lokalni minimum). Rekneme, Ze funkce f mé lokdlni minimum v bodé =,
jestlize existuje prstencové okoli P(z() bodu z( takové, Ze pro vSechna x € P(xg) je splnéna
nerovnost

f@o) < [f(x).

Nahradime-li v nerovnosti neostrou nerovnost za ostrou, dostaneme definici ostrého lokal-
niho minima.

DEFINICE 14 (Lokalni maximum). Rekneme, Ze funkce f méa lokdlni maximum v bodé o,
jestlize existuje prstencové okoli P(zg) bodu zg takové, ze pro vSechna = € P(xg) je splnéna
nerovnost

fwo) = f(x).

Nahradime-li v nerovnosti neostrou nerovnost za ostrou, dostaneme definici ostrého lokal-
niho maxima.



VETA 15 (Stacionarni bod). Ma-li funkce f(x) v bodé xq lokdini extrém a ezistuje-li v tomto
bodé derivace f'(xy), pak plati: f'(xo) = 0. Bod xy budeme nazyvat staciondrni bod.

VETA 16 (Postacujici podminka). Necht funkce f md ve vnitinim bodé xo svého definiéniho
oboru druhou derivaci f"(xg).
(a) Je-li f'(z0) =0 a f"(zo) >0, md fv bodé xy ostré lokdlni minimum.

(b) Je-li f'(xg) =0 a f"(x0) <0, ma f v bodé xy ostré lokdlni mazimum.

. Inflexni body

DEFINICE 17 (Inflexnf bod). Rekneme, 7e funkce f(x) ma v bodé z, inflexni bod, jestlize
se v tomto bodé méni funkce z konvexni na konkévni (nebo z konkévni na konvexni).

VETA 18 (Inflexni bod). Predpokladejme, Ze je f"(x9) = 0 a soucasné f"(zy) # 0. Potom
ma funkce f(x) v bodé zq inflexni bod.

. Asymptoty

DEFINICE 19 (Asymptota). Piimka y = ax+b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim
bodé c, jestlize
lim (f(z) — (ax + b)) = 0.

Tr—cC

VETA 20 (Asymptota). Primka y = ax + b je asymptotou funkce f v nevlastnim bodé c
pravé kdyz plati:

a = lim M
z—c X

b= lim (f(x) — az)

Je-li a = 0, mluvime o tzv. vodorovné asymptoté funkce f.



7. L’Hospitalovo pravidlo

VETA 21 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht je

lim f(x) = lim g(x) = 0,resp. lim |f(z)| = lim |g(z)| = occ.
T—T0 T—I0 T—T0 T—T0

Necht ddle existuje limita
fa)

=0 g'(x)

Potom existuje i limita

lim 42
om0 ()

f(z)
g
a platt

tim L&) L0,

im0 g@)  eom g'(2)

Znéni vety zustavd v platnosti © pro limity v nevlastnich bodech a také pro jednostranné
limaty.

Poznamka: Ve vypoctech se pouziti L’Hospitalova pravidla bude oznacovat symbolem [’H.



Kroky pro reseni prubéhu funkce

1. Urcete defini¢ni obor funkce f(z).
2. Spocitejte priseciky se souradnicovymi osami x a y.

3. Urcete, jestli je funkce f(z) sudé nebo licha.
Pokud funkce bude suda, tak jeji graf bude soumérny podle osy y. Kdyz bude licha, graf
funkce bude soumérny podle poc¢atku soustavy souradné.

4. Spocitejte limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

5. Spocitejte prvni derivaci funkce f(z).
Vypoctem rovnice f'(x) = 0 ziskdme stacionarni body.
Pomoci nulovych bodt prvni derivace uréime intervaly monotonie (v jakych intervalech je
funkce f(z) klesajici ¢ rostouct).

6. Spocitejte druhou a t¥eti derivaci funkce f(z).

Pomoci nulovych bodt druhé derivace ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti. V bodg,
kde se bude funkce f(x) ménit z konkévni na konvexni (¢i opacné) bude inflexni bod.

Pomoci druhé derivace zjistime, jestli je ve stacionarnim bodeé lokalni minimum ¢i maximum.
7. Urcete asymptoty funkce f(x).
Asymptotou je rovnice y = ax + b, jejiz koeficienty lze urcit nasledovné:

a= lim M

r—t+oo I

b= lim (f(z)— ax).

r—+o0

8. Zakreslete graf funkce f(z) do soustavy soufadné.

Pozndmka: Ve vétsiné piipadt staci pfi feSeni pribéhu funkce f(x) méné kroki pro uréeni grafu
funkce f(z) a jeho zakresleni do soustavy soutadné.



1. ULOHA 1

1 Uloha 1

1.1 Pristup vybiraci

Vysetiete pribéh funkce
f(z) =2 + 3.

Na obrazcich jsou grafy 1-6, které jsou kandidaty na graf vySetfované funkce. Postupnymi
vypocty zjistime, ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je vyradime.
Takto budeme pokracovat dokud nam nezbude graf vysledny.
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Obrazek 1: Funkce 1 Obrazek 2: Funkce 2
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Obrézek 3: Funkce 3 Obrézek 4: Funkce 4



1. ULOHA 1
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Obréazek 5: Funkce 5 Obréazek 6: Funkce 6

1. Defini¢ni obor:

D; =R

2. Pruseciky funkce f(x) se souradnicovymi osami:

e Prisecik s osou y:

y=0"+3-0
y=0
Soutadnice pruseciku funkce f(z) s osou y jsou [0, 0].

e Prusecik s osou z:

0=2z%+3z
0 =z(z® + 3)
=0 nebo z24+3=0

Soufadnice priiseciku funkce f(z) s osou z jsou [0, 0]. Rovnice 22 + 3 = 0 nemé feseni.
3. Lichost a sudost
Vo € R; f(—2) = (—2)® + 3(—2) = —(2° + 32) = — f(2)
Funkce f(x) je lich4, tedy jeji graf je soumérny dle poc¢atku soustavy soufadné.

(viz definice 3).

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) je licha, tak vidime, Zze Funkce 6 této vlastnosti neod-
povidé, protoze je suda (graf funkce soumérny dle osy y). Proto ji z navrhovanych funkei
vyradime.



1. ULOHA 1
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Obréazek 11: Funkce 5

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

lim (2° + 3z) = lim 2° (1 + %) = 00
T

T—00 T—00

lim (2% +37) = lim 2° (1 + %)1 = —00
T——00 T——00 €T 0




1. ULOHA 1

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) mé limitu pro £ — oo rovnu nekonecnu a pro x — —oo
rovnu minus nekonec¢nu, tak vidime, ze Funkce 4 témto vlastnostem neodpovida, protoze
ma limitu pro z — oo rovnu minus nekone¢nu a pro x — —oo rovnu nekonec¢nu. Proto ji z
navrhovanych funkci také vyradime.
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1. ULOHA 1

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body
f'(x) =32 +3
Dy =R
fl(r)=0&32>+3=0

Tato rovnice nemé feSeni, tudiz funkce f(z) nem4 stacionarni body, a protoze zaroven
existuje na celém definiénim oboru, tak funkce f(z) nemé extrémy (viz véta 15).

e Intervaly monotonie

V tomto ptipadé plati, pokud pro libovolné x je f'(x) > 0, funkce je rostouci na celém
defini¢nim oboru (viz véta 11).

6. Druhd a treti derivace:

e Inflexni body

f"(z) = 6x
Df// =R

f"(x)=0&62=0
z=0

7"() =6
£"(@) #0

Protoze je druhé derivace rovna 0 pro x = 0 a tfeti derivace je v tomto bodé nenulova,
tak je v bodé 0 inflexni bod (viz véta 18). Jeho soutadnice jsou [0, 0].

12



1. ULOHA 1

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) (0, 00)
6x — +

konkavni | konvexni

ARRV

Tabulka viz véta 12.

V bodé 0 se funkce f(x) méni z konkavni na konvexni, tudiz v bodé 0 je inflexni bod
(viz definice 17).

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) je na intervalu (—oo,0) konkdvni a na intervalu
(0,00) konvexni, vidime, Ze Funkce 2 témto vlastnostem neodpovida, protoze je na
intervalu (—o0,0) konvexni a na intervalu (0,00) konkavni. Proto ji z navrhovanych
funkci také vyradime.
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Obrazek 16: Funkce 1 Obrazek 17: Funkce 3
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1. ULOHA 1
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Obréazek 18: Funkce 5

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Nema ji smysl Fesit, protoze funkce nema stacionarni bod (viz véta 16).

7. Asymptoty
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urc¢ime koeficienty a, b.

3 3(14+ 3
a= limM: limﬂ: limM: lim x2<1+—>:oo
x

r—+oo I xr—r+00 x r—+o0 x r—+o0

b= lim (f(z)— ax)

T—F00

Funkce f(x) nemd asymptoty (viz definice 19 a véta 20).

Vzhledem k tomu, ze funkce f(z) nema asymptoty, tak z navrhovanych funkci vyfadime
Funkeci 5, protoze ma dvé sikmé asymptoty.
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Obrazek 19: Funkce 1 Obrazek 20: Funkce 3
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1. ULOHA 1

8. Graf funkce f(z):

Pro uréeni spravného grafu funkce f(z) si musime uvédomit, ze prvni derivace funkce v
bodé uréuje smérnici te¢ny v tomto bodé. Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce f(x) v bodé
0 se rovna tiem, tedy

f1(0) =3,
tak z navrhovanych funkci vyfadime Funkci 1, protoze prvni derivace v bodé 0 je u této
funkce rovna nule, a proto jeji graf priléha k ose x.

|

|

Obréazek 21: Funkce 3 - vysledny graf funkce f(x)
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1. ULOHA 1

1.2 Pristup tvorivy

Vysetiete pribéh funkce
f(z) =2° + 3.

1. Defini¢ni obor:

D;=R

2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:

e Prisecik s osou y

y=0"+3-0
y=10
Soufadnice pruseciku funkce f(z) s osou y jsou [0, 0].

e Prisecik s osou z

=234 3z
0 =z(2*+3)
=0 mnebo z243=0

Soutadnice priise¢iku funkce f(x) s osou z jsou [0,0]. Rovnice 2% + 3 = 0 nem4 FeSeni.

Obrézek 22: Pruseciky funkce f(z) se soutadnicovymi osami

3. Lichost a sudost:
Vz € R; f(—z) = (—2)® + 3(—2) = —2® — 32 = —(2* + 32) = — f(2)

Funkce f(z) je licha, tedy jeji graf je soumérny dle pocatku soustavy soutadné, protoze
f(—=z) = —f(x) (viz definice 3).

16



1. ULOHA 1

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:
. 3 . 3 3
lim (z° +32z) = lim « (1+—2>—oo
T—00 T—00 x
. 3 . 3 3
lim (2°+3z) = lim « (1 + —2> = —00
T—>—00 T——00 xXr

Co nam rikaji:
e Pokud hodnota x roste do nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce roste také do

nekonecna.

e Pokud hodnota = jde do minus nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde také
do minus nekonecna.

Obrazek 23: Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani

(f £9)(z) = f'(x) £ g'(x)

Tabulka viz véta 9.

fl(x) = (2® + 32) = 32* + 3
Dy =R

Plati f'(x) = 0 pravé tehdy, kdyz 32> + 3 = 0.

Tato rovnice nema FeSeni, tudiz funkce f(z) nema stacionarni body, a protoze zaroven
existuje na celém defini¢nim oboru, tak funkce f(x) nemé extrémy (viz véta 15).

17



1. ULOHA 1

e Intervaly monotonie

V tomto pfipadé plati, pokud pro libovolné z je f’(x) > 0, funkce je rostouci na celém
definiénim oboru (viz véta 11).

Obréazek 24: Monotonie funkce f(x)

6. Druhé a tfeti derivace:

e Inflexni body

Pouzité vzorce pro derivovani

(f£9)(z) = f'(z) £g'(x)
Tabulka viz véta 9.

f(z) = (32* +3)' = 6z
Df// - R

Plati f”(z) = 0 pravé tehdy, kdyz 6 = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

6x =0

=0
f"(z) = (62)" =6
(@) #0

Protoze je druha derivace rovna 0 pro x = 0 a tieti derivace je nenulova, tak je v bodé
0 inflexni bod (viz véta 18). Dosazenim do predpisu funkce f(z) dostaneme y-ovou
soufadnici, kterd je v bodé 0 rovna 0.

18



1. ULOHA 1

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) (0, 00)
6x — +

konkavni | konvexni

ARV

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (—oo,0) konkdvni a na intervalu
(0, 00) konvexni (viz véta 12).

V bodé 0 se funkce f(z) méni z konkavni na konvexni, a proto je v bodé 0 inflexni bod
(viz definice 17).

\

Obrazek 25: Konvexnost a konkavnost funkce f(x)

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum

Nema4 ji smysl Fesit, protoze funkce nema stacionarni bod (viz véta 16).

7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urc¢ime koeficienty a, b.

3 3 1 3
a= lim@: limﬂ: limmz lim 332(1—{—1):00
x

r—too I r—+o00 x r—+o0 x r—+o00
b= lim (f(z)— ax)

T—F00

Funkce f(z) nemé asymptoty, protoze a = oo (viz definice 19 a véta 20).

19



1. ULOHA 1

8. Graf funkce f(z):

-5 a 3 2 1 /

N/
[\ /]

|

Obrazek 26: Vysledny graf funkce f(x)

Kdyz budeme kreslit graf funkce f(z) musime si uvédomit, Ze prvni derivace funkce v bodé
urcuje smeérnici teCny v tomto bodé. Vzhledem k tomu, ze plati

fl(o) = 37

tak funkce f(z) nepfiléha k ose z.
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2. ULOHA 2

2 Uloha 2

2.1 Pristup vybiraci

Vysetiete pribéh funkce
2
41
xTr) = .
Na obrazcich jsou grafy 1-5, které jsou kandidaty na graf vySetfované funkce. Postupnymi
vypocty zjistime, ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je vyradime.
Takto budeme pokracovat dokud ndm nezbude graf vysledny.
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Obréazek 27: Funkce 1 Obréazek 28: Funkce 2
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Obrazek 29: Funkce 3 Obrazek 30: Funkce 4
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2. ULOHA 2

Obréazek 31: Funkce 5

1. Defini¢ni obor:

Df:R\{_lvl}

2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:

e Priisecik s osou y

_0P+1
021
y=-1

Soufadnice pruseciku funkce f(x) s osou y jsou [0, —1].
e Priisecik s osou x
2?2 +1

2 _
x2_1<:>:l: +1=0

0=

Tato rovnice nemé feSeni, funkce f(x) tedy neméd prusecik s osou z.

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) mé jeden prusecik se soufadnymi osami, tak vidime, Ze
Funkce 4 této vlastnosti neodpovida, protoze jich ma vice. Proto ji z navrhovanych funkci
vyradime.
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SRRYZNREY. \
N\ \ / \
\\ / \ // // \
N~ N—" //
[ LA
[ L
M &
Obrazek 32: Funkce 1 Obrazek 33: Funkce 2
I |
| VA /
S\ AN ) \
7 \ / S N
L [

Obrazek 34: Funkce 3 Obrazek 35: Funkce 5

3. Lichost a sudost:

Vr € R; f(—z) = 5:324——1:;1—1:“:}6)

Funkce f(z) je suda, tedy jeji graf je soumérny dle osy y (viz definice 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

2 2 1 1
lim x2+1 = lim m2 (1+ 112) lim (1+x12) 1
2 2 1 1
e x(1+x2): - (1”2):1
B TT T (1 ) e (1 )
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i ?+1 [2]
et z2— 1 |0T] O
Y ?+1 _
emim22— 1 |0-]
" x2+1__2 B
v 2 —1 |o-|
. 2+ 1

im =|—| =
z—s—1-x2 —1 0 >0

Vzhledem k tomu, ze limita pro z — +o00 je rovna jedné, tak vidime, ze Funkce 1 témto
vlastnostem nevyhovuje, protoze jeji limita pro x — oo je rovna nekonec¢nu a limita pro
x — —0oo je rovna minus nekonec¢nu. Proto ji z navrhovanych funkci také vyradime.

1 \ I
/ a \ / \
/ \ 4R AR

/ \\ Ve \ / N

/j
i
b

Obrazek 36: Funkce 2 Obrazek 37: Funkce 3

il
il
|

\
|
|
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Obrazek 38: Funkce 5

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

_ 2z(2® — 1) —2z(2* + 1) —4z

o w1 w1
Dy =B\ {-1,1)

flx)=0& —42=0

=0
V bodé 0 je stacionarni bod (viz véta 15). Jeho soufadnice jsou [0, —1].

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) mé jeden stacionarni bod, tak vidime, Ze Funkce 3
témto vlastnostem neodpovida, protoze ma vice stacionarnich bodi. Proto ji z navr-
hovanych funkeci také vyradime.

[ 5 \

/ \ I'
/ \ |
/ N / \

il
il
|

Obrazek 39: Funkce 2 Obrazek 40: Funkce 5
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e Intervaly monotonie

(—o0,—1) | (-=1,0) | (0,1) (1,00)

rostouci | rostouci | klesajici | klesajici

Tabulka viz véta 11.

6. Druhé a treti derivace:

e Inflexni body

() = —4(2* — 1) — (—4x) - 2(z* — 1) - 2x

1
 —Aa? + 441627 4(32% +1)
B (2 —1)3 (22 —1)3

Dy =R\ {~1,1}

f'(r) =043z +1) =0
Tato rovnice nemé4 feseni.

Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné z, pro které plati f”(xy) = 0, tak nema smysl
fesit tieti derivaci (viz véta 18).

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—OO,—l) (_171) (1700)
22
e + - +

konvexni | konkévni | konvexni

VAFARRY

Tabulka viz véta 12.

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) nema inflexni bod (viz definice 17) ,protoze v bodech
—1 a1 funkce f(z) neni definovana, tak vidime, ze Funkce 2 této vlastnosti neodpovida,
protoze ma inflexni bod. Proto ji z navrhovanych funkci také vyradime.
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Obrazek 41: Funkce 5
e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoze je f”(0) = —4 < 0, tak je v bodé 0 ostré lokalni maximum.

7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Ur¢ime koeficienty a, b.

241 (14 3 1+
a= lim leim %: im M—“f):lim (
z—t+oo I r—+o00 :L'(:L‘ — ]_) z—+oo 3 (]_ — ?) r—too (]_ —
2?41

b= lim (f(z)—azx)= lim

r—r+oo r—r+o00 332 —1 o

1

Funkce f(z) méa vodorovnou asymptotu y = 1 (viz Definice 19 a Véta 20).

Obréazek 42: Funkce 5 - vysledny graf funkce f(x)
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2.2 Pristup tvorivy

Vysetiete pribéh funkce

22+ 1
x?2—1

1. Defini¢ni obor:

Dy =R\ {11}

Obrazek 43: Svislé asymptoty

2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:

e Prisecik s osou y

_02+1
Y=
y=—1

Soufadnice priise¢iku funkce f(x) s osou y jsou [0, —1].
e Prisecik s osou x

_:U2—|—1
21

0 S241=0

Tato rovnice nemd FeSeni, funkce f(z) tedy nema priseéik s osou x.
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Obréazek 44: Pruseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami

3. Lichost a sudost:

(—z)*+1 2°4+1
(—2)2 -1 22—-1

Vo € R; f(—x) = f(z)

Funkce f(x) je sudé, tedy jeji graf je soumérny dle osy y, protoze f(—z) = f(z)
(viz definice 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

2 2 1 1
lim x2+1zlimwzlim <1+“f):1
2 2 1 1
im 21— i w: lim (1+“f):1
z——oo 4 — 1 z——00 T2 (1—06—2) T——00 (1—1—2)
y x2+1__l__
xlgl* 2 —1 - _0+_ -
2?2+1
lim — =|—|=—-
r—1- x4 —1 _0 ]
i Tl [2]
eomb 221 |0-]
y ?+1 (2]
oomi- 22— 1 [or]

Co nam rikaji:
e Pokud hodnota x roste do nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde k 1.
e Pokud hodnota = jde do minus nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde k 1.

e Pokud hodnota z jde k 1 zprava, tak funkéni hodnota této funkce roste do nekonecna.

e Pokud hodnota x jde k 1 zleva, tak funkéni hodnota této funkce jde do minus
nekonecna.
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e Pokud hodnota x jde k —1 zprava, tak funkéni hodnota této funkce jde do minus
nekonecna.

e Pokud hodnota z jde k —1 zleva, tak funkéni hodnota této funkce roste do nekonecna.

Obrazek 45: Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(f£9)(x)=["(z) £ g'(z)
([)' (2) = f'(@)g(x) — f(z)g'(x)

g 9*(z)
Tabulka viz véta 9.

fo) — (xi) @ 1) - (@1

w12
C 2z(a*—1)—2x(2®+1)  22° —2x— (22° 4 2x)
B (22 —1)2 B (22 —1)2

228 — 22 —22° —2x Az

B (22 —1)2 (22— 1)2

Dy =R\ {-1,1}
Plati f'(z) = 0 pravé tehdy, kdyz —4z = 0. Resenim této rovnice dostévime:

—4r =0
x=0

Stacionarnim bodem je 0. Dosazenim do predpisu funkce f(z) dostaneme y-ovou sou-
fadnici, ktera je pro bod 0 rovna —1 (viz véta 15).
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e Intervaly monotonie

(—o0,—1) | (—1,0) (0,1) (1,00)
—4x + + — —
(z* —1)? + - + +
rostouci | rostouci | klesajici | klesajici
/! / N\ N\

Dle tabulky vidime, ze funkce f(x) je na intervalech (—oo, —1) a (—1,0) rostouci a na
intervalech (0, 1) a (1, 00) klesajici (viz véta 11).

Obréazek 46: Monotonie funkce f(x)

6. Druha a treti derivace:

e Inflexni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(f£9)(x)=["(z) £ g'(z)
(f(g(2))) = f"(9(x))g'(x)

A\ f@)g(x) — fz)g ()
(5) 0=
Tabulka viz véta 9 a 10.
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Plati f”(z) = 0 pravé tehdy, kdyz 4(3z2 + 1) = 0. Tato rovnice nemé FeSeni.

f'(@) =

)? = () ((=* — 1))

() - ==

(=1

—4(2? = 1)? — (—4x) - 2(2* = 1) - (22 = 1)

—4(2? = 1) — (—4z) - 2(2* = 1) - 22

@~ 1

A2 - 1)2 + 1623 (2 — 1)

(22 — 1)(—4(2* — 1) + 162?)

@ =1y

—42% + 4 + 1622

(22

— 1)

1227 +4 4(322 +1)

-1y

Dy =R\ {~1,1}

(=17

@17

@ =1

Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné x, pro které plati f”(xy) = 0, tak nema smysl
fesit tieti derivaci (viz véta 18).

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

\/

A

(_007_1) (_171) (LOO)
4(3z% 4+ 1) + + +
(¢ —1)° + - +
4(3z%+1)
P + - +
konvexni | konkavni | konvexni

\/

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (—oo, —1) konvexni, na intervalu
(—1,1) konkavni a na intervalu (1, co) konvexni (viz véta 12).

Funkce f(x) se v bodé —1 méni z konvexni na konkdvni a v bodé 1 s konkdvni na
konvexni, v téchto bodech ale inflexni body nejsou, protoze v nich funkce f(z) neni
definovana.
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Obréazek 47: Konvexnost a konkavnost funkce f(x)

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum

Protoze je f”(0) = —4 < 0, tak je v bodé 0 ostré lokalni maximum (viz véta 16).
7. Asymptoty:

Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Uréime koeficienty a, b.

2241 2 2
. flz) . 2 , ¥ +1 .ot +1
a= lim —= = lim = lim ———— = lim =
z—too T z—+oo I x—+oo x(;(;z — 1) z—too 13 — 1
2 1 1
z” (1+ : 1+
T e ) I e -
z—+oo 3 (]_ — ﬁ) r—too ( — ?>

r—r+o00 r—r+o0 1‘2 —1

241 241
b= lim (f(z)—azx)= lim <$ i —O-w): lim ~ i =1

Vzhledem k tomu, ze ¢ = 0 a b = 1, funkce f(x) mé vodorovnou asymptotu y = 1 (viz
definice 19 a véta 20).

Obrazek 48: Vodorovna asymptota y = 1
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8. Graf funkce f(z):

Obréazek 49: Vysledny graf funkce f(x)
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3 Uloha 3

3.1 Priistup vybiraci

Vysetiete pribéh funkce
1—a3
fla) =
Na obrazcich jsou grafy 1-6, které jsou kandidaty na graf vySetfované funkce. Postupnymi
vypocty zjistime, Ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je vyradime.
Takto budeme pokracovat dokud ndm nezbude graf vysledny.

”// \\ I*
\ N

—
L —

//

Obrézek 50: Funkce 1 Obrézek 51: Funkce 2

1
N /j\\ ]
\

A

\
Obrazek 52: Funkce 3 Obrézek 53: Funkce 4
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\ [ s

——
—
IS n
—
|

| 1\
| 1\

\
Obrazek 54: Funkce 5 Obrézek 55: Funkce 6

0
2 -1 ) 2 3 4 5 el A -1 0 2
-1 =
-2 \ = \
-3
4
5

1. Defini¢ni obor:

Dy =R\ {0}

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) neni definovana v bodé 0, tak vidime, ze Funkce 1 této

vlastnosti neodpovida, protoze jeji defini¢ni obor jsou vSsechna realna ¢isla. Proto ji z navr-
hovanych funkci vyradime.

\ i) \ [
A\ \ N
N\ \ l

\ v \J |

e —
e

AN
\\\ \
\
\
Obrazek 56: Funkce 2 Obrazek 57: Funkce 3
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\ L
|

I
|

Obrézek 58: Funkce 4 Obrézek 59: Funkce 5

—-—.N_-
B

Obrazek 60: Funkce 6

2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:

e Prisecik s osou y:
Funkce f(x) prusecik s osou y nemé, protoze = # 0.
e Prisecik s osou z:

1— a8

0= 5 S1-—22=0
T

=1

r=1

Soufadnice pruseéiku funkce f(z) s osou z jsou [1,0].
Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) mé prisecik o soufadnicich [1, 0], tak vidime, Ze Funkce

2 této vlastnosti neodpovida, protoZe jeji prusecik ma soutadnice [2,0]. Proto ji z navrho-
vanych funkci také vyradime.
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—

b rs n
I

—

\J \J

[
T

Obrézek 61: Funkce 3 Obrézek 62: Funkce 4
\ | s

|
\ 1
\/ \ / |\
\ 1\
5 4 3 2 1 0 \ 2 3 4 5 2

I R
A S

i
|

Obrézek 63: Funkce 5 Obrézek 64: Funkce 6
3. Lichost a sudost:
1—(—z)* 1423
Vr € R; f(—z) = —0)? =

Funkce f(z) neni suda ani licha (viz definice 2 a 3).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

1—a? 23 (& —1 1
lim f :lim(””3—2):limx<—3—1)=—oo
Tr—r00 €T Tr—r00 T Tr—r00 €T
1— a3 (5 —1 1
lim f = lim #: lim $<—3—1):oo
Tr—r—00 €T Tr—r—0o0 €T Tr—r—00 €T
1—23 1
lim A T 00
z—0t 1'2 0t
I 1—a3 1
im =|—| =00
r—0— X2 0+

Vzhledem k tomu, Ze limita funkce f(x) pro z — —oo je nekoneé¢no, tak vidime, Ze Funkce
6 této vlastnosti neodpovida, protoze jeji limita pro x — —oo je 0. Proto ji z navrhovanych
funkci také vyfradime.
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—
b rs n
E—
[
—

\J \J

[
[

A

\

Obrazek 65: Funkce 3 Obrézek 66: Funkce 4
\ | s

1
\
1
|

Obrazek 67: Funkce 5

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

32?2 2? —(1—2%) -2 —=3a*—20+22* —a'-22
f/(x) = x4 = x4 = x4 =
—x3 =2
Dy =R\ {0}

flr)=0& —2°—-2=0
= =2
r=+/-2

r= 3

V bodé —+/2 je stacionarni bod (viz véta 15). Jeho soutadnice jsou [—+/2; 1,89)]
(y-ova soutadnice je zaokrouhlend).
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Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) mé jeden stacionarni bod, tak vidime, ze Funkce 3
této vlastnosti neodpovidé, protoze ma vice stacionarnich bodt. Proto ji z navrhova-

nych funkci také vyradime.

I
|

Obréazek 68: Funkce 4

e Intervaly monotonie

\

| sl

a4

Obrazek 69: Funkce 5

(_007_\3/5) <_\?/§7 0) (0700)
733;372 o + _
klesajici rostouci | klesajici
Tabulka viz véta 11.
6. Druhd a tfeti derivace:
e Inflexni body
—32% 2% — (= —2)-32*  —32°+32° 462> 62° 6

f() =
Dy =R\ {0}

26

f'(x)=0s6=0

Tato rovnice nem4 resSeni.

Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné o, pro které plati f”(xy) = 0, tak nemé smysl

Tesit tieti derivaci (viz véta 18).
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e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) | (0,00)
et + +

konvexni | konvexni

VARV

Tabulka viz véta 12.

Vzhledem k tomu, ze funkce f(z) nema inflexni bod (viz definice 17), tak vidime, ze
Funkce 5 neodpovidé této vlastnosti, protoze mé inflexni bod o soufadnicich [1,0].
Proto ji z navrhovanych funkci také vyradime.

|
N

Obrazek 70: Funkce 4

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoze f”(—+/2) = 2,38 > 0, tak m4 funkce f(z) v bodé —+/2 ostré lokalni minimum
(viz véta 16).
7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Ur¢ime koeficienty a, b.
1— a3 (%5 — 1
am i A0 g 2, e (——1) =1

r—t+oo I xr—+o00 1‘3 r—+oo 1‘3 xr—+o00

1—a3 1 — 3 3
b= lim (f(z)—azx)= lim ( ! +x): lim R A

r—+o0 r—Foo 3;'2 r—to00 ;132
1
= lim — =0
z—+oo 12
Funkce f(x) ma sikmou asymptotu y = —z (viz definice 19 a véta 20).
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Obrazek 71: Funkce 4 - vysledna funkce f(x)
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3.2 Priistup tvorivy
Vysetiete pribéh funkce

1. Defini¢ni obor:

Dy =R\ {0}

Obrazek 72: Svisla asymptota

2. Pruseciky funkce f(x) se souradnicovymi osami:

e Prisecik s osou y
Funkce f(x) prusecik s osou y nemé, protoze = # 0.

e Prusecik s osou

1— 3
0=—"&1-a=0
T
=1
r=1

Soufadnice pruseciku funkce f(z) s osou z jsou [1,0].
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Obréazek 73: Pruseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami

3. Lichost a sudost:

Vo € R; f(—z) = : z_(;)f)?) - - —;—m ) _ 1;:::

Funkce f(x) neni sudé ani licha, protoze f(—x) # f(x) ani f(—x) # —f(x)
(viz definice 2 a 3).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

1_3 3#_1 1
lim leimwzlimx<——1):—oo

r—oo 12 T—00 T2 T—00 3

lim 1—2x3: lim w: lim x(%—l):oo
T——00 I T——00 T T——00 T

tim L2 [i] ~

z—0t+ 22 0+

lim L-a = [i] = 00

z—0~ x2 0+

Co nam rikaji:
e Pokud hodnota x roste do nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde do minus
nekonecna.

e Pokud hodnota z jde do minus nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce roste do
nekonecna.

e Pokud se hodnota x blizi k 0 zpravae, tak funkéni hodnota této funkce roste do
nekonecna.

e Pokud se hodnota x blizi k 0 zleva, tak funkéni hodnota této funkce roste do neko-
necna.
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Obrazek 74: Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(f£9)(x)=["(z) £ g'()
([)' (2) = f'(@)g(x) — f(z)g'(x)

g 9*(z)
Tabulka viz véta 9.

x4 x

11— x3)/ (=2 - (1—-2)(2?) 3% —(1—-2°) 2z
x? B

i = (

3t — (20— 22Y)  3at =20+ 22" —a2' -2 w(—2®-2)
o T4 o T4 o T4 o T4 o
B )
3
Dy =R\ {0}

Plati f'(z) = 0 pravé tehdy, kdyz —z3 — 2 = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

—2°—2=0
= =2
r =2

v = -

Stacionarnim bodem je —+/2 (viz véta 15). Dosazenim do pfedpisu funkce f(x) dosta-
neme y-ovou soufadnici, ktera je v bodé —+/2 rovna piiblizné 1,89.
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Obrézek 75: Stacionarni bod

e Intervaly monotonie

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (—oo, —+v/2) klesajici, na intervalu

(—o0,—¥2) [ (=¥2,0) | (0,0)
—x3 -2 + - —
23 - - +
_13;3_2 _ + o
klesajici rostouci | klesajici
e / e

(—+/2,0) rostouci a na intervalu (0, 00) klesajici (viz véta 11).

Obrazek 76: Monotonie funkce f(x)
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6. Druha a treti derivace:

e Inflexni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(f £9)(x)=f(z) £ g (z)
(j)' (2) = f'(@)g(x) — f(z)g'(x)

g 9*(z)
Tabulka viz véta 9.

() = <—x3 — 2>/ B (—x3 = 2)'23 — (=23 — 2)(23)
—3x? - x% — (=23 —2)- 322 —32° — (—32° — 62?)
26 - 26
—32° + 32° +62°  62® 6
6 o6 T gt

3 26

Dy =R\ {0}

Plati f”(x) = 0 pravé tehdy, kdyz 6 = 0. Tato rovnice nem4 FeSeni.
Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné ¢, pro které plati f”(xy) = 0, tak nema smysl
fesit tieti derivaci (viz véta 18).

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) (0, 00)

6 + +
zt + +
5 + +

konvexni | konvexni

VARV

Dle tabulky vidime, ze funkce f(z) je na intervalech (—o0,0) a (0,00) konvexni (viz
véta 12).

Funkce f(x) nemd inflexni bod, protoze nemé bod, ve kterém se méni z funkce konkavni
na konvexni (nebo naopak)(viz definice 17).
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Obréazek 77: Konvexnost a konkavnost funkce f(x)

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoze f”(—v/2) = 2,38 > 0, tak mé funkce f(z) v bodé —+/2 ostré lokalni minimum
(viz véta 16).
7. Asymptoty:

Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Uréime koeficienty a, b.

1—z3 3 3 /(1
1—x 0 (5 —1
2 . 3
a= 1 —f< )— 1 — = lim = lim (’” ) =
r—+oo I r—t+oo I xr—+00 :L'g r—+o00 :L'g

r—r+o0 r—r+o00 ,132 J}Q
1—a?+2° 1
= lim ———— = lim — =0
r—+o0o :L'Z r—+o0 332
Po dosazeni do predpisu y = ax + b ziskdme Sikmou asymptotu y = —z (viz definice 19 a

véta 20).
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3. ULOHA 3

8. Graf funkce f(z):

Obrézek 78: Sikmé asymptota

Obrazek 79: Vyslednda funkce f(x)
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4. ULOHA 4

4 Uloha 4

4.1 Pristup vybiraci
Vysetiete pribéh funkce

a2

fla) = e,

Na obrazcich jsou grafy 1-5, které jsou kandidaty na graf vySetfované funkce. Postupnymi

vypocty zjistime, ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je vyradime.
Takto budeme pokracovat dokud nam nezbude graf vysledny.

Obrazek 80: Funkce 1 Obrazek 81: Funkce 2

s /r\\ . 7N\
o / [N ./

3 [\

2 N/

N\ / / /
— T \\_

Obrazek 82: Funkce 3 Obrazek 83: Funkce 4
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Obréazek 84: Funkce 5

1. Defini¢ni obor:
Dy=R
2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:
e Prisecik s osou y
Y= =1

Soufadnice pruseéiku funkce f(z) s osou y jsou [0, 1].

e Prisecik s osou z

/ o v, ~ . — 2 sy N~ s
Funkce f(x) nema prisecik s osou x, protoze rovnice 0 = e~*" nemé feSeni.
Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) nemé prisecik s osou z, tak vidime, Ze Funkce 1 této vlast-

nosti neodpovida, protoze pruseciky s osou x ma. Proto ji z navrhovanych funkci vytadime.

5 5
4 \ /
3 3
’ N /
0 0
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

1 -1
2 2
3 3
4 4
5 5

Obrazek 85: Funkce 2 Obrazek 86: Funkce 3
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Obrézek 87: Funkce 4 Obrézek 88: Funkce 5

3. Lichost a sudost:
Ve € R; f(—z) = L f(z)
Funkce f(x) je sudé, tedy jeji graf je soumérny dle osy y (viz definice 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:
2 .1

lime™ = lim — =0

T—00 z—o00 e

) 2 .

lim e = lim — =0
T——00 z——00 ¥

Vzhledem k tomu, Ze limita funkce f(x) pro z — 400 je rovna nule, tak vidime, ze Funkce 3
témto vlastnostem neodpovida, protoze jeji limita pro x — 400 je rovna nekonecnu. Proto
ji z navrhovanych funkci také vytradime.

5 VAR . TN

,, [\ ./

~—_
"
S~

Obrazek 89: Funkce 2 Obrazek 90: Funkce 4
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Obréazek 91: Funkce 5

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

f(z) = =2z~
Dy =R

Flz)=0e —2z¢ =0

=0 nebo —2¢% =0

Funkce f(x) ma v bodé 0 stacionarni bod (viz véta 15). Jeho soutadnice jsou [0, 1].
Rovnice —2e** = () nemé FeSen.

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) ma jeden stacionarni bod, tak vidime, Ze Funkce 4,

této vlastnosti neodpovidé, protoze ma vice stacionarnich bod. Proto ji z navrhova-
nych funkci také vyradime.

a3



4. ULOHA 4

-5

Obrazek 92: Funkce 2 Obrézek 93: Funkce 5

e Intervaly monotonie

(—00,0) | (0,00)
—2ze™® + —

rostouci | klesajici

Tabulka viz véta 11.

6. Druhé a treti derivace:

e Inflexni body

f(z) = =27 4 (=2z) - (—2we ™) = =27 4+ 4a?e™™ =277 (22° — 1)
Df// - R

() =0& 2 (22 —1) =0
222 - 1=0 nebo 2 =0

1
2 -
Ty
1
r=4+—
V2
Rovnice 2¢~%° = 0 nema4 feseni.

F(@) =2 (=20 ) (222 = 1) + 27 4z = —dze ™ (227 — 1) 4+ 8ze™* =

= 8zt +dze™ +8xe " = =828 + 12z¢" = dwe ™ (3 — 227?)
i (%) =343 a f" <—%> = 3,43
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4. ULOHA 4

Protoze je druhd derivace rovna 0 pro x = j:\/i5 a treti derivace je v téchto bodech

nenulova, tak v bodech % a _\/Li jsou inflexni body (viz véta 18). Jejich soufadnice

jsou [\%;0,61} a [—\%;0,61} (y-ové soufadnice jsou zaokrouhlené).

Intervaly konvexnosti a konkavnosti

1 11
(_"O’ _75> (‘757 75)
2e~*" (222 — 1) + — +

konvexni konkavni | konvexni

VENARRY

Tabulka viz véta 12.

Protoze se v bodé —\/ig méni funkce f(x) z konvexni na konkavni a v bodé \/Ai z konkavni
na konvexni, tak jsou tyto body inflexni (viz definice 17).
Vzhledem k tomu, ze funkce f(z) mé inflexni body v bodech :I:LQ, tak vidime, ze

Funkce 5 témto vlastnostem neodpovida, protoze méa inflexni body priblizné v bodech
+3,5. Proto ji z navrhovanych funkci vyradime.

Obréazek 94: Funkce 2
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4. ULOHA 4

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum

Protoze je f”(0) = —2 < 0, tak je v bodé 0 ostré lokalni maximum (viz véta 16).

7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urc¢ime koeficienty a, b.

2
_x 1
a= lim @ = lim ¢ = lim =0
z—+oo I rz—+oo0 I rz—+o0 re’t

Funkce f(x) ma vodorovnou asymptotu y = 0 (viz definice 19 a véta 20).

Obréazek 95: Funkce 2 - vysledny graf funkce f(x)

26
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4.2 Pristup tvorivy
Vysetiete pribéh funkce

1. Defini¢ni obor:
D;=R
2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:
e Prisecik s osou y
y=e"=1

Soufadnice pruseciku funkce f(x) s osou y jsou [0, 1].

e Prisecik s osou

1.2

Funkce f(x) nema prisecik s osou x, protoze feSeni rovnice 0 = e~*" neexistuje.

Obrazek 96: Pruseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami

3. Lichost a sudost:
Vo e R; f(—z) = e " =% = f(x)

Funkce f(x) je sudé, tedy jeji graf je soumérny dle osy y, protoze f(—z) = f(z)
(viz definice 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

22

lime™ = lim — =0

T—00 z—o0 e¥

. 2 ) 1

lim e = lim — =0
T——00 r——00 e¥

Co nam rikaji:
e Pokud hodnota z roste do nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde k 0.

e Pokud hodnota x jde do minus nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde k 0.
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4. ULOHA 4

Obrazek 97: Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani

(f(g9(x))) = f'(g(z))d (x)
Tabulka viz véta 10.

flla)= (™) =e* (=22 = e (-22) = —2ze*

Dy =R

Plati f'(z) = 0 pravé tehdy, kdyz —2z¢7*" = 0. Regenim této rovnice dostéavame:

—9xe ™ =)
—22=0 nebo e =0
z=0

~ . — 72 s v % ;- . , ’ , v .
ProtoZe rovnice e~*" = 0 nema4 Feseni, je staciondrnim bodem 0. Dosazenim do predpisu
funkce f(z) dostaneme y-ovou soutadnici, ktera je v bodé 0 rovna 1 (viz véta 15).

e Intervaly monotonie

(00,0 [ (0,0)
9 + _
e + +
—2ze " + —
rostouci | klesajici
/! N\

Dle tabulky vidime, ze funkce f(x) je na intervalu (—oo,0) rostouci a na intervalu
(0, 00) klesajici (viz véta 11).
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4. ULOHA 4

Obréazek 98: Monotonie funkce f(x)

6. Druha a treti derivace:

e Inflexni body

Pouzité vzorce pro derivovani

(f-9)(x) = f(2)g(x) + f(x)g'(x)

(f(g(2))" = f'(9(x))g'(x)
Tabulka viz véta 9 a 10.

f@) = (—20e7™) = (—22)e ™™ + (—22)(e ™) = —2¢7" — 22(e” (—2?)') =
= 2 — 207" (=22) = —2¢% +4x%e ™ =277 (222 — 1)
Df// - R
Plati f”(z) = 0 pravé tehdy, kdyz 2" (222 —1) = 0. Refenim této rovnice dostavame:

2¢ (222 = 1) =0
222 —-1=0 nebo 2% =0

202 =1

1
2—_
Ty

1
r=+—

V2

. _ 2 s v v ,
Rovnice 2¢™* = () nema TIeseni.

29



4. ULOHA 4

Pouzité vzorce pro derivovani
(f-9)(2) = f(z)g(z) + f(z)g(z)
(f(g9(x)))" = f'(g(x))d (x)

(f £9)(z) = f'(z) £ ¢'(x)

Tabulka viz véta 9 a 10.

() = (2e7 (222 = 1)) = (277Y (222 — 1) 4+ 2% (22> — 1) =
=20 (=2?))(22% — 1) + 2¢*" - 4z = 2¢ " (—22) (22% — 1) + 8ze* =
= —dze " (20% — 1) + 8z = dze " (—(22> — 1)+ 2) =
= dze ™ (=227 + 1+ 2) = dze (3 — 227)

" 1 - " _L R
f (ﬁ>_3’43 a f ( \/§>_ 3,43

Protoze je druha derivace rovna 0 pro x = i\% a treti derivace je nenulova, tak v

bodech \/Li a —\/Lﬁ jsou inflexni body. Dosazenim do predpisu funkce dostavame y-ové
soufadnice. Pro oba body = = :I:\/Li je to pfiblizné 0,61 (viz véta 118).

Obrazek 99: Inflexni body
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e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (—oo, —\%) konvexni, na intervalu

1
V2’
Protoze se v bodé ——== méni funkce f(z) z konvexni na konkavni a v bodé % z konkéavni

(o) [ (e 33) | ()
2¢~ + + +
222 — 1 + — +
2¢~* (222 — 1) + - +
konvexni konkévni | konvexni

\/

A

\/

V2

) konkavni a na intervalu (\/ii, oo) konvexni (viz véta 12).

na konvexni, jsou v bodech j:\/L5 inflexni body (viz definice 18).

Obrazek 100: Konvexnost a konkavnost funkce f(x)
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4. ULOHA 4

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoze je f”(0) = —2 < 0, tak je v bodé 0 ostré lokalni maximum (viz véta 16).

7. Asymptoty
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urcime koeficienty a, b.

2

a= limM: lim & = lim 12:0
r—Foo I r—toco I z—+oco ret
. . e N U, —x? _
b= g (@) —a) = g (e —0-0) = Ip e =0

Vzhledem k tomu, Ze a = 0 a b = 0, funkce f(z) ma vodorovnou asymptotu y = 0

(viz definice 19 a véta 20).

Obrazek 101: Vodorovna asymptota y = 0

8. Graf funkce f(z):

Obrazek 102: Vysledné funkce f(z)
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5. ULOHA 5

5 Uloha 5

5.1 Pristup vybiraci

Vysetiete pribéh funkce
_Inxz

fla) = =5

Na obrazcich jsou grafy funkci 1-6, které jsou kandidaty na graf vysetfované funkce. Po-
stupnymi vypocty zjistime, ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je
vyfadime. Takto budeme pokracovat dokud ndm nezbude graf vysledny.

///
5 4 3 2 1 (] {/—-2 4 5 4 3 2 1 0 4
Obrazek 103: Funkce 1 Obrazek 104: Funkce 2
7\
N
Obrazek 105: Funkce 3 Obrazek 106: Funkce 4

63



5. ULOHA 5

|

Obrézek 107: Funkce 5 Obrézek 108: Funkce 6

1. Defini¢ni obor:
Df = (O, OO)

Vzhledem k tomu, Ze defini¢ni obor funkce f(x) je (0,00) tak vidime, Ze Funkce 6 této
vlastnosti neodpovida, protoze jeji defini¢ni obor jsou vSechna realna ¢isla, proto ji z navr-
hovanych funkci vyradime.

Obrazek 109: Funkce 1 Obrazek 110: Funkce 2
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Obrézek 111: Funkce 3 Obrézek 112: Funkce 4

il
|/
[

Obrazek 113: Funkce 5

2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:

e Prisecik s osou y
Funkce f(x) nema prisecik s osou y, protoze x # 0.

e Prusecik s osou =

Inz
0=—<lnx=0
T
elnzzeo
xr =

Soufadnice pruseciku funkce f(z) s osou z jsou [1,0].
Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) mé jeden prisecik s osou z, tak vidime, Ze Funkce 1 této

vlastnosti neodpovidé, protoze mé s osou x prisecikti vice. Proto ji z navrhovanych funkei
také vyradime.
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VN
[N\
/
_— I J
N
il
Obrazek 114: Funkce 2 Obrazek 115: Funkce 3
—
/
A/
|

Obrazek 116: Funkce 4 Obrazek 117: Funkce 5

3. Lichost a sudost:

U funkce f(x) = Inz nemé smysl tuto vlastnost fesit, protoze definice mimo jiné vyzaduje,
aby pro vsechna x z defini¢niho oboru funkce lezelo v defini¢cnim oboru i —x, coz u této
funkce neplati (viz definice 3 a 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

. Inx o071 TH .. % o1
hm—:[—]zlm—:hm—zo
I 00 z—oo 1 x—00 L

. Inz . 1
lim — = lim Inz- — = [—00-o0] = =0
=0+t X z—0t T

Vzhledem k tomu, Ze limita funkce f(x) pro x — oo je rovna 0, tak vidime, Ze Funkce 2
této vlastnosti neodpovida, protoze jeji limita pro x — oo je rovna nekonec¢nu, proto ji z
navrhovanych funkci také vyradime.
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Obrézek 118: Funkce 3 Obrézek 119: Funkce 4

-\\_;

I
n

Obrazek 120: Funkce 5

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

%m—lnx 1—Inzx

fla) = -

z2 2
Dp = (0’ OO)

f(z)=0&1—-Inz=0

Inz =1
6lnx:el
xr =€

V bodé e je stacionérni bod (viz véta 15). Jeho soufadnice jsou [e, 1].

Vzhledem k tomu, Ze y-ova soutfadnice bodu e je %, tak vidime, ze Funkce 3 této
vlastnosti neodpovida. Proto ji z navrhovanych funkci také vytadime.
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ﬁ\\_
}
|
Obrézek 121: Funkce 4 Obrézek 122: Funkce 5

e Intervaly monotonie

(0,e) (e, 00)
I-lnz + —

rostouci | klesajici

Tabulka viz véta 11.

6. Druha, treti derivace:

e Inflexni body

|—

f”( _—x~$2—(1—lnx)-2x —x—2x+2xlnx_—3x—|—2xlnx
T) =

x4 xt N x4 N
_ —3+2nx
3
Df// = (O, OO)

["(2) =0 =3+2lnz =0

2lnx =3

Inx ==

nr 5
elnz:eB/2
x =32

2-1.2% —(=3+2Inz) 327 222+ 922 — 62%Inx
26 - 26
11z? —62z°Inz 11 —6lnz

1) =

xb xt
f(e*?) = 0,005

ProtoZe je druhé derivace rovna 0 pro x = €%/ a tfeti derivace v tomto bodé je nenu-
lova, tak je v bodé ¢*? inflexni bod. Jeho soutadnice jsou [e*/?;0,33] (y-ova soufadnice
je zaokrouhlena).
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e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(0,€2) | (2 00)
—34+2Inzx +

konkavni | konvexni

ARRV

Tabulka viz véta 12.

Protoze se v bodé €2 méni funkce z konkavni na konvexni, tak je tento bod inflexni
(viz definice 17).

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(xr) mé jeden inflexni bod, tak vidime, Ze Funkce 5
této vlastnosti neodpovida, protoze jich ma vice, proto ji z navrhovanych funkci také

vyradime.

W

|
l

Obrazek 123: Funkce 4

o

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoze je f"(e) = —0,05 < 0, tak je v bod¢ e ostré lokadlni maximum (viz véta 16).

7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Uréime koeficienty a, b.

1

1 y - 1
a= lim @: lim ﬂ:[g} T lim = = lim — =0
r—+oco I x—+0c0 I 0 r—+00 21‘ r——+00 2[E2
Inzx
b= li —az) = lim — =
L Ue) —ae) = I = =0

Funkce f(x) ma vodorovnou asymptotu y = 0 (viz definice 19 a véta 20).
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Obrazek 124: Funkce 4 - vysledné funkce f(z)
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5.2 Pristup tvorivy
Vysetiete pribéh funkce

1. Defini¢ni obor funkce f(z):

Df = (O, OO)

Obrazek 125: Defini¢ni obor funkce f(z)

2. Pruseciky funkce f(x) se souradnicovymi osami:

e Prisecik s osou y
Funkce f(x) nem4 priseéik s osou y, protoze = # 0.

e Prisecik s osou z

Inz
0=—<lnz=0
T
elnxzeo
:L‘_

Soufadnice pruseéiku funkce f(z) s osou z jsou [1,0].
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Obréazek 126: Pruseciky funkce f(x) se soufadnicovymi osami

3. Lichost a sudost:

U funkce f(z) = Inz nemé smysl tuto vlastnost fesit, protoZe definice mimo jiné vyzaduje,
aby pro vSechna x z defini¢niho oboru funkce, lezelo v defini¢nim oboru i —z, coz u této
funkce neplati (viz definice 3 a 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

1
Inz 007 I'H = 1
lim — = [—] = lim £=1lim — =0
r—o00 I o0 T—00 r—00 I
. Inx .
lim — = lim Inz - — =[—00 - 00| = —00
z—0t T z—0t T

Co nam rikaji:
e Pokud hodnota z roste do nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde k 0.

e Pokud hodnota x jde k 0 zprava, tak funkéni hodnota této funkce jde do minus
nekonecna.
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Obrazek 127: Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani
([)' (2) = f'(@)g(x) — f2)g'(x)

g g*(z)
Tabulka viz véta 9.

Inz\" (Inz)r—Inz(x) i-z—hz 1-Inx
- x? - x? T2

Plati f'(z) = 0 prave tehdy, kdyz 1 — Inz = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

1—lnx=0
Inxr=1
oo _ 1
r=e

Stacionarnim bodem je e (viz véta 15). Dosazenim do pfedpisu funkce f(x) dostaneme
y-ovou soufadnici, ktera je v bodé e rovna %
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e Intervaly monotonie

Dle tabulky vidime, ze funkce f(x) je na intervalu (0, e) rostouci a na intervalu (e, c0)

klesajici (viz véta 11).

Obréazek 128: Stacionarni bod

(0,¢) (e,00)
1—Inzx + _
x? + +
I=lne | rostouc | klesajici
/ N\

Obrazek 129: Monotonie funkce f(z)
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6. Druhé, treti derivace:

e Inflexni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(f£9)(z)=["(z) £ g (z)
([)’ (2) = f'(@)g(@) — f(z)g'(2)

g 9*(z)
Tabulka viz véta 9.

() = (1—1nx)’ (1—1Inz)2z? — (1 —Inz)(a?)

2 - 1

T T
—+.2>—(1—Inz) -2 —x—(2r—2rlnz) —x—22+2zlnz
-3z +2xlnzr x(-3+2Ilnzx) —-3+2hz

Dfl/ = (0, OO)

Plati f”(z) = 0 pravé tehdy, kdyz —3 + 2Inx = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

—3+2lnx=0
2lnx = 3

3

lnz = -

2

elnxzeg

3

T = 62

Pouzité vzorce pro derivovani
(f£9)(x)=[f"(z) £ g'()

A\ f@)g(x) — fz)g (x)
(5) 0=
Tabulka viz véta 9.

1 3—|—21nm (=3+2Inz)2® — (=34 2Inx)(x?)
26
2. % — (= 3+21nx) 3¢ 222 — (—92% 4 62%Inz)
B 0 B x0 B
222+ 92% — 62%Inx  112? — 62°lnz  2?(11 —6lnz) 11 —6Inz

F"(e2) = 0,005

Protoze je druhé derivace rovna 0 pro x = e? a tieti derivace je v tomto bodé nenulova,
. . 3. . . w1

tak je v bodé ez inflexni bod. Dosazenim do pfedpisu funkce f(x) dostaneme y-ovou

soutfadnici, ktera je ptiblizné 0,33 (viz véta 18).
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Obrazek 130: Inflexni bod

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

—34+2Inzx — +
z3 + +
—3—‘;%1n:c _ +

konkévni | konvexni

ARRV

Dle této tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (0, ¢*/?) konkavni a na intervalu
(€32, 00) konvexni (viz véta 12).

Dale vidime, Ze v se v bodé e2 mén{ funkee f(z) s konkavni na konvexni, a proto je v
tomto bodé inflexni bod (viz definice 17).

76



5. ULOHA 5

Obrazek 131: Konvexnost a konkdvnost funkce f(z)

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum

Protoze je f”(e) = —0.05 < 0, tak je v bod¢ e ostré lokalni maximum (viz véta 16).

7. Asymptoty:

Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urc¢ime koeficienty a, b.

1 1
. f(z) . . Inz 007 IH . = . 1
= lim —= lim 2= Ilm —=|—| = lim &= lim — =0
r—+oco I r—+oo I T—-+00 ;I;2 X0 T——+00 2:13 Tr——+00 2132

1 1
b= lim (f(z)—azx)= lim <ﬂ—0x = lim —— =0

T—+00 T—+00 T T—too T

Vzhledem k tomu, 7ze ¢ = 0 a b = 0, funkce f(z) ma vodorovnou asymptotu y = 0 (viz
definice 19 a véta 20).

Obrazek 132: Vodorovna asymptota y = 0
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8. Graf funkce f(z):

Obréazek 133: Vysledny graf funkce f(x)
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Naésledujici tloha u vybiraciho pfistupu nebude FeSena ve stejném duchu jako do ted. Graf
vysledné funkce nebude v hlavnim vybéru, objevi se v pravy cas.

6 Uloha 6

6.1 Priistup vybiraci

Vysettete pribéh funkce
f(z) = V2x2 — a3
Na obrazcich jsou grafy funkci 1-5, které jsou kandidaty na graf vysetfované funkce. Po-
stupnymi vypocty zjistime, ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je
vyfadime. Takto budeme pokracovat dokud ndm nezbude graf vysledny.

//
//
/
"
\
//’\
VR
7 \
7 |
Obrézek 134: Funkce 1 Obrézek 135: Funkce 2
|
i H \.
|
Obrézek 136: Funkce 3 Obrézek 137: Funkce 4
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\

Obrazek 138: Funkce 5

1. Defini¢ni obor:
Dy=R

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) mé definiéni obor vSechna realna ¢isla, tak vidime, ze
Funkce 2 této vlastnosti neodpovida, protoze jeji defini¢ni obor je R\ {—1,1}. Proto ji z
navrhovanych funkci vyfadime.

Obrazek 139: Funkce 1 Obrazek 140: Funkce 3
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e

| R
|
|
|

\

Obrazek 141: Funkce 4 Obrazek 142: Funkce 5

2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:
e Prisecik s osou =

0=+v/2x2— 23

0=22%—2°

0=2%2—2)
22=0 nebo 2—x=0
z=0 nebo Tz =2

Soufadnice prusecikt funkce f(z) s osou z jsou [0,0] a [2,0].

e Prisecik s osou y
y=v2-02—0° =0
Soufadnice pruseciku funkce f(x) s osou y jsou [0, 0].

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) ma dva pruseciky se soufadnicovymi osami, tak vidime,
ze Funkce 3 témto vlastnostem neodpovida, protoze jich mé vice. Proto ji z navrhovanych
funkci také vyradime.
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B

\
|
|
|

Obrézek 143: Funkce 1 Obrézek 144: Funkce 4

Obrazek 145: Funkce 5

3. Sudost a lichost:

Vo € R; f(—x) = /2(— —2)3 = V222 + 23
Funkce f(z) neni suda ani licha (viz definice 2 a 3).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:
L 5 2 _ 5] 2
lim V222 — 23 = lim ¢/23 ——1 = lim x ——1:—00
T—00 T—00 T—>00

. 3
lim v222 — 23 = lim ——1 lim x4 ——1:oo
Tr—r—00 r—r—00 r—r—00

Vzhledem k tomu, Ze limita funkce f(z) pro z — oo je rovna minus nekoneénu a pro
x — —oo rovna nekonecnu, tak vidime, ze Funkce 1 témto vlastnostem neodpovidé, protoze
jeji limita pro x — £o00 je rovna 0. Proto ji z navrhovanych funkci také vyradime.
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e

| R
|
|
|

\

Obrazek 146: Funkce 4 Obrazek 147: Funkce 5

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body
1 4g — 372 4 —
f'(x) = Z(22* - xg)*%(llx —32%) = v 3w — z(4 — 37)
’ 3/ (2 )2 33207 — )
Dy =R\ {0,2}

f(z)=0&2(4—-32)=0
4—3x=0 nebo z=0

r = =

3
V bodé 3 je staciondrni bod (viz véta 15). Jeho soufadnice jsou [3;1,06] (y-ové sourad-
nice je zaokrouhlend). Bod 0 nemtize byt stacionarnim bodem, protoze v ném derivace
neexistuje.

Vzhledem k tomu, ze funkce f(z) méa stacionarni bod ve %, tak vidime, ze Funkce 5 této
vlastnosti neodpovidé, protoze ma stacionarni bod ve % a 0. Proto ji z navrhovanych
funkci také vyradime.
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I

|
|
|
|

Obrazek 148: Funkce 4

e Intervaly monotonie

(-0,0)| (03) | (5.2) | (2,00)
— + — —

z(4—3x)
33/(202—x3)2

klesajici | rostouci | klesajici | klesajici

Tabulka viz véta 11.

6. Druha a treti derivace:

e Inflexni body

() = 1 ((4 — 62)(22% — 2%)5 — (4o — 32?) - 2(22? — 233 (4z — 3x2)> _
3 (222 — 23)3
3(4—6x) (222 —x3)—2(4x—322)2

1 3(202—23)3 B

3 (222 — 23)3 a

 3(82% — 4x® — 122° + 62%) — 2(162° — 242° + 92*)

B 9(222 — 13)3 a

242 — 482% 4 182" — 322% 4 482 — 18z

B 9(22% — 23)3 B

B —8z?
9/ (222 — x3)°

Dy =R\ {0,2)

() =0& —822 =0
z=0

Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné z, pro které plati f”(xo) = 0 (v bodé 0 druha
derivace neexistuje), tak nemé smysl fesit tfeti derivaci (viz véta 18).
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e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

A

A

(_0070) (07 2) (2,00)
—8z2
93/ (202 —x3)5 B N +
konkéavni | konkévni | konvexni

\/

Tabulka viz véta 12.

V bodé 2 se funkce f(x) méni z konkdvni na konvexni, a proto je tento bod inflexni
(viz definice 17).

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) je na intervalu (—o0,0) a
ze Funkce 4 témto vlastnostem neodpovida, protoze je konvexni na intervalu (—oo, %)
a konkavni na intervalu (3, 00). Proto ji z navrhovanych funkei také vyfadime. Tato
funkce zamérné nebyla vytazena uz po vypoctu stacionarnich bodi, kvili moznosti, ze
v bodé 0 muze byt lokalni extrém.

(0, 2) konkavni, tak vidime,

Protoze jsme pravé vyradili z vybéru i posledni funkci, tak se ve vypoctu musime
vratit, abychom zjistili, kde jsme udélali chybu. Presnéji, vratime se k prvni derivaci.

Defini¢ni obor prvni derivace nam vysel nasledovneé:
Dy =R\ {0,2}.

To znamena, ze prvni derivace v bodech 0 a 2 neexistuje, ale pfesto musime zjistit, jak
se funkce f(z) chova v okoli téchto bodu. Vyuzijeme vypoctu jednostrannych derivaci.

f(0) — f(x) 0— /222 — 23

"(0) = i = li =
S0 = lim = = i
22 — 3 \/ (% - 1)
= lim —=Ilim ———— =
x—0— r—0~
x 3
= lim 44— — hm\/——l——oo
x—0— r—0~
_ 3 212 3
" (0) = lim 0) = f(x) _ ypp, Oz V22—
z—01 — X z—0t —X
) /2x2 — 13 ) vz (% - 1)
— 111’11 = hm _ =
r—0t xT r—0t €T
&2 —1
= lim * = lim {/= —1=o00
z—0t xT z—0t xT
_f0) = fx) . 0—V22%—a?
! _ — —
F(0) = hm 00—z i —x
/2x2 — 13 0
= lim Y2~ _ H — NEEXISTUJE
x—0 X O
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Vypoctem jednostrannych derivaci jsme zjistili, Ze pokud se blizime k 0 zleva, je tecnou
zleva grafu funkce f(z) osa y a funkce f(x) tam klesd a pokud se blizime k 0 zprava,
je te¢na zprava grafu funkce f(z) také osa y, ale funkce f(z) tam roste.

Pomoci definic pro lokalni extrémy (viz definice 13 a 14) zjistime, jestli je v bodé 0
lokalni minimum ¢ maximum.

Musime najit takové prstencové okoli P(xg), Ze pro vSechna x € P(xg) je splnéna
nerovnost f(xg) < f(z) nebo f(xg) > f(x).
Pokud zvolime € = 2, ziskame prstencové okoli

P(zo) = (0 —2,0) U (0,0 +2) = (—2,0) U (0,2).

Plati, ze f(xo) = f(0) = 0. Pro v8echna x z intervalu (—2,0) je f(x) > 0 kvtli ¢lenu
—23) ktery v tomto intervalu bude vzdy kladny (pf.: —(—1)% = 1).

V intervalu (0,2) bude také platit pro vSechna x nerovnost f(z) > 0. KdyZ se FeSend
funkce upravi na tvar

fl@) = Va?(2 - x),
1ze vidét, Ze pro hodnotu = z intervalu (0,2) bude (2 — x) vzdy vétsi nez nula.

To znamend, Ze v tomto intervalu bude f(z) > 0.

Protoze jsme nasli prstencové okoli P(zg), pro které plati vztah f(z¢) < f(x) muzeme
Fici, ze v xy = 0 je ostré lokdlni minimum (tento extrém se do grafu zakresli jako
tzv.hrot, protoze v bodé 0 derivace neexistuje).

\ o]/

\l/

0.01 0.02 0.03 0.04

Obréazek 149: Chovani funkce f(x) v okoli bodu 0
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Pocitejme jednostranné derivace funkce f(x) v bodé 2.

19 — f@)—flx) . 0—=v22—23 V22—
fL(2) = lim = lim = lim _
T2~ 2 —x 32— 2 e 9 _ 1
(0] gy, TR =) —3e)

z—2+ 2—x T2+ 2—x z—2+ 2—x
07 ru —5(22% — 2%) 75 (4 — 32?)
= |=| = lim =
0 T2+ —1

! : J—
f(2)_i1_)rr% 2—x = Iy 2—x
_ 3/2 2 _ 3
Cim Y2\ NEEXISTUJE
r—2 2—x 0

Viypoctem jednostrannych derivaci jsme zjistili, Ze pokud se blizime k 2 zleva, je te¢nou
zleva grafu funkce f(x) pfimka rovnobézna s osou y a funkce f(z) tam klesa. Pokud se
blizime k 2 zprava, je teCna zprava grafu funkce f(z) také piimka rovnobéznda s osou
y, funkce f(x) tam také klesa.

Pomoci definic pro lokdlni extrémy (viz definice 13 a 14) zjistime, zda je v bodé 2
lokalni minimum ¢i maximum.

Musime najit takové prstencové okoli P(xg), Ze pro vSechna x € P(zg) je splnéna
nerovnost f(xg) < f(z) nebo f(xg) > f(x).

Pokud zvolime € = 2, mame prstencové okoli
P(xo) = (2—-2,2) U (2,24 2) = (0,2) U (2,4).

Plati, ze f(x¢) = f(2) = 0. V intervalu (0,2) plati nerovnost f(z) > 0 jak je uvedeno
u dikazu pro ¢islo 0.

Pro v8echna = > 2 plati nerovnost f(z) < 0. KdyZ se feSené funkce upravi na tvar

f(@) = Va?(2 - ),

1ze vidét, Ze pro hodnotu z z intervalu (2,4) bude (2 — z) vZdy mensi nez nula, a to
bude platit i pro interval (2, 00).

Protoze na intervalu (0,2) je f(z) > f(zo) a na intervalu (2,00) bude f(z) < f(zo),
neni v xg = 2 lokalni extrém.
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0:6

0:4

02

-0:2

=0:4

N

Obréazek 150: Chovani funkce f(x) v okoli bodu 2

Kdyz vezmeme v potaz nové informace o okoli bodu 0 tedy, Ze je v tomto bodé ostré
lokalni minimum, funkce se v levém a pravém okoli blizi ke kladné ¢asti osy y, na
intervalu (—00,0) i (0,2) je funkce f(x) konkévni a hlavné, Ze prvni derivace v tomto
bodé neexistuje (graf mé tzv. hrot), mizeme upravit chovani grafu funkce f(z) v okoli
bodu 0. A pokud zohlednime informace o okoli bodu 2 tedy, Ze je tento bod inflexni,
funkce se v levém a pravém okoli blizi k pfimce rovnobézné s osou y, na intervalu (0, 2)
je funkce f(z) konkévni a na intervalu (2, 0) je konvexni, mizeme upravit chovani grafu
funkce f(z) v okoli bodu 2.

Takto vypada funkce f(x) po upravé.

N\
N

AN
N\

NHB

Obréazek 151: Funkce 6

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoie)je f"(3) = —1,2 < 0, tak ma funkce f(z) v bodé 3 ostré lokalni maximum (viz
véta 16).

Jesté je nutné zjistit, jestli funkce f(z) nemé né&jaké asymptoty.
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7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Uréime koeficienty a, b.
ye' (G -1)
x

= lim
r—+o0o

= lim
r—+00

a= lim —* = lim
r—+oo I xr—+o00

/2
= lim /= —1=-1
r—+o00 x

b= lim (f(z) —az) = lm (V22 —aF+2) = lim (39;3 (2_1)+x):

V2zx? — 23
T

zi/2 -1
—x pu—

r—+o0 r—+o0 r—+o0 x

. 3/2 . 52
= lim |(zA/—=1+2 | = lim =z ——14+1] =
z—+o00 €T z—+oo €T

J2-14+1 g 1(2_1)75.9(Lg2
= lim - == 2 lim 3(”” ) ( ):
T—r+00 x 1 0 x—400 —x2
. 2 2
e
Funkce f(x) ma Sikmou asymptotu y = —x + % (viz definice 19 a véta 20).

AN
N

yaw,

TN\

N\

Obrazek 152: Funkce 6 - vysledné funkce f(z)
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6.2 Pristup tvorivy
Vysetiete pribéh funkce

f(z) = V2x2 — a3.
1. Defini¢ni obor:

D;=R

2. Pruseciky funkce f(x) se souradnicovymi osami:
e Prisecik s osou x

0= 22— a3

0= 22% — 2*

0=2*2—u1)
22 =0 nebo 2—x2=0
z=20 nebo T =2

Soufadnice pruseéikii funkce f(z) s osou z jsou [0,0] a [2,0].

e Prisecik s osou y
y=v2-02-03=0

Soufadnice priiseciku funkce f(x) s osou y jsou [0, 0].

Obrazek 153: Pruseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami

3. Sudost a lichost:

Vo € R; f(—2) = &/2(—x)? — (—x)3 = V222 4 23

Funkce f(x) neni sudé ani licha, protoze f(—x) # f(x) a f(—z) # — f(x)(viz definice 2
a 3).
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4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

T—00 T—r00

) 212
lim v/222 — 23 = lim 3373(2—1): lim z4/= — 1= -

T——00 T—r—00

2
lim v222 — 23 = lim 3x3<——1): lim z4/= —1=o00

Co nam fikaji:
e Pokud hodnota x roste do nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce jde do minus
nekonecna.

e Pokud hodnota z jde do minus nekonecna, tak funkéni hodnota této funkce roste do
nekonecna.

Obrazek 154: Chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(fg(2))) = f'(g(x))g'(x)
(f £ 9)(z) = f'(z) £ ¢'(x)
Tabulka viz véta 10 a 9.

f(z) = ( V212 — :B?’)/ = ((23:2 — :c?’);)l = % (22% — 333)_% (22° — 2%) =
_ ! (227 — x?’)_% (4o — 32%) = dz = 307 = z(4 — 3v)
3(222 —2%)%  33/(222 — 23)?
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Plati f'(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x(4 — 3x) = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

z(4—32)=0
4—3x=0 nebo =0

3r =4

4

T=3

Stacionarnim bodem jsou 3 (viz véta 15). Dosazenim do piedpisu funkce f(z) do-

staneme y-ovou soufadnici bodu, kterd je rovna piiblizné 1,06. Bod 0 nemitze byt
stacionarnim bodem, protoze v ném derivace neexistuje.

Obrézek 155: Stacionarni bod

V bodech 0 a 2 prvni derivace neexistuje, ale pfesto tam mtze byt extrém. Chovani
prvni derivace v téchto bodech prozkoumame pomoci jednostrannych derivaci.

0) — 0— 222 — 23
70 = tim JO=I@ S
x—0~ — T r—0~ —XT
= lim —32x2—x3 = lim —3 - (%_1) =
o x—0~ - r—0~ o

= lim = lim =
z—0t xT z—0t T
/2 -1
= lim ‘ = lim (/= —1=00
z—0+ T z—0t xT
0) — 0— /222 — 2
z—0 0—=x z—0 —
/202 — 13
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Vypoctem jednostrannych derivaci jsme zjistili, Ze pokud se blizime k 0 zleva, je tecnou
zleva grafu funkce f(z) osa y a funkce f(x) tam klesd a pokud se blizime k 0 zprava,
je te¢na zprava grafu funkce f(z) také osa y, ale funkce f(z) tam roste.

Pomoci definic pro lokalni extrémy (viz definice 13 a 14) zjistime, jestli je v bodé 0
lok&lni minimum ¢i maximum.

Musime najit takové prstencové okoli P(zg), Ze pro vSechna x € P(z() je splnéna
nerovnost f(xg) < f(z) nebo f(xg) > f(x).

Pokud zvolime ¢ = 2, ziskdme prstencové okoli
P(x¢) =(0—-2,0)U(0,04+2) = (—2,0)U(0,2).

Plati, Ze f(zo) = f(0) = 0. Pro vSechna z z intervalu (—2,0) je f(x) > 0 kvuli ¢lenu
—3, ktery v tomto intervalu bude vzdy kladny (pt.: —(—1)3 = 1).

V intervalu (0,2) bude také platit pro vSechna x nerovnost f(z) > 0. Kdyz se feSena
funkce upravi na tvar

f(x) = /222 —z),

1ze vidét, Ze pro hodnotu = z intervalu (0,2) bude (2 — x) vzdy vétsi nez nula.

To znamena, Ze v tomto intervalu bude f(z) > 0.

Protoze jsme nasli prstencové okoli P(zg), pro které plati vztah f(z¢) < f(x) mizeme
Fici, ze v xy = 0 je ostré lokdlni minimum (tento extrém se do grafu zakresli jako
tzv.hrot, protoze v bodé 0 derivace neexistuje).

\

/

-

/

-

/

|

/

0.01

93

0.02

03

.04

Obrazek 156: Chovani funkce f(x) v okoli bodu 0
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Pocitejme jednostranné derivace funkce f(x) v bodé 2.

, f(2)— f(x) . 00— V222 — a3 . —V22?— 13
f2(2) = lim = lim = lim —— =
r—27 2—=x T2~ 2—x T2~ 2—x
0]vm . —35(22%— )75 (dz — 32?)
= |—| = lim =
0- T—2~ —1
dx — 32 —4
— — | — | = 00
e=2- 33/ (222 — 13)? 0+
, f(2) = f(x) 0— V222 — 23 . —V/22?— 13
+(2)— lim =1 = lim — =
T2+ —x z—2+ 2—x z—2t 2—x
0] ru —5(22% — )75 (4 — 32?)
= |—| = lim =
0+ r—21 —1

! : _
f(2)_:1c—>2 2—1x _}:1—>2 2 —zx
_32 2 _ 3
Cim Y2\ NEEXISTUJE
z—2 2 — ¢ 0

Vypoctem jednostrannych derivaci jsme zjistili, Ze pokud se blizime k 2 zleva, je te¢nou
zleva grafu funkce f(x) pfimka rovnobézna s osou y a funkce f(z) tam klesa. Pokud se
blizime k 2 zprava, je tena zprava grafu funkce f(z) také piimka rovnobéznda s osou
y, funkce f(x) tam také klesa.

Pomoci definic pro lokdlni extrémy (viz definice 13 a 14) zjistime, zda je v bodé 2
lokalni minimum ¢i maximum.

Musime najit takové prstencové okoli P(xg), Ze pro vSechna x € P(z() je splnéna
nerovnost f(xg) < f(z) nebo f(xg) > f(x).

Pokud zvolime € = 2, mame prstencové okoli
P(zo) = (2-2,2) U (2,24 2) = (0,2) U (2,4).

Plati, ze f(x¢) = f(2) = 0. V intervalu (0,2) plati nerovnost f(z) > 0 jak je uvedeno
u dikazu pro ¢islo 0.

Pro v8echna = > 2 plati nerovnost f(z) < 0. KdyZ se feSené funkce upravi na tvar

f(@) = Va?(2 - ),

lze vidét, Ze pro hodnotu z z intervalu (2,4) bude (2 — z) vZdy mensi nez nula, a to
bude platit i pro interval (2, 00).

Protoze na intervalu (0,2) je f(x) > f(zo) a na intervalu (2,00) bude f(z) < f(xo),
neni v xg = 2 lokalni extrém.
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0:8

0:6

0:4

0:2

-0:2

=0:4

\

Obréazek 157: Chovani funkce f(x) v okoli bodu 2

e Intervaly monotonie

(00,00 | (0,5) | (5.2) | (2,00)
T — + + +
4 — 3w + + —
(222 — 23)? + + + +
3/ (222 — x3)? + + + +
_e(@d-3r) _ + _ _
33/(202—a3)2
klesajici | rostouci | klesajici | klesajici
\ / \ N\

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (—oo, 0) klesajici, na intervalu (0, 3)
rostouci a na intervalech (3,2) a (2, 00) klesajici (viz véta 11).
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Obrazek 158: Monotonie funkce f(x)

6. Druha a treti derivace:

e Inflexni body

Pouzité vzorce pro derivovani

(cf (@) =cf'(x)
(f £9)'(z) = f'(x) £ g'(x)

([)' (2) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

g 9*(z)

Tabulka viz véta 9.

PR S RV
C\BY@e2—)2 ) 3\ (22 —a¥)i )

(42 — 322) (222 — 2%)3 — (4z — 322) <(2x2 —x

1
e (222 — 23)3
1 ((4—6x)(22% - 2%)5 — (4o — 32%) - 2(22° — o
3 (222 — 23)3
1 (4—6x)(2x2—x3)%—(4x—3x2)-§(2x2—x 5 (4z — 3
e (222 — 23)3

_ 2 .3\2  2(4x—3z?%)?

1 (4 — 6x)(22° — 2°)3 YRS

3 (222 — 23)3
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3(4—62) (222 —x3)—2(4x—322)?
1 3(2127233)?1?

3 (222 — x3)
1 (3(4 —62)(22* — 23) — 2(4x — 32?)?
3 3(222 — 23)5

3(8z% — 42® — 1223 + 62) — 2(162% — 2423 4 9z*)

4
3

9(2z% — 23)3
2422 — 4823 + 18z* — (3222 — 482° + 18z*)
N 9/ (222 — x3)°
24x? — 482°% + 18z* — 3222 + 483 — 18z*
- 9/ (222 — a3)>

B —82?
9/ (222 — x3)>
Dy =R\ {0,2}

Plati f”(x) = 0 pravé tehdy, kdyz —8x2 = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

—8z% =0
x =0
Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zZadné o, pro které plati f”(xo) = 0 (v bodé 0 druha
derivace neexistuje), tak nema smysl Fesit tfeti derivaci (viz véta 18).

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) (0,2) (2,00)

— 82 — — —
202 — a3 + + —
(222 — 2°)5 + + _
3/ (222 — 235 + + —
—8z° _ _ +

3 (202 —23)5

konkéavni | konkévni | konvexni

ATAT

Tabulka viz véta 12.

Z tabulky vidime, Ze v bodé 2 se funkce f(z) méni z konvexni na konkévni a funkce
je v bodé 2 definovana, proto je tento bod inflexni (viz definice 17). Dosazenim do
predpisu funkce f(z) dostaneme y-ovou soutadnici bodu 2, ktera je rovna 0.
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Obrazek 159: Konvexnost a konkavnost funkce f(x)
e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum
Protoze je f”(3) = —1,2 <0, tak je v bodé 2 ostré lokdlni maximum (viz véta 16).

7. Asymptoty:
Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urcime koeficienty a, b.

3/03 (2 _ 3/2
. f(x) . V22?2 —a? . 28 (2 -1) _orye
a = hm _— = hrn —_— = hm _— = hm _— =
r—+oo I r—+o00 €T r—+00 €T r—+o00 x

/2
= lim /= —1=-1
r—+oo x

b= lim (f(z)—azx)= lim (32x2—x3—(—1x)>: lim <m+x>:

r—+o0 r—+o00 r—+o00

) 2 2
= lim <3x3(——1>+x): lim <$\3/——1+x>:
z—+o00 €T T—Fo00 x

1 _2
I R W (1 PR I B o
= lim -% =|=-| = lim = =
T—r£00 x L 0 r—£00 —x2
. 2 2
et hI:El 5 = g
T—r 00 3 2
3y (3 -1)
Dosazenim do predpisu y = ax + b ziskdme Sikmou asymptotu y = —x + % (viz definice 19

a véta 20).
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17

Obréazek 160: Sikmé asymptota y = —x + %

8. Graf funkce f(z):

\\\

\

AN [
/N N\

AR N

W
AN

Obrazek 161: Vysledny graf funkce f(x)

7 Uloha 7

7.1 Pristup vybiraci
Vysettete pribéeh funkce

1—a?
f(z) = arccos (1 +x2) .

Na obrazcich jsou grafy funkci 1-5, které jsou kandidaty na graf vySetfované funkce. Po-
stupnymi vypocty zjistime, ze dané grafy nemusi odpovidat zjisténym vlastnostem, a proto je
vyfadime. Takto budeme pokracovat dokud nam nezbude graf vysledny.
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[
/ N % AN }N
2 N I N 5 _/32\10/ 1
I \
I |
Obrazek 162: Funkce 1 Obrazek 163: Funkce 2
|
l
l
N PN
l
l
I
|
Obrazek 164: Funkce 3 Obrazek 165: Funkce 4
//
// 7
// 7/
ey
A
5 n 3 //ﬁ 72 4
V/,/ A
Zna
/A //
Vi /
///

Obrazek 166: Funkce 5

1. Defini¢ni obor:

D; =R
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Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) ma za defini¢ni obor vSechna redlné ¢isla, tak vidime, Ze
Funkce 2 této vlastnosti neodpovidd, protoze ma svislé asymptoty v bodech 7 + %”, Z e R.
Proto ji z navrhovanych funkci vyfradime.

l
|
|
TN L N /N ]

/ NS N
l
l
I
|
Obrazek 167: Funkce 1 Obrazek 168: Funkce 3
//
// J
— — // y/
~. e any,
N/ yany 4
N L
y// N
iRV
/A //
Vi /
///
Obréazek 169: Funkce 4 Obrazek 170: Funkce 5
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2. Priseciky funkce f(z) se soufadnicovymi osami:
e Prisecik s osou y

1-0

Y = arccos (m) = arccos(1l) =0

Soufadnice pruseciku funkce f(z) s osou y jsou [0, 0].

e Prusecik s osou

1 — a2
= arccos
14 22

1— 22
cos(O):m
B 1 — 22
1422
0= 1—a22—1—22
N 14 22
297
142
—21? )
1+£L‘2<:>_2x N
r =

Soufadnice priise¢iku funkce f(x) s osou y jsou [0, 0].

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) ma jeden priise¢ik se souradnicovymi osami, vidime, Ze
Funkce 3 této vlastnosti neodpovidé, protoze jich ma vice. Proto ji z navrhovanych funkci
také vyradime.

/ N / AN N |/
/ N S N
Obrézek 171: Funkce 1 Obrézek 172: Funkce 4
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AN
N\
AN

N

Obrazek 173: Funkce 5

3. Sudost a lichost:
1—(—2%) 1—a?
Vo € R; f(—x) = arccos | ————= =
Vzhledem k tomu, ze funkce f(z) je suda, tak vidime, Zze Funkce 5 této vlastnosti neodpo-
vida, protoze je licha. Proto ji z navrhovanych funkci také vyradime.

/ N i AN ~N |/
/ NS N
Obrézek 174: Funkce 1 Obrézek 175: Funkce 4
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4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

. 1—a? . ? (5 —-1) . -1
lim arccos = lim arccos | ——5—— | = lim arccos | 5 =
T—$00 1+ 22 T—$00 x2 (x_12 + 1) T—00 = +1

22

> o
. LEQ
= lim arccos( T ) =
Tr—r—00 P + 1

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(z) méa limity pro x — 400 rovny =, tak vidime, ze Funkce 1
této vlastnosti neodpovida, protoze méa limity pro x — oo rovny 0. Proto ji z navrhovanych
funkci také vyradime.

= arccos(—1) =7

- 1 — a2 , ? (&5 -1
lim arccos = lim arccos "’1—1
z2

T——00 1+ 22 T——00

= arccos(—1) =7

Obrazek 176: Funkce 4
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5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

o) = -1 (—2x(1+x2) —(1—x2)-2x) _
- (L2) (1+2%
B -1 —4x B
~ R )

B (1+ 2?) dr
SV 1222 et — (1 — 222+ 2t (14 22)2

(1+2%)? 4z Adz(l+a?)
dr? (14222 2v/22(1 + 22)2
B 2z
(14 22)Va?
Dy =R\ {0}
f(x)=0&22=0
=0

Funkce f(z) nema stacionarni body (viz véta 15), protoze v bodé 0 derivace neexistuje.

e Intervaly monotonie

(—00,0) | (0,00)
- +

2x
V2 (1422)

klesajici | rostouci

Tabulka viz véta 11.

6. Druha a treti derivace:

e Druh4é derivace

2(1 + 2%)Va2 — 2z <(1 + x2)\/ﬁ)/

f'(x) = 22(1 + 22)? -
(1+a:)\/_ 2x<2:v\/_+(1+37)'%( >%'2$>
113'2(1 —|—ZU2> -
2(1+ 2%)Va? — 2 <2x\/_+ w2 )
22(1 + x2)? B
21+ 2%Vt — 2 )
x2(1 4 x2)? a
212(1+x2)fi4/?272x2(1+w2) B e B — Az
= 22(1 + 22)2 221+ 22)2v2? (1 +22)2Va?
D =R\ {0}

105



7. ULOHA 7

() =0& —42% =0
22 =0

z=0

Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné o, pro které plati f”(xo) = 0 (v bodé 0 druha
derivace neexistuje), tak nema smysl fesit t¥eti derivaci (viz véta 18).

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) (0, 00)

— 42

(1422)2Vz?

konkévni | konkévni

Tabulka viz véta 12.

Vzhledem k tomu, Ze funkce f(x) je na intervalech (—o0,0) a (0, 00) konkavni a nema
zadny inflexni bod (viz definice 17), tak vidime, Ze Funkce 4 témto vlastnostem neodpo-
vida, protoze méa dva inflexni body. Proto ji z navrhovanych funkci také vyradime. Tato
funkce zamérné nebyla vytazena uz po vypoctu stacionarnich bodi, kvili moznosti, Ze
v bodé 0 mize byt lokalni extrém.

Protoze jsem pravé vyradili z vybéru i posledni funkci, tak se ve vypoctu musime
vratit, abychom zjistili, kde jsme udélali chybu. Pfesnéji, vratime se k prvni derivaci.

Defini¢ni obor prvni derivace nam vysel nasledovné:
Dy =R\ {0}.

To znamena, ze prvni derivace v bodé 0 neexistuje, ale pfesto musime zjistit, jak se
funkce f(z) chovéa v okoli tohoto bodu. Vyuzijeme vypocétu jednostrannych derivaci.

arccos(1) — arccos (1""32)

_ 2
7(0)= tim LO=T@ -
z—0— — X z—0~ —T
0 —arccos (;ﬁi) . arccos (L_éz) arccos 1
= lim = lim = =
z—0— —X z—0— X 0~
2x
0lra . (re2)Va2 . 2z
=|—| = lim —— = lim ———— =
0 z—0— 1 z—0— (1 + 352)|17|
] 2z . —2
=lim ———— = lim = -

e=0- (1 +22)(—x)  2-0- 1+ a2
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—T

2
arccos(1) — arccos (}HQ)

0) —
1(0) = tim O =I@ _ =
r—0t — T z—0+ —X
0 — arccos (Lﬁii) arccos GI_iz) arccos 1
= lim = lim = =
z—0t —T z—0t z 0+
2z
O re . @(Qre2)Va2 . 2z
=|—| = lim —— = lim =
0+ 0+ e—0+ (1 4 22)|x|
2 2
= lim e lim =2

e=0t (1 +22)(x)  a—0t 1+ a2

_ arccos(1) — arccos (%)
f'(O) = lim M = lim ks =
z—0 0—2x z—0 —x
0 — arccos (1_3”2) arccos (—_Z2>
- 2 2 0
— lim ) i — N H — NEEXISTUJE
70 —r z—0 €T 0

Vypoctem jednostrannych derivaci jsme zjistili, ze pokud se blizime k 0 zleva, je smér-
nici tecny zleva grafu funkce f(x) ¢islo —2 a funkce tam klesa a pokud se blizime k 0
zprava je smérnici teny zprava grafu funkce f(x) ¢islo 2 a funkce tam roste.

Pomoci definic pro lokalni extrémy (viz definice 13 a 14) zjistime, zda je v bodé 0
lokalni minimum ¢ maximum.

Musime najit takové prstencové okoli P(xg), Ze pro vSechna x € P(xg) je splnéna
nerovnost f(xg) < f(x) nebo f(zg) > f(z).
Pokud zvolime ¢ = 2, ziskame prstencové okoli

P(zo) = (0—2,0) U (0,0 +2) = (—2,0) U (0,2).

Plati, ze f(x¢) = f(0) = 0. Vzhledem k tomu, Ze obor hodnot funkce f(z) = arccosx
je (0,7, bude f(z) vzdy kladné ¢islo. Bude tedy platit vztah f(z¢) < f(x), a proto je
v 2o = 0 ostré lokdlni minimum.

Kdyz vezmeme v potaz nové informace o okoli bodu 0 tedy, Ze je v tomto bodé lokalni
minimum, funkce se v levém a pravém okoli blizi pfimce prochazejici bodem 0, se
smérnici po fadé —2 a 2, na intervalu (—o00,0) i (0,00) je funkce f(z) konkavni a
hlavné, ze prvni derivace funkce f(z) v bodé 0 neexistuje (graf ma tzv. hrot), mizeme
graf funkce f(x) upravit.

Takto vypada graf funkce f(x) po tprave.

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum

Nema ji smysl fesit, protoze funkce f(x) nema v bodé 0 druhou derivaci (viz véta 16).
Jesté je nutné zjistit, jestli funkce f(z) nema néjaké asymptoty.

7. Asymptoty:
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Obrazek 177: Chovani funkce v okoli bodu 0

Obrazek 178: Funkce 6

Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Uréime koeficienty a, b.

22(L -1 _
arccos <I2E§ﬁ1;> . arccos (: +1> B

w""

1—22
arccos ( 1722 )

w""

a= lim lim = lim
r—+o0 x r—+o0 €T r—+o00 €T
 [arccos(—1)] [w] _0
N 00 - lood
. 2 -1
b= lim arccos =7
z—+o00 1‘2 +1

Funkce f(x) ma vodorovnou asymptotu y = 7 (viz definice 19 a véta 20).
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Obrazek 179: Funkce 6 - vyslednd funkce f(z)
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7.2 Pristup tvorivy
Vysetiete pribéh funkce

f(z) = arccos (1;;2) :

1. Defini¢ni obor:

D;=R

2. Pruseciky funkce f(x) se souradnicovymi osami:
e Prisecik s osou y

1-0

Y = arccos (m) = arccos(1) =0

Soufadnice pruseciku funkce f(x) s osou y jsou [0, 0].

e Prisecik s osou =

0 1 — a2
= arccos
1+ a2

1— a2
0) =
cos(0) T2
1_2
R
1+ 22
1 — a2
0= —1
14 22
0_1—x2—(1+x2)
n 1+ 22
0_1—x2—1—:r;2
N 1+ 22
— 92
) —
1+ 22
—272 )
:1+x2(:)—2x:0
=0

Soutadnice pruseciku funkce f(z) s osou z jsou [0, 0].
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Obréazek 180: Pruseciky funkce f(x) se soufadnicovymi osami

3. Sudost a lichost:

Vz € R; f(—) = arccos (%) — arccos (1 . ij) = f(2)

Funkce f(x) je sud4, tedy jeji graf je soumérny podle osy y (viz definice 2).

4. Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

_ 1—a? , a? (5 —1) - L1
lim arccos = lim arccos | ——5——= | = lim arccos | % =

xT

1 _
. 2
> = lim arccos <x1 ) =
T——00 2 +1

= arccos(—1) =

, 1 — 22 , 2% (
lim arccos = lim arccos | —&%—=~
I+ x?

T—>—00 2 T——00

= arccos(—1) =7
Co nam rikaji:

e Pokud hodnota z roste do nekonecna, tak jde funkéni hodnota této funkce k .

e Pokud hodnota x jde do minus nekonecna, tak jde funkéni hodnota této funkce k 7.
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Obrazek 181: Chovani funkce f(z) v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. Prvni derivace:

e Stacionarni body

Pouzité vzorce pro derivovani
(f £9)(x)=f'(z) £ ¢'(x)
(f(g(x))) = f'(9(x))g'(z)
<[>' (2) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

g 92(z)
Tabulka viz véta 10 a 9.

1—22\\’ -1 1— 22\
/ p— — p— P—
f@ (arCCOS(Hx?)) _ (1=a2)2 (1+x2>
1 (1+x2)

) _q ((1_x2)’(1+x2)—(1—w2)(1+$2)/> _
)

22 1+ 22)2
= e
B -1 —2x(14+2%) — (1—2?) 22\
o (1+22)2—(1—22)2 (1 +x2)2 -

(1+22)2

_ 1 (—Qx — 923 — (22— 2x3>>

\/1+2x2+z47(17212+x4) (1 + 332)2
(1+x2)?
—1 —2x — 223 — 22 + 223 —1 —4x
B \/1+2x2+z471+2x2714 ( (14 22)? ) B = (14 22)? B
(1+22)? (1422)?
(L4 22)? dr Axy/(1+2%)?  22(1+2%)
V@ (1492 2va2(1+a2)? (L+22)2Va?
B 2z
(1422
Dy =R\ {0}
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Plati f'(z) = 0 pravé tehdy, kdyz 2 = 0. ReSenim této rovnice dostavame:
20 =0
x=0

V bodé 0 prvni derivace neexistuje, ale pfesto tam mtze byt lokalni extrém. Chovani
prvni derivace v tomto bodé prozkouméame pomoci jednostrannych derivaci.

2
arccos(1) — arccos <} +;2>

0) —
)= tim {O=S@ - -
z—0 0 T z—0 x
1—a? 1—a?
0 —arccos (1 HQ) _  arccos (m) arccos(1)
= lim = lim = =
z—0~ — z—0~ T 0~
2x
0 I (1+12)2\/a§ li 2
= —_— — == 1 =
0- z—0— 1 mﬁO_‘],+'$2H$‘
2 —2

£(0) = f() arccos(1) — arccos (};ii)
"(0) = lim o — im =

2—0+ 0—=x z—0+ -z

y 0 — arccos (1122) y arccos GI_iz) arccos(1)
= lim = lm - -

x—0t —X r—0t e 0+

2z
10 | V(1+a2)2Va? 1 2x _
0F] a0t 1 e=0+ |1+ 22|[z]
2 2

1—z2
0) — arccos(1) — arccos (?>
£(0) = 1im 2O =@ )
z—0 0—zx z—0 —
0 — arccos (1_§§> arccos (%) 0
— lim ) i N H — NEEXISTUJE
x—0 —xT x—0 X O

Vypoctem jednostrannych derivaci jsme zjistili, Zze pokud se blizime k 0 zleva, je smér-
nici tecny zleva grafu funkce f(z) ¢islo —2 a funkce tam klesd a pokud se blizime k 0
zprava je smérnici teny zprava grafu funkce f(z) ¢islo 2 a funkce tam roste.

Pomoci definic pro lokdlni extrémy (viz definice 13 a 14) zjistime, zda je v bodé 0
lokalni minimum ¢i maximum.

Musime najit takové prstencové okoli P(xg), Ze pro vSechna x € P(xg) je splnéna
nerovnost f(xg) < f(z) nebo f(x¢) > f(x).
Pokud zvolime ¢ = 2, ziskdme prstencové okoli

P(z0) = (0—2,0)U (0,0 +2) = (—2,0) U (0,2).
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Plati, ze f(x¢) = f(0) = 0. Vzhledem k tomu, Ze obor hodnot funkce f(x) = arccosz
je (0,m), bude f(x) vzdy kladné ¢islo. Bude tedy platit vztah f(zo) < f(z), a proto
je v g = 0 ostré lokdlni minimum (tento extrém se do grafu zakresli jako tzv.hrot,

protoze v bodé 0 derivace neexistuje).

Obrazek 182: Chovani funkce v okoli bodu 0

e Intervaly monotonie

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalu (—oo,0) klesajici a na intervalu

(—00,0) | (0,00)
2z — +
(14 2?) + +
Va? + +
G |~ !
klesajici | rostouci
N\ /!

(0, 00) rostouci (viz véta 11).
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Obrézek 183: Monotonie funkce f(x)

6. Druha a treti derivace:

e Druh4é derivace

Pouzité vzorce pro derivovani

(f £ 9)'(x) = f(z) £ ¢'(z)
(f(g()))" = f'(9(x))g' ()
(fg9)'(z) = f'(x)g(x) +

f(x)g (x)
(z)g'(x)

(5) -

Tabulka viz véta 10 a 9.

2x

f”(l’) _ (W) =

B (2x) (14 22)Vx? — 2z ((1 + xz)\/ﬁ>

/

2(1+ 2?)Va? — 2z ((1 +22) Va2 + (1 + 2?) (@)’)

(1 + I2>2I2

2(1 + 22)Va2? — 2z (2;“/? +(1+2?) ((x2)5>'>

22(1 + x2)?

22(1 + 27)?
21+ 2?)Va? - 20 (20Va + (1+2%) - §(2?) 7% (%))
2(1 + 27)?
21+ 2?)Va? - 2 (20Va? + (1+2%) - 3 (%) - 20)

22(1 + x2)?
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2(1 4 22)Vz? — 2x(2x\/_+ zllte?) )_

x2)2

22(1 + x2)?

(1+a:)\/_ 2x<2x\/_+ Hx >_

22(1 + x2)?

2z-x?+x(1+a?)
2L+ a?)Va? -2 (eatreivs?) = )_
22(1 + 22)?
2<1+x2)x2—2x<2x3+x(1+x2>)
Va2
2(1 + x2)?
222 (1+a?) — (4o 4 222 (1 + 2?))
x2(1+ x2)2\/ﬁ
222 (1+a?) —da* — 227 (1 + 2?)
z2(1+4 :1:2)2@
—Axt - — 42
22(1 + 22)2Va? (1+x2)2\/ﬁ
Dy =R\ {0}

Plati f”(z) = 0 pravé tehdy, kdyz —42% = 0. ReSenim této rovnice dostavame:

—42® =0
z=0
Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zZadné o, pro které plati f”(xo) = 0 (v bodé 0 druha
derivace neexistuje), tak nema smysl Fesit t¥eti derivaci (viz véta 18).

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti

(—00,0) (0, 00)

—4a? - —

- -
- +

(1422)Va?

konkavni | konkévni

AT

Dle tabulky vidime, Ze funkce f(z) je na intervalech (—o0,0) a (0,00) konkavni, a
proto nemé v bodé 0 inflexni bod (viz véta 12 a definice 17).
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A 1 /]

Obrazek 184: Konvexnost a konkavnost funkce f(z)

e Postacujici podminka pro lokalni minimum ¢i maximum

Nema ji smysl fesit, protoze funkce nema v bodé 0 druhou derivaci (viz véta 16).

7. Asymptoty:

Rovnice asymptoty budiz y = ax + b. Urc¢ime koeficienty a, b.

xQ(i—l) 1_1
1-2? arccos | — 22— r 22
_arccos <1+x2> . 2(5+) ~ arccos g
a= lim ——* = lim = lim
r—+o0 €T r—to0 x r—to00 x
arccos(—1) [ T ] 0
o0 o0

) x? =1 ) x?—1
b= lim | arccos —0x ) = lim arccos =7
z—=00 241 z—7Fo0 2 +1

Vzhledem k tomu, Ze a = 0 a b = 7, funkce f(x) ma vodorovnou asymptotu y = 7

(viz definice 19 a véta 20).
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A 1 [

Obrazek 185: Vodorovna asymptota y = 7

8. Graf funkce f(z):

Obréazek 186: Vysledny graf funkce f(x)
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