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Jak resit
matematické problémy

Nékolik strategii FeSeni problémiu
Hrozny uloh

ReSeni problémi pomoci zkoumani

Knizka je pro vés, ktefi jste si oblibili matematiku a chcete poznat,
jak pfistupovat k feSeni matematickych uloh. Mate zde moZnost
poznat nékolik zékladnich strategii (pfistupll) k feSeni uloh. Tyto
strategie pak muzete vyuZzit pti feSeni nejriiznéjSich dalSich tloh.
Vzdy, kdyZz néjakou tlohu vyftesite, je to velky uspéch a méli byste
ho vyuzit pti feSeni podobnych uloh.

Také pozndte, jak uzitené v matematice je experimentovani.
Az budete knizku ¢ist a spolu s autorem fesit tlohy, budete si
v praxi osvojovat charakteristické chovani matematik.
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1. Uvod

Soucasny ¢esky matematik svétové urovné profesor Petr Vopénka fekl:
., Stezi lze nalézt jinou cinnost, ktera by svymi nékolika tisici lety proverenymi
zkuSenostmi mohla byt ucinnéjsi pro rozvijeni mysleni, abstrakce, predstavivosti
a schopnosti Fesit problemy, nez je péstovani matematiky.
Vyse uvedeny citat je dobrou motivaci pro knizku, kterou mate pied sebou.
Autor knizky dodava:
., Pokud chci nékomu ukazat, co je to matematika, pak s nim budu resit matema-
tické problémy. Musime je ale resit tak, jak je v matematice zvykem. Pod viivem

matematiky bychom se tak mohli stat lepsimi resiteli problémii. A proto se v této
knizce budeme zabyvat prave jejich resenim.

Knizka ma Ctyfi ¢asti.

Po tomto uvodu si ukdzeme nékolik strategii (postupti), které matematikiim poméahayji
pfi feSeni problému. Pokud vyfeSime prvni ulohu, pak ji mizeme ,,obalit podobny-
mi ulohami a tim vytvofime tzv. hrozen problému. V zavéru ukazeme, jak pomoci
zkoumani mizeme vyiesit né¢jaké problémy, poptipad¢ jak zkoumanim matematic-
kych situaci miizeme vytvaret nové problémy, a ty vyfesit.

Zacnéme jednoduchym, ale zajimavym problémem, ktery o kniZce leccos napovi.

Problém 1: Zvolte libovolné trojciferné Cislo a toto ¢islo napiSte dvakrat za sebou.
Vzniklé Sesticiferné ¢islo délte ¢islem 7, ziskany vysledek délte Cislem 11 a tento dalsi
vysledek jesté ¢islem 13. Zkoumejte, co dostanete.

Reseni: NeZ budete pokratovat ve &teni, vyzkousejte si nékolikrat to, co pozaduje
zadani problému. My, stejné jako vy, zacneme experimentovanim. Uvazujme napr-
trojciferné Cislo 412. NapiSeme-li ho dvakrat za sebou, vznikne Sesticiferné cislo
412 412. Pozadovanym délenim dostaneme:

412412 :7=58916, 58916:11=5356, 5356: 13 =412.

Ziskali jsme trojciferné cislo, které jsme na zacatku zvolili. Pokud experiment
nékolikrat zopakujeme (s riznymi vychozimi trojcifernymi ¢isly), vzdy obdrzime
trojciferné Cislo, z néhoz jsme vysli. Mizeme proto vyslovit hypotézu (domnénku):

Hypotéza: Pokud s jakymkoliv trojcifernym ¢islem udélame vySe popsany postup,
pak vzdy na zavér dostaneme trojciferné ¢islo, z néhoz jsme vysli.

Hypotézu miizeme ovéFit jesté na dalSich piikladech, ale my mame na to, abychom
ji dokazali. Jedna moznost by byla, Ze bychom vyzkouseli vSech 900 trojcifernych
¢isel. To by vSak byla i1 za pouziti kalkulacky velmi zdlouhava prace, a proto budeme
postupovat jinak.



Nasledujici diikaz je vhodny pro toho, kdo se jiz sezndmil s proménnymi pro cisla.

Necht’ abc znaci vychozi trojciferné Cislo (a jsou stovky, b desitky a ¢ jednotky).
NapiSeme-li toto Cislo dvakrat za sebou, dostaneme Sesticiferné Cislo abc abc.
Pokud toto ¢islo rozepiSeme a upravime, dostaneme:

abcabc=a - 10°+b-10*+c-10°+a-10°+bH-10+c=a-100100+5H-10010+c-1 001 =
=1001(a-100+bH-10 +¢)

Pro ¢islo 1001 plati: 1001 =7-11-13, aproto je délitelné ¢isly 7, 11 a 13.
Po uvedeném déleni tedy ¢islo 1001 ,,zlikvidujeme* a dostaneme tak Cislo v zavorce.
V zavorce je v rozepsaném tvaru trojciferné ¢islo abc, z néhoz jsme vysli. [

Symbol [] znaéi konec ditkazu nebo konec feSeni problému.

Dokazanou hypotézu miiZeme nyni piejmenovat na matematickou vétu.
Ptidejme dalsi zajimavy problém.

Problém 2: Je dana ctvercova tabulka 8x8. Dopliite jeji policka Cisly 1, 0, —1 tak, aby
soucty Cisel ve vSech fadcich, sloupcich a obou uhloptickach byly navzajem rtizné.

Jednd se vlastné o jakysi antiproblém k problému Sestrojte magicky Ctverec (viz
kap. 3), v némz musi byt vSechny uvedené soucty stejné (tam vSak mame k dispozici
na dosazovani vice ¢isel a kazdé mize byt v tabulce jenom jednou).

ReSeni: Abychom do problematiky lépe pronikli a zaroveii se pokusili na-
1ézt teSeni, budeme experimentovat. Protoze vSak tabulka 8x8 je pfili§ velka
a experimentovani by trvalo dlouho, vezmeme si misto ni nap#. tabulku 3x3 a po-
kusime se do ni vlozit ¢isla 1, 0, —1 tak, aby uvedené soucty byly rizné. Zvolili
jsme strategii zjednoduSeni. Jeden z experiment je zndzornén na obr. 1.

0 0 0

0 1 0

1 1 -1
Obr. 1

Thned je vidét, ze uvedeny experiment nevysel, protoze napr. soucet cisel v prvnim
sloupci a v druhém fadku je 1. Nez budete pokracovat ve Cteni, udélejte nékolik
experimentll vy. Po n€kolika experimentech ziejmé zjistite, ze vam to stale ne-
vychézi. Je to nase neschopnost nebo problém feSeni nemd? Budeme zifejmé
muset zvolit jiny postup.



Zamysleme se, kolik rtiznych tfi¢lennych sou¢ti mizeme vytvorit z ¢isel 1, 0, —I.
Nejmensi z téchto souctli bude —3 a nejvétsi 3. Samoziejmé muizeme vytvorit
isoucty -2, —1, 0, 1, 2. Téchto souctl je celkem 7. Kolik riznych soucti vSak
mame vytvofit v tabulce 3x3? Radky jsou 3, sloupce jsou také 3 a GhlopFicky 2, to
je dohromady 8 riiznych soucta.

Zavér: Nas zjednoduseny problém je nefeSitelny.

Vratme se vSak k pavodnimu problému. Nyni mizeme zcela analogicky fici, ze
1 problém s tabulkou 8%8 je nefeSitelny. Riiznych moznych souctt je 17, ale pozado-
vanych souctil v tabulce je 18.

Odpovéd’: Problém je netesitelny. ]

Problém 2 zni velmi jednoduse, ale my jsme zjistili, Ze je nefeSitelny. I to se obcas sta-
va, zvlasté kdyz matematickymi prostredky fesime n¢jaké nematematické problémy.

Problém 2 ted’ miizeme zobecnit pro libovolnou tabulku nxn, kde n je ptirozené Cis-
lo. Je vidét, ze zadame-li jakoukoli takovouto tabulku a dopliiovana ¢isla jsou stale
1, 0, —1, pak problém je nefeSitelny, nebot’ jsme schopni z téchto ¢isel vytvorit
2n + 1 rGznych souctl, ale problém jich vyzaduje 2n + 2.

Ctenaf nyni miize vytvofit dalsi podobné problémy. O zméné velikosti tabulky jsme
jiz hovotili. Jak jinak problém zménit? Napr. tak, ze znéni problému 2 ponechame az
na to, ze dopliiovana ¢isla budou napr. 3,2, 1, 0, —1. Reseni tohoto problému, piipad-
né vytvoreni dalSich spfiznénych problémd, jiz prenechame ctenafi.

Zabyvejme se kratce historii. Napr. uz v antickém Recku zaci museli fesit jeden z pro-
blém, ktery patii mezi tak zvané cisternové problémy.

Problém 3: Jsem mosazny lev a mymi chrlici jsou mé dvé oci, tlama a tlapa mé pravé
nohy. Moje pravé oko naplni nadrz za dva dny, moje levé oko za tri dny a moje tlama
za ¢tyri dny. Moje tlapa je schopna naplnit ji za Sest hodin. Rekni mi, za jak dlouho
naplni nadrz vsechny chrlice dohromady.

Historicky problém 3 feSit nebudeme, ale misto néj vyslovime jednodussi analogicky
problém a ten vyfesime.

Problém 4: Do nadrze vedou dva pfitoky. Prvni pfitok naplni nadrz za 2 hodiny
a druhy za 3 hodiny. Za jak dlouho naplni nadrz oba ptitoky dohromady?
Pokuste se nejprve odhadnout, jak dlouho by to mohlo trvat.

ReSeni: Polozme si otazku, kolik vody nate¢e do nadrze za hodinu. Prvni p¥itok na-
plni polovinu nadrze a druhy jeji tfetinu.

Oba pftitoky naplni za hodinu % + % = = nadrze.
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o x , SAESRVIVE [
V dalSim case se musi naplnit jest¢ ¢ nadrze.

Tento ¢as spocitame troj¢lenkou: za 1 hodinu........... % nadrze

zaxhodin .......... % nadrze

xX= % (hodiny)
Protoze % hodiny je 12 minut, mizeme odpovédét:

Odpovéd: Nadrz se obéma piitoky naplni za 1 hodinu a 12 minut. [

Vétsina z nas asi feSila ulohu o pfevoznikovi nebo o ni alespon slysela. Jisté¢ vSak
budete vSichni ptekvapeni, Ze se tato lloha objevila jiz ve stftedoveéké sbirce s nazvem
Propositiones ad acuendos iuvenes (Ulohy k bystfeni mladikii). Autorem byl anglo-
sasky mnich Alkuin, ktery Zil v letech 735 az 804. Uloha tehdy znéla takto:

Problém 5 — Uloha o vlku a koze a hlavce zeli:

Néjaky muz mél prevézt pres feku (tam nebo zpét) vlka a kozu a hlavku zeli, a ne-
mohl najit jinou lod’ku nez takovou, kterd byla schopna uvézt jen dva z nich. Bylo
mu vsak naiizeno, e ma vSechny pievézt iplné neposkozené. Rekni, jak je mohl
neposkozené prevézt.

Vysledek ieSeni: Nebudeme se zde zabyvat vlastnim feSenim. Ctenafi viak radime,
aby se pokusil problém vyfeSit pomoci experimentovani za pomoci vlastni intuice.

My zde pouze udame pomoci obrazku vysledek (viz obr. 2). Uastniky problé-
mu v ném ozna¢ime prvnimi pismeny, tj. p (pfevoznik), k (koza), v (vlk) a z (zeli).
V obréazku vypisujeme situaci na vychozim biehu.

Uloha tedy zacina situaci {p, k, v, z} a konci situaci, kdy na tomto bfehu uz nic neni.
Kazda sipka predstavuje jednu plavbu ptes feku.

Aby Ctenat obrazku rozumél, popiSeme aspon zacatek: Prvni Sipka ptredstavuje prv-
ni plavbu pies feku. Pfi ni pfevazi prevoznik kozu a na vychozim biehu zistal vlk
a zeli (vlk zeli nezere). Pak se pfevoznik vratil a to znamend, Ze na vychozim biehu
je prevoznik, vlk a zeli. Horni vétev predstavuje situaci, kdy prevoznik prevazi na
druhou stranu zeli, a to znamend, ze na vychozim biehu zlstal vlk. Dolni vétev pak
ptredstavuje situaci, kdy prevoznik pfevazi vlka, a to znamena, Ze na vychozim biehu
zustalo zeli. Doufame, ze ted’ je jiz ¢tenafi jasné, co obrazek vypovida, a ze ho dale
mize Cist sam. pkv []
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Z obrazku 2 je vidét, ze tloha ma dvé feSeni. Alkuin vSak ve své sbirce uvadi pouze
to feSeni, které odpovida dolni vétvi.

Prevoznickych tloh bylo ve sbirce vice. Mezi ulohami, které Alkuin nazyva Ulohy
zcela nematematické, je napr. nasledujici tloha o volovi: Kolik krokii udela v po-
sledni brazde viil, ktery cely den ora?

Alkuinova odpovéd’ je jednoducha: Vil neudéla v posledni brazdé Zadny krok,
protoze jde pted pluhem (ktery brazdu déld).

Toto je hezka uloha na logické uvazovani.

Ted’ se vratime do soucasnosti a pokusime se vysvétlit pojem problém.

Pti vysvétleni pojmu problém se budeme opirat o tri hlavni slozky , které problém
ma. Jsou to (viz obr. 3):

koncova
situace

vychozi

) cesta
situace

Obr. 3

1. Vychozi situace, v niz popisujeme souvislosti a poskytujeme potiebné informace
nebo udaje.

2. Koncova situace (cil), kterou chce fesitel dosdhnout.

3. Cesta od vychozi situace k cili, kterd pro fesitele mtize (ale také nemusi) byt
zfejma ¢i dosazitelna.

koncova
situace

vychozi
situace

cesta

Obr. 4

Jestlize je vychozi situace popsana, koncova situace (cil) je zadana a cesta neni zndma,
pak problém nazyvame wloha (viz obr. 4). Pravé ulohy nas budou nejvic zajimat. [}

Pokud bychom znali nejen vychozi a koncovou situaci, ale 1 cestu, pak se tento pro-
blém nazyva cvifeni. Pfi feSeni cvi€eni nemusime moc myslet, pouze si upeviiuje-
me to, co uz vime.

Pokud chceme néjakou tlohu fesit, musime si dobfe uvédomit vychozi situaci, tedy

Od této chvile tedy budeme misto problém fikat tloha.
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Uloha 6: Na obrazku 5 je 9 bodi (kole¢ek), které jsou uspofadany do &tverce. Dale
je zde Ctytikrat lomena ¢ara, kterd prochazi vSemi témito body. Pokuste se sestrojit
pouze tiikrat lomenou ¢aru, kterd bude také prochazet vSemi deviti body.

Obr. 5

Pokuste se tuto ¢aru sestrojit a pak teprve pokracujte ve cteni.

Reseni: Pokud ¢aru zkousite sestrojit tak, aby zlomy byly v nékterém z uvedenych
bodti, pak jste si sami pfidali podminku, kter4 v nasi uloze neni uvedena. Uloha s tou-
to pfidanou podminkou je nefeSitelnd. Pokud tedy tuto podminku vypustime, pak
dostate¢na pomoc pii sestrojeni pozadované Cary je znazorn€na na obr. 6. [

L v
00

Obr. 6

Velmi Casto se nékteré ulohy daji fesit riznymi zptsoby. Ukdzeme to pfi feSeni dalsi
ulohy. Nez vSak budete naSe feSeni Cist, pokuste se vyiesit ulohu sami. Pokud vaSe
feSeni bude jiné nez ndmi uvedena feSeni, bude to jen dobfe.

Uloha 7 (o farmaii): Farmaf péstuje zeli vzdy na jednom étvercovém zahonu. Tento
rok obsahuje jeho ctvercovy zdhon o 23 hlavek zeli vice nez lonisky rok. Kolik hlavek
zeli péstuje letos?

Pocet hlavek zeli v kaZzdém roce je vyjadien tzv. ¢tvercovym cislem, tj. n€kterym
z ¢isel 1, 4,9, 16, 25, 36, ... (viz obr. 7).
ONORONG,

ONON®) ONONONGE

O O O O O O O OO
O O O O O O ONORONO) oo
Obr. 7

Dal ukazeme rtizné zplisoby feseni tlohy 7:

8



ReSeni pomoci systematického experimentovani:

Zacneme experimentovat. Pokud by v minulém roce farmar péstoval 1 hlavku zeli,
pak by letos péstoval 1 + 23 = 24 hlavek zeli. Takhle to vSak byt nemohlo, protoze
24 neni ¢tvercové Cislo. Pokud by v minulém roce farmar péstoval 4 hlavky zeli,
pak by letos péstoval 4 + 23 = 27 hlavek zeli. Takhle to vSak také byt nemohlo,
protoze 27 neni ¢tvercové ¢islo. Budeme v experimentovani systematicky pokraco-
vat a vysledky vlozime do tabulky (viz tab. 1).

vloni 1 4 9 | 16 | 25 | 36 | 49 | 64 81 | 100 | 121 | 144
letos | 24 | 27 | 32 | 39 | 48 | 59 | 72 | 87 | 104 | 123 | 144 | 167

Tabulka 1

Nyni budeme zkoumat druhy fadek tabulky. ProhliZime-1i ho zleva doprava, pak prvni
¢tvercové Cislo je 144, coz je 122 Jedno mozné feSeni je tedy: vioni 121 hlavek zell,
letos 144 hlavek zeli. Existuji jesté n¢jaka dalsi feSeni? Dalsi feSeni vSak jiz neexistuji,
protoze rozdil mezi sousednimi ¢tvercovymi ¢isly se stale zvétSuje. Tyto rozdily tvori
postupné posloupnost 3, 5, 7, 9, 11 atd. a tedy jednou nabude rozdil hodnotu 23, a pak
jiz bude tato hodnota stale vEtsi a vetsi.

Odpovéd’: V letoSnim roce pestuje farmar 144 hlavek zeli.

ReSeni pomoci grafického znazornéni — geometricka cesta

Obr. &

Ctverec A Ctverec B Ctverec C Ctverec D

Ctverec A predstavuje zahon v lofiském roce. Protoze nevime, kolik hlavek obsahoval,
nevyplnime ho. Ctverec B piedstavuje rozifeny zahon v leto§nim roce. Jako znazor-
néni cilového stavu jej také nevyplnime. Dalsi dva ¢tverce miizeme nazvat pracovni.
Do rozsifeni ¢tverce C doplnime vhodnym zpiisobem hlavky zeli, které jsou navic.
Po vSech moznych pokusech (experimentovani — rozsiteni o jednu, dve¢, tfi, atd. fady)
zjistime, ze to lze udélat jedinym zpisobem: 23 = 11 + 11 + 1 (viz obr. 9). Nyni mu-
zeme doplnit cely ¢tverec D a ziskame tak odpoveéd’ na predlozenou otazku (odpoveéd’
viz vyse).

0/0/0/0/0]0)] 11 1

11 x 11 "

O
OO0
O

Obr. 9



ReSeni pomoci rovnice — algebraicka cesta:

Oznacime x> pocet hlavek zeli tento rok a ) pocet hlavek v minulém roce.
Pak mtGzeme sestavit rovnici: .
x*—y*=23

Tato rovnice nevypada pfili§ sympaticky. Pokud vSak udélame nasledujici Gpravu,
bude situace vypadat trochu Iépe. Levou stranu lze rozlozit (jde o rozdil ¢tvercl)

a dostaneme:
(x+y) (x—y)=23
Cisla (x + y) a (x — y) jsou pfirozena a &islo (x + y) je vétsi nez (x — ). Cislo 23

je prvocislo a ma pouze dva délitele: 1 a 23. Proto mizeme pomoci nasi rovnice
sestavit soustavu dvou linearnich rovnic:

x+y=23
x—y=1
Resenim této soustavy dostaneme x=12 a y=11. (Odpovéd viz vyse.) ]

Ulohu 7 mbzeme fesit i jinymi zpiisoby, napi. experimentovanim pokus — omyl.
(Nahodn¢ volime pocet hlavek vloni a zjisStujeme, jestli nam letos vyjde ctvercoveé
¢islo. Toto opakujeme dokud nam nevyjde ctvercové Cislo).
Vyfteseni tlohy 7 by vSak nemélo znamenat, Ze se touto problematikou pfestaneme
zabyvat. Proto hned po néjakém vyfeSeni tlohy bychom ji mohli zacit pozménovat.
Napr.: —Zménime pocet hlavek zeli, jimZz se 1181 lofisky a leto$ni rok.

Napr. letos o 11 hlavek vic nez vloni.

— Zménime tvar zahond. Budeme uvazovat napr. obdélnikové zahony,
kde délky stran obdélnikl jsou v poméru 1:2.

— Zménime pocet zadhonu. Zeli mize byt péstovano na dvou nebo
i vice zahonech.

Uved'me jedno pozménéni ulohy 7.
Zménime pocet hlavek zeli, jimz se lisi lonisky a leto$ni rok.

Uloha 8: Farmai péstuje zeli vzdy na jednom &tvercovém zahonu. Tento rok
obsahuje jeho ¢tvercovy zahon o 21 hlavek zeli vice nez lonisky rok. Kolik hlavek
zeli péstuje letos?

Vysledek: Tato nova tloha ma dvé feseni.

Jedno feseni je: vloni 100 hlavek, letos 121 hlavek.

Druhé feseni je: vloni 4 hlavky, letos 25 hlavek. [
Jesté ukazeme dalSi mozné piistupy pii feSeni nasledujici tlohy. Tato uloha je prav-
dépodobné v riznych obménach znama na celém svété a u nas ji nékdy umi fesit
1 zaci prvniho stupné ZS.

10



Uloha 9: Prasata a slepice

Tentyz farmaf jako v pfedchozi tloze jednou vyhlédl z okna na dvorek. A protoze jeho
dcera pottebovala procvicovani v matematice, povida ji po chvilce: Na dvorku jsou
pouze prasata a slepice. Napocital jsem tam 23 hlav a 76 nohou. Mize§ mi fici, kolik
je tam prasat a kolik slepic?

Nejprve se pokuste ulohu vyftesit sami a teprve pak se podivejte na nase feSeni.

ReSeni pomoci strategie pokus — omyl:

Budeme zcela ndhodné volit pocet slepic a prasat tak, aby jich bylo dohromady 23
a budeme pocitat, kolik maji dohromady nohou. Zapis mize vypadat nasledovné:

10-4=40 12-4=48 18-4=72 17-4=68 15-4=60
13-2=26 11-2=22 5-2=10 _6-2=12 _8-2=16
66 70 82 80 76

Podaftilo se ndm v poslednim fadku ziskat 76 nohou, a tak jsme dostali
jedno mozné feseni.

Odpovéd’: Na dvorku je 15 prasat a 8 slepic.

ReSeni pomoci strategie pokus — ovéreni — oprava:

Pti této strategii udélame prvni odhad poctu slepic a prasat (dohromady je jich 23)
a spocitame pocet nohou. Druhy odhad jiz udélame pomoci ziskaného vysledku.
Zvétsime pocet prasat. Pocty zvifat ménime tak, aby se pocet nohou co nejrychleji
dostal k ¢islu 76. Pokud budeme jednotlivé kroky zaznamenavat do tabulky, mtze
tabulka vypadat nasledovné (viz tabulka 2):

Pocet prasat Pocet slepic Pocet vSech nohou | Rozdily
Prvni odhad 9 14 64
Druhy odhad 10 13 66 +2
Tteti odhad 12 11 70 +4
Ctvrty odhad 15 8 76 +6
Tabulka 2

Posledni fadek predstavuje feseni.

Odpovéd® jsme vyslovili jiz diive.

ReSeni pomoci grafického znazornéni — geometricka cesta:

Nacrtnuti obrazku obvykle umozni vhled do problematiky a také pomlZze nalézt
feSeni. Mlzeme postupovat napr. tak, Ze si naCrtneme 23 ovalkidl odpovidajicich
poctu zvifat na dvote a u kazdého zakreslime 2 nohy. Pak dokreslujeme ke zvitatim
po dvou nohach (tim nahrazujeme slepice prasaty) tak dlouho, az splnime pozada-
vek, Ze nohou je 76.
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Ziskané teSeni je znazornéno na obr. 10.

ERERLERERERERERERERE=
ERERERERERFGFRERE
SR5R5= o 1

Pokrocilejsi faze tohoto ptistupu by mohla vypadat nasledovné: Kdyby na dvote byly
jenom slepice, pak by na dvote bylo 23 -2 = 46 nohou. Protoze je jich tam ale 76,
tak 30 nohou zbyva. To je 15 dvojic. Tzn. Ze 15 zvifat ma 4 nohy a zbyla zvifata maji
nohy 2. Tak dostavame odpoveéd’, kterou jsme uvedli jiz diive. Tady také vychazime
z obrazkového teseni, ale obrazek si jen predstavujeme a pfitom pocitame.

Toto feseni bychom mohli oznacit jako FeSeni usudkem.

ReSeni pomoci rovnice — algebraicka cesta:

Jestlize pocet prasat ozna¢ime p a pocet slepic s, pak miizeme sestavit nasledujici
soustavu rovnic:

pts =23
4p+2s = 76
VyfteSenim této soustavy dostaneme: p=15 a s=8.
Odpovéd’ jsme vyslovili jiz drive. ]

Nyni mizeme zacit ulohu obménovat. Mizeme ménit pocet hlav 1 pocet nohou, ale
muzeme nahrazovat i zvifata. Tak vytvotime hrozen tloh. Pokuste se vyfesit nasledu-
jici tfi ulohy z tohoto hroznu.

Uloha 10: Farmaf se diva z okna a vidi prasata a slepice. Rika dcefi: Napogital jsem
90 hlav a 292 nohou. Kolik je prasat a kolik slepic?

Odpovéd’: Na dvofte je 56 prasat a 34 slepic. ]

Uloha 11: V cykloprodejné maji jizdni kola a téikolky. Dohromady maji 37 sedel
a 86 kol. Kolik je v prodejné jizdnich kol a kolik tfikolek?

Odpovéd’: 'V prodejné maji 25 jizdnich kol a 12 trikolek. ]

Uloha 12: Martansky farméi se diva z okna a vidi na dvore trojnozky a pétinozky,
pficemz trojnozky maji jednu hlavu a pétinozky dvé hlavy. Povidd svému synovi:
Napocital jsem 48 hlav a 131 nohou. Kolik je trojnozek a kolik pétinozek?

Odpovéd: Na dvore je 22 trojnozek a 13 pétinozek. []
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2. Nékolik strategii FeSeni problémi

Matematikové uz od starovéku vymysleli strategie (postupy), které by jim poma-
haly fesit problémy. Tak vznikla disciplina zvana heuristika (¢esky Uméni objevu).
K rozvoji této discipliny pfispivali nejvétsi matematikové historie. V centru heuristiky
jsou pravé tyto strategie. Nyni vam jich nékolik pii praktickém pouziti ukédzeme.

Nejprve ukdzeme, jak ulohu vyfesime pomoci vypusténi podminky.

Uloha 13: Sestrojte obdélnik ABCD, jehoZ strany jsou v poméru 3 : 2 a jehoz
uhlopiicka ma délku 7 cm.

Reseni: Je t&zké sestrojit obdélnik, ktery splituje najednou obé& pozadované pod-
minky. Vypustime-li podminku ,,0hlopficka ma délku 7 cm*, dostdvame tlohu velmi
jednoduchou. Sestrojime obdélnik AKLM, jehoz strany budou napr. 3 cm a 2 cm
(viz obr. 11).

D
M L M L
A K A K B
Obr. 11

Nyni se vratime k vynechané podmince. Na polopiimce AL sestrojime bod C tak,
ze usecka AC ma délku 7 cm. Pak je jiz jednoduché sestrojit pozadovany obdélnik.
Vrchol B bude lezet na polopiimce AK a dale na piimce prochazejici bodem C
a rovnobézné s pfimkou AM. Obdobné bod D bude lezet na polopiimce AM a dale
na piimce prochazejici bodem C a rovnobézné s ptimkou AK. [

Poznamka: Ulohu jsme snadno vyiesili, kdyZ jsme nejprve vypustili jednu podmin-
ku a sestrojili obdélnik bez ni a potom jsme vypusténou podminku vratili.
Pouzili jsme tak strategii vypuSténi podminky.

Postup, pomoci kterého jsme vyftesili ulohu 13, mizete pouzit i pii feSeni nasleduji-
cich tfi analogickych uloh.

Uloha 14: Sestrojte obdélnik ABCD, jeho strany jsou v poméru 1:2 a jehoz
thlopficka ma délku 5 cm.

Pokud jste pochopili zptsob feseni tlohy 14, pak se jedna o cvieni.
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Uloha 15: Sestrojte rovnostranny trojithelnik, ktery méa vysku 6 cm.
Napovéda: Vypustime podminku o vysSce.

Uloha 16: Sestrojte pravidelny estiuhelnik ABCDEF, aby jeho thlopiicka AC byla
6 cm dlouha.

Napovéda: Vypustime podminku o délce thlopricky.

Nyni ukdzeme, jak se miZe feSeni ilohy zjednodusit, pokud pridame vhodny prvek.

Uloha 17: Na obrazku 12 je narysovan &tverec a dvé pulkruznice s priméry AD
a CD. Urcete obsah vyznaceného utvaru ohrani¢eného témito kiivkami, kdyz vite, ze
délka strany je 2 cm. D C

A B Obr. 12

Reseni: Pokuste se nejprve odhadnout, jak velky bude obsah vybarvené &asti, kdyz
znate obsah ctverce. Nyni tento obsah skute¢né urc¢ime. Do Etverce narysujeme jako
pomocné prvky obé jeho uhlopiicky (viz obr. 13). Uloha se tak zjednodusila.

Pokud si obrazek 13 pozorné prohlédnete, pak zjistite, ze vybarvena ¢ast Ctverce je
stejné velika jako nevybarvena cast. Tyto Casti proto maji stejny obsah. Vybarve-
na ¢ast ma tak polovi¢ni obsah nez ¢tverec. A protoze ¢tverec ma obsah 4 cm? ma
vybarvena ¢ast obsah 2 cm?.

Odpovéd’: Vybarveny obrazec na obr. 12 ma obsah 2 cm?. ]
D C
A B Obr. 13

Poznamka: Uvedenou tlohu jsme fesili pomoci obrazki, tedy geometrickou cestou.
Obrazek 12 miizeme nazvat ilustracni a obrazek 13 fesitelsky. V obrazku 13 jsou
vyznaceny dva pomocné prvky. Jsou to uhlopticky ¢tverce ABCD. Pravé vlozenim
téchto uhlopfic¢ek se ndm podaftilo ulohu 16 vyfesit.

K vyfeseni ulohy 17 nam pomohla strategie pomocnych prvkii.
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Uloha 18: Ctvrtkruh
Do pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku je vepsana cast kruznice, jak ukazuje
obr. 14. UrcCete obsah vepsané Casti kruhu, jestlize velikost pfepony trojihelniku
je |AB| = 8 cm.

C
A B
Obr. 14
V dal$im textu se vyskytne ¢islo, které znac¢ime = (Cti pi) a které se pfiblizné rovna
¢islu 3,14. ]

Reseni: Pro spravné vyieseni Glohy je tieba zjistit polomér kruznice vepsané.
Na obrazku 15 je tento polomé&r vyznafen pomoci Gsecky CT .
C

A T B

Obr. 15
Pfipomeneme, Ze obsah S kruhu o poloméru » spocitime pomoci vzorce S = mr?.
V nasem pfipadé€ je » = |CT |. Ctvrtkruh pak bude mit obsah:
S=4nCTp [

Nyni se pokusime do obrazku 14 vloZit n¢jaky vhodny pomocny prvek.

Pomocny prvek 1: Mohlo by nés napadnout, sestrojit nad useckou AB ctverec,

viz obr. 16.
D E

A B Obr. 16
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Cast ¢tverce sestrojeného nad tise¢kou AB, jak ukazuje obr. 16, je timto pomocnym
prvkem. Pokud si obr. 16 prohlédnete, pak zjistite, Ze hledany polomér je polovina
strany ctverce ABCD. Proto » =4 cm. Obsah ¢tvrtkruhu je tak

1

S =4 nCT,? =416 =4n.

Odpovéd’: Obsah plochy ohrani¢ené kruznici a rameny rovnostranného trojuhelniku
je 4 cm?. Protoze =« je piiblizné 3,14, dostaneme, Ze obsah uvazovaného
obrazce je pfiblizné 12,57 cm?.

Pomocny prvek 2: Je§té by nas mohlo napadnout sestrojit v obrazku 15 Ctverec,
ale jinak nez pfed tim, viz obr. 17.

C
A T B
Obr. 17 E

Cast Gtverce sestrojeného pod useckou AB je timto pomocnym prvkem. Pokud si
pozorné prohlédnete obrazek 17, tak opét zjistite, ze polomér ¢tvrtkruhu je 4 cm (je
polovinou uhlopfi¢ky étverce AEBC). Odpovéd’ na ulohu 17 jsme jiz vyslovili. [}

Poznamka: Ulohu 18 jsme fesili pomoci obrazkii, tedy geometrickou cestou. Obra-
zek 14 mizeme oznacit jako ilustracni obrazek. Nasli jsme dokonce dvé rizna fesSeni
pomoci dvou riznych pomocnych prvkii. Obrazek 16 je resitelsky obrazek k prvnimu
pomocnému prvku. Obrazek 17 je fesitelsky k druhému pomocnému prvku. Vlozenim
nekterého z pomocnych prvkil se tloha podstatné zjednodusila.

Pouzili jsme strategii vhodného pomocného prvku.

Také nasledujici ulohu mtizete fesit pomoci probirané strategie. Nejprve se ale pokus-
te ud¢lat dikaz sami.

Uloha 19: Dokazte, Ze soucet vnitinich Ghll v libovolném trojuhelniku je 180°.

Diikaz: Necht ABC je libovolny trojuhelnik (viz obr. 18a). V bod¢ C sestrojime rov-
nobézku p se stranou AB (viz obr. 18b) Tato pfimka je vhodnym pomocnym prvkem,
nebot’ pomoci néj velmi rychle zdiivodnime uvedené tvrzeni.
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Obr. 18a Obr. 18b

U vrcholu C na obr. 18b jsou vyznadeny tii thly. Uhel o je stfidavy s ahlem a. Jak je
dobfe vidét, ma s nim stejnou velikost. Uhel B’ je stiidavy s thlem B a ma s nim proto
také stejnou velikost. Soucet velikosti thli o',y a B~ je 180°. Tento soucet je ale stejny
jako soucet velikosti thlt o, B a y. Soucet velikosti thlt o, B a vy je proto 180°. [

Nékdy je pti feSeni tlohy vhodné postupovat odzadu.

Uloha 20: Je dano sedm za sebou jdoucich ¢&isel. Kazdé dalsi je o 6 vétsi nez to
piedchozi. Piitom vime, ze posledni z Cisel je 94. Urcete, které ¢islo je prvni.
Reseni: Jak je uvedeno v zadani, poslednim ze sedmi &isel je ¢&islo 94. Pred
nim je Cislo 94 — 6 = 88. Pted cCislem 88 je Cislo 88 — 6 = 82. Pted cCislem 82 je
Cislo 82 — 6 = 76. Pred cislem 76 je Cislo 76 — 6 = 70. Pied nim je Cislo 64.
Prvnim ¢islem je ¢islo 58.

Odpovéd’: Prvni ze sedmi hledanych cisel je ¢islo 58. Dodejme pro uplnost,
ze uvedena Cisla jsou po fadé: 358, 64, 70, 76, 82, 88, 94 Cd

Je zfeymé, Ze jsme pii feSeni postupovali odzadu a urcili vZdy pfedchozi Cislo k tomu,
které jiz zname, az jsme se dostali k prvnimu ¢islu. Ted’ nds mozné napadne, Ze bychom
mohli postupovat rychleji. K poslednimu ¢islu miizeme sestrojit rovnou prvni ¢islo.
Je ziejmé, ze jsme postupné 6krat odcitali ¢islo 6. Pokud tedy od posledniho ¢isla
odecteme ¢islo 6 - 6 = 36, pak dostaneme prvni ¢islo, tzn. 94 —36 = 58.

Ukazali jsme druhé rychlejsi feSeni. Opét jsme ale postupovali odzadu.

Cviceni: Je dano Sest za sebou jdoucich c¢isel. Kazdé dalsi je dvojnasobkem pied-
choziho. Piedposledni z ¢isel je 48. UrCete vSechna ¢isla i to, jak jdou za sebou:

Odpovéd’: Hledana ¢isla jsou 3, 6, 12, 24, 48, 96.

Nyni ukaZzeme dvé nematematické ulohy, aby bylo vidét, Ze 1 s nimi si matematika
poradi. Tyto ulohy obvykle zahrnujeme mezi tlohy rekrea¢ni matematiky.

V dalsi uloze budeme z tenisovych micki vytvaret hromadu.
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Uloha 21: Chceme vytvoiit hromadu tenisovych mi¢kil a pfitom dodrzime nésle-
dujici pravidla:

1. Dolni vrstva mickti mé tvar ctverce.

2. Ve vyssich vrstvach lezi kazdy micek na ¢tyfech miceich.

3. Kazda vrstva obsahuje co nejvétsi pocet micku.

Kolik je micki v nejnizsi vrstvé a v celé hromad¢, kdyz ma hromada 5 vrstev a na
vrcholu je 1 micek?

Reseni: Budeme postupovat po vrstvach shora doli

(tedy obracené nez udavaji pravidla): 5.vrstva ...... 1 micek
4. vrstva ...... 4 micky
3. vrstva ...... 9 micki
2. vrstva ...... 16 micka
1. vrstva ...... 25 mickt

cvvr

Cviceni: Hromada micku je vytvatena podle stejnych pravidel jako v tiloze 21. Kolik
mickd je v nejnizsi vrstveé a v celé hromad¢, pokud ma hromada 5 vrstev a v nejvyssi
vrstve jsou 4 micky.

cwwvr

36 +25+16+9+4 = 93 tenisovych micka. ]

Poznamka: Opét jsme postupovali odzadu. Pocty mickl ve vrstvach jsme urcovali
opacné, nez udavaji pravidla.
Vyuzili jsme tedy strategii cesta zpét.

Uloha 22: Tii lidé hraji hru, pii které vzdy jeden prohrava, a dva zbyli vyhravaji.
Ten, ktery prohral, musi zdvojnasobit ¢astky penéz, které maji v tu chvili jeho spo-
luhraci. Hraci se shodli, ze budou hrat tii hry. V prabé&hu téchto tii her kazdy hrac
jednou prohral a na konci mél kazdy z nich 8 korun. Kolik korun méli jednotlivi
hraci, nez zacali hrat?

ReSeni: Ozname hrace pismeny A, B, C a dohodnéme se, Ze hra¢ A prohral v prvni
hte, hra¢ B ve druhé hie a hra¢ C ve tieti hfe. Nyni mizeme napr. pomoci tabul-
ky postupné zapisovat finan¢ni situaci jednotlivych hract od koncového stavu
k poc¢ate¢nimu stavu (viz tab. 2). Vznikla tabulka hezky ukazuje postup odzadu :

A B C
konec 3. hry..... 8 8 8 prohral hrac C
konec 2. hry ... .. 4 4 16 prohral hrac¢ B
konec 1. hry..... 2 14 8 prohral hrac A
Tab. 2 pocatecni stav 13 7 4



Komentar: Na konci tfeti hry méli vSichni hraci po 8 K¢&. V této hite prohral hrac¢ C,
a proto musel ze svych penéz zdvojnasobit ¢astky svych spoluhract. To ale zname-
nd, ze hraci A a B méli pted touto hrou poloviéni ¢astky, tj. kazdy mél 4 K¢ a hrac C
musel mito 2 -4 = 8 K¢ vic nez po hie. Musel tedy mit 16 K¢. Obdobn¢ mtizeme
pokracovat dal az k pocateCnimu stavu.

Odpovéd’: Na polozenou otazku dava odpoveéd posledni fadek tabulky, to zna-
mena, ze na za¢atku mél hra¢ A 13 K¢, hrac B 7K¢ a hraé C 4 K¢, [

Ziskany pocatecni stav navic pékn¢ ukazuje, ze ,,¢im pozdéji hra¢ prohraje, tim 1épe
(samoziejmé& pro néj)“.

Poznamka: Celou tlohu jsme vyftesili tak, Ze jsme postupovali odzadu.
Tuto strategii jsme jiz dfive nazvali cesta zpét.

Dalsi hru jiz hra¢i nemohou hrat, protoZe ten, ktery by prohral, nemtiZe proplatit vyhry
svym protihra¢im. Hra totiz mize vzdy pokracovat jenom tak dlouho, dokud prohra-
va hrac, ktery ma nejvic penéz a navic musi mit vzdy aspon tolik jako oba protihraci
dohromady.

Dalsi zajimava tloha.

Uloha 23: Na hromadce je 16 zapalek. Dva hra¢i stéidavé odebiraji jednu nebo dvé
zapalky. Vyhrava ten, ktery odebere posledni jednu nebo posledni dvé zapalky.

Ukol: Zahrajte si nékolikrét hru.

Uloha 23 (pokradovani): Pokuste se objevit vitéznou strategii nékterého z hraca.

Poznamka: Vitézna strategie pro nékterého z hracu je takovy postup, ktery zajisti
tomuto hraci vitézstvi bez ohledu na to, jak hraje jeho protihrac.

ReSeni: Oznaéme prvniho hrace A a druhého hra¢e B. Pokud spolu hraji, tak ke konci
oba poznaji, ktery z nich vyhraje. Urcité to je ve chvili, kdy po tahu nékterého hrace
jsou na hromadce 3 zéapalky, pak tento hra¢ vyhraje. Celkovy cil je 0 zépalek na hro-
madce, blizsi cil jsou 3 zapalky. Obdobné¢, pokud po tahu tohoto hrace je na hromadce
6 zéapalek, vyhraje tento hrac. 6 je tedy jesté blizsi cil pro vitéziciho hrace. Pokud
postupujeme doptedu, tak jesté bliz§imi cily jsou nasledujici pocty zapalek: 9, 12, 15.
Pro hrace, ktery jako prvni mtize po svém tahu dosdhnout 15 zapalek, existuje vitézna
strategie. To je v naSem piipadé hrac A.

Odpovéd’: Existuje vitézna strategie pro prvniho hrace, tj. hrac A.
Hra¢ A musi hrat tak, aby po jeho tazich byly postupné
na hromadce tyto pocty zapalek: 15, 12, 9, 6, 3, 0. [

Poznamka: Hru, kterd se v matematické literatufe nazyva NIM, jsme vyiesili opét
pomoci strategie cesta zpét.
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Nyni tlohu trochu pozménime.

Cviceni: Na hromadce je 20 zapalek. Dva hraci stfidave odebiraji nejvyse 3 zapalky.
Vyhréava ten, ktery odebere posledni jednu, dvé nebo tti zapalky.

Odpovéd’: Existuje vitézna strategie pro druhého hrace, tj. hrace B.
Hrac B musi hrat tak, aby po jeho tazich byly postupné
na hromadce tyto pocty zéapalek: 16, 12, 8, 4, 0. Cd

Ptfedchozi tlohu a za ni uvedené cvi¢eni mazeme zobecnit.
Toto zobecnéni ¢tenar nemusi Cist.

Uloha 24: Na hromédce je n zapalek. Hru hraji dva hragi, ktefi stfidavé odebiraji
nejvySe k zapalek. Vyhrava ten, ktery odebere posledni zapalky. Pro které¢ho z hract
existuje vitézna strategie?

Odpovéd’:
Pokud ¢islo & + 1 nedéli n, pak existuje vitézna strategie pro prvniho hrace, tj. hrace A.
Pokud cislo k + 1 dé€li n, pak existuje vitézna strategie pro druhého hrace, tj. hrace B.

Vyslovme jesté cviceni k tloze 24, které¢ bude numericky pomérné narocné: ]

Cviceni: Na hromadce je 867 zapalek. Dva hraci sttidavé odebiraji nejvyse
8 zapalek. Vyhrava ten hrac, ktery odebere posledni zapalky. Pro kterého z hract
existuje vitézna strategie?

Odpovéd’ se zdiivodnénim: Existuje vitézna strategie pro prvniho hrace, tj. hrace A.
Dtivodem je to, ze ¢islo 867 neni délitelné ¢islem 9. To poznate podle toho, Ze jeho
ciferny soucet je 21 a pokud délime ¢islo 21 ¢islem 9 dostaneme zbytek 3. Podle od-
povédi k uloze 24 tedy existuje vitézna strategie pro hrace A. Pfi prvnim tahu musi
odebrat 3 zapalky a nasledné odebira zapalky tak, aby pocet zépalek po jeho tahu byl
vzdy nasobkem deviti, tzn.:

864, 855, 846, ... 27, 18, 9, 0. [

Pozménme jesté¢ jednou ulohu 23. Misto abychom zapalky odebirali, budeme
zapalky v dalsi uloze piidavat.

Uloha 25: Kazdy hra¢ ma dostatek zapalek. Stiidavé pokladaji na hromadku maxi-
maln¢ 3 zapalky. Vyhrava ten, ktery doplni svymi zapalkami pocet na 24. Existuje
vitézna strategie pro nékteré¢ho z hraca?

Odpovéd’: Existuje vit€zna strategie pro druhého hrace, tj. hrace B.
Hrac B bude hrat tak, aby po jeho tazich byly postupné
na hromadce tyto poCty zapalek: 4, 8, 12, 16, 20, 24. ]

Ulohy 23 az 25 se fesi analogicky a vytvéieji to, co nazyvame hrozen problémii.
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Nyni jesté ukazeme, ze nékdy pii feSeni ulohy experimentujeme a pfitom zjistime,
7e néco se pii tomto experimentovani neméni. To, co se neméni, mizeme vyuzit
pii feSeni tlohy.

Uloha 26: Na papiie jsou napsana tii pfirozena ¢isla. Jedno z nich $krtneme a misto
n¢ho napiSeme soucet dvou zbylych zmenSeny o jednicku. Tuto Upravu (operaci)
opakujeme tak dlouho, aZz nakonec dostaneme cisla 99, 100 a 101. Mohla byt na
zacatku cisla 2, 2, 2?

Reseni: Abychom dobie pochopili Gilohu, popiipadg, aby nas napadlo mozné fesen,
budeme chvilku experimentovat.

Pokud by na pocatku byla napr. ¢isla 0, 0, 0, pak bychom se uvedenym postu-
pem dostali do oblasti zapornych ¢isel. Volme tedy pocate¢ni trojici tak, aby kazdé
z Cisel bylo aspon 1.

Pokud by na pocatku byla ¢isla 1, 1, 1, pak bychom uvedenym postupem dosta-
vali zase pouze trojice 1, 1, 1.

Urcité pouceni by nam mohl pfinést nasledujici experiment, ktery bude zacinat
¢isly 2, 2, 2. Skrtat budeme v dané trojici podtrzené Cislo:

2,2,2— »223— 2423 2425 +625— »62,7...

Doporucujeme ¢tenafi, aby v experimentovani jesté chvili pokracoval.
Zkoumejme ziskavané trojice. Druhou trojici pocinaje dostdvame v kazdé trojici
vzdy jedno liché ¢islo a dvé ¢isla suda. Musi to tak byt vzdy?

Pokud skrtneme liché ¢islo, pak ho nahradime sou¢tem dvou sudych ¢isel zmense-
nym o 1, coz je ¢islo liché. Liché ¢islo tedy nahradime ¢islem lichym.

Pokud skrtneme sudé cislo, pak ho nahradime souctem sudého a lichého Ccisla
zmenSenym o 1, coz je ¢islo sudé. Sudé ¢islo tedy nahradime ¢islem sudym.

Pocet sudych cisel se tak pii naSem postupu neméni. Obdobné se neméni ani pocet
lichych ¢isel.

Na zéakladé toho, co jsme uvedli, nemizeme z trojice 2, 2, 2 pomoci nasich
uprav ziskat trojici dvou lichych a jednoho sudého cisla.

Odpovéd’: Z trojice 2, 2, 2 pomoci uvedenych uprav nemizeme
dostat trojici ¢isel 99, 100, 101. ]

Poznamka: Pomoci experimentovani jsme zjistili, ze z trojice, kde jsou dvé Cisla
suda a jedno liché, dostaneme opét trojici, kde jsou dvé ¢isla sudd a jedno liché.
Prave toto se neméni a toho jsme vyuzili k ziskani feSeni. Pouzitou strategii bychom
mohli nazvat strategii neménnosti (cizim slovem strategie invariantu). Zaroven jsme
vyuzili i strategii parity — v ziskanych trojicich jsou stale dvé ¢isla suda a jedno liché.
(Rikame, Ze dvé& ¢isla maji stejnou paritu, jestlize jsou obé suda nebo obé licha.)
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Uloha 27: Zéazraény strom
Na zézra¢ném stromu vypéstoval sadat 25 banant a 30 pomeranct. Kazdy den utrh-
ne dva plody a na stromé vyroste vzdy jeden novy. Pokud utrhne dva stejné plody,
vyroste na strom¢ jeden pomeran¢, pokud utrhne dva riizné plody, pak vyroste banan.
Ktery plod bude na stromé& posledni?
Zopakujme pravidlo pii Cesani:

— (banan, banan) —————» + pomeranc

— (pomeran¢, pomeran¢) —» + pomeranc

— (banan, pomeran¢) ——» + banan

Reseni: Problém si podetné zjednodusime a zaéneme experimentovat.
Vysledky budeme zapisovat do tabulky:

Banany Pomerance Co jsme utrhli
5 4 vychozi situace
5-2=3 4+1=5 2 banany
3 5-2+1=4 2 pomerance
3-1+1=3 4-1=3 1 banan, 1 pomeran¢
3-2=1 3+1=4 2 banany
1 4-2+1=3 2 pomerance
I-1+1=1 3-1=2 1 banan, 1 pomeran¢
I-1+1=1 2-1=1 1 banan, 1 pomeran¢
I-1+1=1 I-1=0 1 banan, 1 pomeran¢
Zbyvéa 1 banan.  Pomeranc¢ nezbyva.

Doporucujeme ctenafi, aby v experimentovani pokracoval (pocet bananti volte tak,
aby to bylo liché¢ ¢islo).

Zkoumejme po kazdém cesani pocty zbylych plodi. Jiz po zadani Glohy bylo jasné
(a tabulka to znovu ukazuje), ze kazdy den klesne pocet plodl na stromé o jeden.
Dale je vidét, Ze pocet banant po kazdém dni zlstava stejny nebo se snizi o 2 banany.
U pomerancl tomu tak neni. Vrat'me se k zadané tloze:

Protoze pocet banant v prvnim dni je 25, coz je Cislo liché, je ve vSech nasledujicich
dnech pocet bananii vyjadien lichym ¢islem. Lichost poctu bananti v kazdém dni se
neméni. Po 53 dnech zlstanou na stromé& 2 plody. Vzhledem k tomu, Ze pocet banant
je kazdy den vyjadien lichym ¢islem, musi byt na stromé banan a pomeran¢. Pokud je
sadaf utrhne, vyroste na stromé banan, ktery je poslednim plodem na stromg.

Odpovéd’: Poslednim plodem na stromé¢ bude banan. ]

Poznamka: PfifeSeni jsme vyuzili skutecnost, Ze pii ¢esani se neméni lichost poctu
banant. Vyuzili jsme tak strategii neménnosti a také strategii parity.
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Uloha 28: Zazra¢ny strom II

Na zazracném stromu vypéstoval tentyz sadat jako v piedchozi tlloze v nasledujicim
roce 32 bananti a 40 pomerancu. Pravidla pro trhani plodi jsou stejné jako v tloze 27.
Ktery plod bude na stromé posledni?

Odpovéd’: Poslednim plodem na strom¢ bude pomeranc. [

Poznamka: Pfi feSeni se vyuziva skutecnost, ze sudost poctu bandnd se nemeéni.
Pocty banant jsou stale suda cCisla.

Zobecnéni uloh 27 a 28, které ¢tenar nemusi ¢ist:

Protoze pravidlo pro ¢esani ovoce je takoveé, ze pocCet banani se bud’ neméni nebo

klesa o 2, muzeme fici:
Pokud je poc¢atecni pocet banani liché Cislo, je poslednim plodem banan.
Pokud je poc¢atecni pocet bananti sudé ¢islo, je poslednim plodem pomeranc.
Na sudosti nebo lichosti po¢ate¢niho poctu pomeranct viibec nezalezi. ]

Uloha 29: V barevné krajiné maji tfi druhy pendz: modré, Servené a zelené. Kdyz si
nekdo chce néco koupit, musi zaplatit dvéma bankovkami riznych barev a oni mu
vrati bankovku tfeti barvy. Alice méla 4 ¢ervené, 5 modrych a 2 zelené bankovky.
Kolik nejvice nakupti mize udélat? Jake bankovky ji ziistanou, pokud udéla maximal-
ni pocet nakupi?

Reseni: Zacneme opét, jako v predchozi uloze, experimentovanim. Vysledky experi-
mentl vlozime do tabulky. Zvolime urcité potfadi nakupt:

Cervené mince | Modré mince Zelené mince Cim bude placeno
4 5 2 m+z
5 4 1 ¢+m
4 3 2 E+z
3 4 1 ¢+z
2 5 0 ¢+m
1 4 1 z+m
2 3 0 ¢ +m
1 2 1 ¢ +m
0 1 2 z +m
1 0 1 E+z
0 1 0 Koncova situace

Zbyla modré bankovka. Nakupi bylo celkem 10.
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Nyni, kdyz jsme si uvédomili, jak se nakupuje, mizeme zacit nd$ experiment
zkoumat. Soucet trojice Cisel v kazdém tadku se postupné zmensuje o 1.

Za kazdy nakup vlastné zaplati Alice jednu bankovku. Protoze ma 11 bankovek, tak
muze udélat nejvice 10 nakupi. Pokud ma totiz pouze jednu bankovku, pak nemuze
nakupovat. Je prekvapujici, Ze at’ nakupuje jakymkoliv zplisobem, vzdy ji ziistane
modra bankovka. Vyplyva to z toho, ze pfi kazdém nékupu se méni parita (sudost
nebo lichost) poc¢tu bankovek kazdé barvy. Tedy po 10 nakupech je pocet Cervenych
a zelenych bankovek sudy (tzn. 0) a pocet modrych bankovek je lichy.

Zbude tedy jedna modra bankovka.

Odpovéd’: Maximalni pocet ndkupt je 10 a nakonec zbude modra bankovka. ]

Poznamka: Pomoci experimentu jsme ziskali vhled do problematiky. Dale jsme
objevili, ze po kazdém ndkupu se parita vSech ¢isel zméni. Tato zména je stale
stejna. V ramci feSeni jsme pouzili 1 strategii parity.

Nyni mizeme vytvofit i hrozen uloh a cvieni. VyfeSenou tlohu mizeme brat
jako zékladni.

Nejprve zobecnime zakladni llohu. Toto zobecnéni nemusi Ctenar ¢ist.

Necht’ jsou v tloze pocty bankovek zadany tak, ze dvé ¢isla jsou suda a jedno liché.
Pak je soucet s téchto tii Cisel ¢islo liché. Maximalni pocet ndkupi bude o jednicku
mensi, tedy ¢islo sudé. Po sudém poctu nakupt bude parita ¢isel ve vysledku stejna
jako v zadani. Dvé ¢isla budou 0 a jedno bude 1. Zbude tedy bankovka té barvy, jakou
mély bankovky, jejichZ pocet byl lichy.

Uloha 30: Znéni je stejné jako u ulohy 29. V tomto piipadé viak méla Alice na
zacCatku 2 Cervené, 4 modré a 2 zelen¢ bankovky. Jaké bankovky ji ziistanou, pokud
udéla maximalni po€et nakupti?

Odpovéd’: Maximalni pocet ndkupti je 7. Zustanou vzdy dvé bankovky
stejné barvy, pfitom to mize byt kterakoliv z barev. [

Cviceni: Znéni je stejné jako u tilohy 29. V tomto piipad€ vSak mé¢la Alice na zacatku
1 ¢ervenou, 5 modrych a 3 zelené bankovky. Jaké bankovky ji ztistanou, pokud udé¢la
maximalni pocet nakupi?

Odpovéd’: Maximalni pocet nakupt je 7. Zustanou vzdy dvé bankovky
stejné barvy, pfitom to mlze byt kterakoliv z barev. [

Uzite¢nych strategii je vice, ale nam to pro tuto chvili bude stacit.
Zopakujme, ze jsme vedle experimentovani ukéazali pouziti téchto strategii:
vypusténi podminky,

cesta zpét,

zavedeni pomocného prvku

a dale strategii neménnosti (invariantu) a strategii parity.
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3. Hrozny uloh

Uz diive jsme nekteré vyfesené ulohy ,,obalovali“ podobnymi tlohami. Tak jsme vy-
tvateli tzv. hrozen uloh. Metoda FeSeni zakladni Glohy se pak da pouzit 1 pfi feSeni
novych uloh. N¢kdy je vSak potieba tuto metodu trochu upravit.

Nyni se vytvafenim hroznli budeme zabyvat trochu vic. Za¢neme zajimavou hrou.

Hrozen 1: Hra u kulatého stolu
Nebudeme pozadovat téméf Zadné predbézné matematické znalosti.

Hra: Dva hraci A a B maji dostatek minci stejné velikosti, aby mohli hrat hru
u kulatého stolu.
Hra ma tato pravidla:
1. Hraci pokladaji mince stfidave na stul tak, aby se neptekryvaly.
2. Jednou polozena mince se uz dale nesmi piesouvat.
3. Hrac, ktery jako prvni nemiize polozit svoji minci na sttl, prohrava.

NeZz za¢neme hrat, bylo by vhodné dohodnout se (definovat), co znamena poloZit
minci na stal.

V podstaté jsou mozné dvé definice:
a) celd jedna strana mince lezi na plose stolu,
b) mince na stole ,,drzi* (mtze trochu pfesahovat i1 pfes okraj stolu).
Piiyméme v celé dalsi casti definici a).
Obecn¢jsi definice b) samoziejmé muze vést na nékterych mistech k jinym zaveéram.
Na tuto rozdilnost ¢tenaie upozornime.

Ozna¢me prvniho hra¢e A a druhého B. Nyni si hru zahrajte na modelu stolu, abyste
ziskali urcitou predstavu. Ke hrani si mizete ze ¢tvrtky vystiihnout kruh napr. o po-
loméru 6 cm a pokladat mizete bud’ mince nebo stejné velka kolecka dvou barev.

Nyni je vhodna chvile na to ozndmit vam, Ze existuje vité¢zna strategie pro hrace A.
Jesté nez ji zaCnete hledat, musime dodat, ze vzhledem k piijaté definici a) muze tato
vitézna strategie pro prvniho hrace existovat pouze tehdy, kdyz stll je dostatecné
velky, aby se na n¢j vesla alesponl jedna mince. V ptipad¢ definice b) by tato pod-
minka z pochopitelnych divodi odpadla. A nyni jiz pfistupme k zékladni tloze
naseho budouciho hroznu.

Zakladni uloha: Zahrajte si hru na modelu stolu a pokuste se objevit vitéznou
strategii hraCe A (prvniho hrace).

Poznamka: Pokud se vam nedafi vitéznou strategii objevit, vézte, ze v kruhu je
nejkriti¢téj$im mistem stred.
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Reseni: Hra¢ A polozi svoji prvni minci do stfedu stolu a kazdou dal§i minci vzdy
sttedoveé soumérné s minci svého protihrace. Touto strategii si zajisti, ze muze polozit
minci vzdy, kdyz ji mize polozit protihra¢ B (viz obr. 18). [

Nyni za¢neme vytvaret hrozen. Nebudeme nové ulohy pifimo vypisovat. Zamétime
se na to, abychom ukdzali ,,sméry* vytvareni téchto loh.

Prvni obména zakladni alohy: zména tvaru stolu

Co se stane s vitéznou strategii hra¢e A, pokud ke hie uzijeme sttl jiného tvaru?
MiiZe to byt postupné stul ¢tvercovy, obdélnikovy, trojihelnikovy, lichobéznikovy,
stiil ve tvaru podkovy atd. (viz obr. 19).

Obr. 19

ReSeni: Ulohu fesime pro kazdy stil zvlast. Strategie pro hrade A je pouzitelna
na prvnich dvou stolech, na dalsich tfech nikoliv. Nyni mizeme ziskané poznatky
zobecnit. Vitézna strategie pro hrace A je zfejmé pouzitelna pro kazdy stil, ktery ma
desku sttedové soumérnou. [

Druha obména zakladniho problému: deska stolu s otvory

Pocet otvorll v desce stolu mize byt riizny a rizné muize byt i jejich rozmisténi.
Zabyvejme se zde jenom nejjednodussi situaci, kdy sttedoveé soumérny still ma jeden
kruhovy otvor, a to pravé uprostied (napr. zahradni stiil s otvorem pro slunecnik).
Co se v tomto pfipadé¢ stane s vitéznou strategii hrace A?

ReSeni: Vitézna strategie z prvniho hrace prechézi tentokrat na druhého hrace. Hra¢
A musi polozit minci nékam mimo stfedovy otvor a hra¢ B poklada minci sttedové
soumérné s minci protihrace. Poznamenejme, ze v piipad¢ vyse uvedené definice b)
by zélezelo na velikosti uvazovaného otvoru. Pokud by byl otvor mensi nez mince,
existovala by v ptipad¢ pouziti definice b) vitézna strategie pro hrace A, tedy stejné
jako u zékladni ulohy. [
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Treti obména zakladniho problému: vice stoli

Hrajte nasi hru na vétSim poctu stejnych stiedové soumérnych (kruhovych) stold.
Existuje vitézna strategie pro nékteré¢ho z hracia?

Reseni: Usporadejme pro piehlednost stoly tak, Ze je piirazime k sobé a jejich stiedy
budou na pfimce. Pokud budeme uvaZovat tii stoly, pak existuje vitézna strategie pro
hrace A. Ten polozi prvni minci do stfedu prostiedniho stolu a dalsi pak vzdy stiedové
soumérné podle tohoto stiedu s minci protihrace. [
Obdobné to mlze délat 1 pfi hie na péti stolech a obecné pfi hie na jakémkoliv
lichém poctu stold.

Shriime (viz obr. 20): Pfi lichém poctu stolii existuje vit€zna strategie pro hrace A.

Jestlize uvazujeme dva stoly, pak hra¢ A nemtize podle definice a) polozit minci na
misto, v némz se stoly dotykaji (stied vzniklého utvaru). Musi tedy polozit svoji minci
jinam a potom hra¢ B za¢ne pokladat mince stftedové soumérné podle bodu dotyku
stoll s mincemi hrace A. Existuje proto vitézna strategie pro hrace B. Toto se da
zobecnit pro libovolny sudy pocet stoltl.

Shriime (obr. 20): Pfi sudém poctu stoll existuje vzdy vitézna strategie pro hrace B.

Je zfejmé, ze pokud bychom pii sudém poctu stolti uvazovali pokladani minci podle
definice b), pak by hra¢ A mohl poloZit minci na prostiedek Utvaru a existovala by tak
vitézna strategie pro n¢j. [

V tuto chvili je pekné vidét, jak moc zaleZi pii feSeni této tlohy na tom, jak miZete
pokladat minci na stil.

Vitézna strategie pro hrace A

Vitézna strategie pro hrace B Q@
Vitézna strategie pro hrace A Q@Q
Vitézna strategie pro hrace B Q@Q@

Obr. 20

Ctvrta obména zakladniho problému: mince rizné velikosti
Co se stane s vitéznou strategii hrace A, jestlize hra¢i maji mince rizné velikosti?
Necht ma: a) hra¢ A vétsi mince nez hrac B,

b) hrac¢ B vétsi mince nez hrac A.

27



Reseni: V piipadé a) nelze pouzit vitéznou strategii hrate A, nebot’ hra¢ B mize
snadno vytvorit situaci, kdy hra¢ A postupujici podle této strategie nemuze polozit
svoji minci (viz napr. situace na obr. 21).

V piipadé b) je vitézna strategie pro hrace A pouzitelna. Pokud totiz mohl hra¢ A
pokladat svoje mince pii stejné velikosti s mincemi hrace B, bude mit vzdy dostatek
mista na pokladani, pokud jsou jeho mince mensi. [

Poznamka: Jisté jste postiehli, Zze pii feSeni uvedenych tloh patticich do rekreacni
matematiky jsme se chovali jako skute¢ni matematici.

Hrozen 2: Znaky dé¢litelnosti

Umét rychle poznat, zda je dané viceciferné ¢islo délitelné nékterym jednocifer-
nym c¢islem, popiipadé jaky dava pii déleni timto Cislem zbytek, mize byt mnohdy
uzite¢né, zvlasté kdyz nemame po ruce kalkulacku.

Matematicky ramec: Vzhledem k uvaham, které budeme dale délat, je potieba,
abyste znali:

1. Jestlize je n-ciferné Cislo a (v desitkove soustav€) zapsane ve tvarua, _a , ...aa,
pak to znamena, Ze:
a=a 10""+a 102+ ..+al0'+a.
n—-1 n-2 1 0

Napr.: 752 = 7.100 +5.10 + 2.1 = 7.102 + 5.10' + 2.10°

2. Jestlize je pfirozené Cislo a zapsané ve tvaru souctu b + ¢ acCislo b je délitelné
Cislem x, pak ¢islo a dava pii déleni Cislem x tyZ zbytek, jaky dava ¢islo ¢ pfi
déleni ¢islem x.

Priklad: 9314 = 9300 + 14, pticemz Cislo 9300 je délitelné ¢islem 3.
Budeme-li ¢islem 3 d¢lit ¢isla 9314 a 14, dostaneme v obou ptipadech zbytek 2.
Cislo 9300 je také délitelné napr. &islem 5.

Budeme-li ¢islem 5 délit ¢isla 9314 a 14, dostaneme v obou piipadech zbytek 4.
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Uloha 1: Jak uréite zbytek pti déleni uréitého trojciferného &isla a &islem 4
(aniz byste dé€lili zadané Cislo a).

Reseni: Nejprve si trojciferné &islo a zapiSeme ve tvaru a,10> + a10' + a,
kde a, # 0. Nyni rozlozime ¢islo a na soucet dvou ¢isel, z nichZ jedno je délitelne
Cislem 4. Muze to byt napr. takto:

a = (a,10%) + (a,10' + a)
Protoze je ¢islo 10> = 100 d¢litelné Cislem 4, je cely vyraz v prvni zavorce délitelny
¢islem 4. Proto dava trojciferné Cislo a pii déleni Cislem 4 tyz zbytek, jako dava
dvojciferné ¢islo zapsané v druhé zavorce.
Odpovéd’: Trojciferné Cislo a,a a, dava pii d€leni Cislem 4 tyz zbytek jako
Cislo a,a, pti d€leni Cislem 4. ]

Piiklad: Cisla 721, 321 a 921 davaji pii déleni ¢islem 4 tyz zbytek jako &islo 21,
tzn. zbytek je 1. Uvedena Cisla nejsou proto délitelnd Cislem 4.

Cisla 684, 284 a 384 jsou délitelna &islem 4, protoze ¢islo 84 dava pii
dé€leni ¢islem 4 zbytek 0.

Nyni miZeme vysledek ziskany pii feSeni Glohy 1 zobecnit pro libovolné n-ciferné
¢islo. Aby mélo smysl tento vysledek zobecnéni v praxi pouZivat, budeme piedpokla-
dat, ze n je alespon 3.

Uloha 2 (zobecnéni ulohy 1): Jak urite zbytek pii déleni uréitého, alespoii
trojciferného Cisla a Cislem 4, aniz byste provadéli déleni ¢isla a?

ReSeni: Metoda feseni je stejna jako u predchozi tilohy, pouze rozklad &isla @ bude
tentokrat vypadat takto (zapisujeme Cislo viceciferné, n > 3):

a=(a, 10"+ .. +a,10°) + (a,10 + a).

Protoze ze souctu v prvni zévorce lze vytknout 100, je toto Cislo dé€litelné ¢islem 4.
Proto dava ¢islo a pfi déleni Cislem 4 tyZz zbytek jako ¢islo zapsané v druhé
zavorce.

Odpovéd’: n-ciferné ¢islo a a , ... a.a, dava pfi déleni ¢islem 4 tyz zbytek
n—1"n-2 170

jako Cislo a,a, pfi dé€leni Cislem 4. ]

Piiklad: Cisla 5743, 2343 a 86943 davaji pti déleni &islem 4 tyz zbytek jako
¢islo 43 pfi déleni 4, tj. zbytek 3.

Po obou pravé vyfeSenych problémech si Ctenar jisté uvédomil, ze ,,délici fez*

v zapisu Cisla a jsme vedli svisle. VySe uvedené pravidlo jisté podstatné urychli

urcovani zbytku pti déleni ¢islem 4, a to tim vice, ¢im delSi zapis dané Cislo ma.

Zabyvejme se dale délitelnosti ¢islem 5.
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Uloha 3: Jak uréite zbytek pii déleni uréitého trojciferného &isla a &islem 53,
aniz byste provadéli déleni ¢isla a?

Reseni: Vzhledem k délitelnosti ¢islem 5 miizeme vytvofit napr. nasledujici
rozklad ¢isla a:
a = (a,10°+a10) + a,

Protoze z prvni zavorky je mozné vytknout ¢islo 10 a ¢islo 10 je délitelné ¢islem 5,
je vyraz v prvni zavorce délitelny ¢islem 5. Proto dostavame:
Odpovéd’: Trojciferné ¢islo a,a a, dava pfi d€leni Cislem 5 tyz zbytek,

jaky dava jednociferné Cislo a pii déleni Cislem 5. [
Piiklad: Cisla 487, 797, 547 davaji pii déleni &islem 5 tyz zbytek, jaky dava

¢islo 7 pfi déleni ¢islem 5, tj. zbytek 2.

Cviceni (zobecnéni tilohy 3): Ulohu 3 miizeme zobecnit pro libovolné aspon dvoj-
ciferné ¢islo. Vyslovte toto zobecnéni.

vvvvvv

Uloha 4: Jak urcite zbytek pti déleni urcitého n-ciferného Cisla a, kde n > 3, cislem 8?

Reseni: Protoze ¢islo 8 déli ¢islo 1 000, miizeme toto zjiiténi vyuZit pii rozkladu
¢isla a.
a=(a, 10" +a 10"+ ..+a]l10°) + (a,10°+a 10 +a)

Odpovéd’: n-ciferné ¢islo a a , ... a,a, dava pti déleni ¢islem 8 tyz zbytek,
n—-1"n-2 170

jaky dava trojciferné ¢islo a,a a, pii d€leni Cislem 8. ]
Piiklad: Cisla 32041, 12041 a 2347 041 davaji pii déleni 8 tyz zbytek, jaky dava
Cislo 41 pfti dé€leni Cislem 8, tj. zbytek 1.

Chceme-li zkoumat délitelnost ¢isla a napr-. ¢isly 3 a9, pak musime piislusny rozklad
¢isla a vytvotit trochu jinak. Musime se pokusit vhodné rozlozit mocniny ¢isla 10.

Uloha 5: Jak uréite zbytek pii déleni uréitého trojciferného &isla a &islem 9?

Reseni: Jak jsme jiz fekli, bude tieba vymyslet rozklad ¢&isla a trochu rafinované-
ji nez pfi feSeni predchozich uloh. Protoze Zaddnd z mocnin ¢isla 10 neni délitelna
¢islem 9, budeme muset tyto mocniny vhodné rozlozit. Rozklad mtze vypadat napr-.
Bk a0+ g, =99+ 1)+ a9+ 1) +a,=(@99+a9)+(a,+a +a)
Protoze ¢islo v prvni zavorce je délitelné Cislem 9, dava Cislo a pii déleni Cislem 9
tyz zbytek jako &islo zapsané v druhé zavorce. Cislu v druhé zavorce se fika ciferny
soucet Cisla a.

Odpovéd’: Trojciferné Cislo a,a a, dava pii déleni Cislem 9 tyz zbytek, jaky
dava jeho ciferny soucet, tj. ¢islo a, + a, + a,, pfi d¢leni ¢islem 9. [
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Piiklad: Cislo 726 ma ciferny soucet 7 + 2 + 6 =15, a proto dava toto &islo pii déleni
Cislem 9 zbytek 6.
Ukol (zobecnéni tlohy 6): Jak uréite zbytek pii déleni uréitého n-ciferného &isla a,
kde n > 2, ¢islem 9?
Odpovéd’: n-ciferné Cislo a dava pri déleni Cislem 9 tyz zbytek, jaky dava
jeho ciferny soucet pii déleni Cislem 9.
Piiklad: Cislo 3 654 ma ciferny soucet 18, a proto je toto ¢islo délitelné ¢islem 9.
Cislo 11 285 ma ciferny soucet 17, a proto dava pii déleni ¢islem 9 zbytek 8.
Rozklad ¢isla a pti urCovani délitelnosti Cislem 3 mutze byt stejny jako pii urCovani
délitelnosti ¢islem 9, a proto tlohu vyslovime ihned pro n-ciferné ¢islo. ]

Uloha 6: Jak uréite zbytek pti déleni uréitého n-ciferného &isla a, kde n > 2, &islem 3?
Odpovéd’: n-ciferné Cislo a dava pii déleni ¢islem 3 tyz zbytek, jaky dava
jeho ciferny soucet pti déleni ¢islem 3.
Piiklad: Cislo 21 562 ma ciferny soudet 2+ 1+ 5+ 6 + 2 = 16, a proto dava toto
¢islo pfi déleni ¢islem 3 zbytek 1.

Zatim jsme vyuzili dva druhy rozkladl zadaného ¢isla. Byl to rozklad svisly a rozklad
mocnin ¢isla 10. Nyni ukazeme, Ze tyto dva druhy rozkladd 1ze vhodné zkombinovat.
Pravidlo pro délitelnost ¢islem 4 jsme nalezli jiz pfi feSeni Gloh 1 a 2. Ukazme, Ze je
mozné nalézt pro toto Cislo jesté jiné pouzitelné pravidlo. To samoziejmé vyzaduje
nalezeni néjakého dalSiho vhodného rozkladu zapisu uvazovaného ¢isla a.

Uloha 7: Jak ur¢ite zbytek pii déleni uréitého alespoii dvojciferného &isla a Gislem 42

Reseni: V problémech 1 a 2 jsme vyuzili toho, ze 4 déli 102 Nyni pouZijeme jestd
skutecnost, ze 10 =2.4 + 2. Rozklad ¢isla a proto mtize vypadat takto:

a=(a, 107"+ .. +al0°+a8)+ (2a,+a).
Protoze ¢islo v prvni zavorce je délitelné Cislem 4, miizeme vyslovit tuto odpovéd™:

Odpovéd’: Alespon dvojciferne Cislo a =a _a ,..a,aa, dava pii d€leni
Cislem 4 tyZ zbytek jako Cislo 2a, +a,. [
Priklad: Urcete zbytek pii déleni ¢isla 3 427 ¢islem 4, aniz byste d¢lili. Protoze Cislo
2.2+ 7 =11, a toto ¢islo dava pti déleni Cislem 4 zbytek 3, dava i zadané
¢islo pii déleni Ctyfmi zbytek 3.
Pii vytvareni tohoto hroznu jsme vyuzili troji rozklad zapisu zadaného ¢isla
a) Rozkladali jsme zapis Cisla svisle.

b) Rozkladali jsme mocniny ¢isla 10.
¢) Oba predchozi rozklady jsme zkombinovali.

Pokuste se na zavér jako vhodné cviceni vyslovit pravidlo pro délitelnost ¢islem 11.
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Uloha 8: Jak urgite zbytek pii déleni uréitého péticiferného &isla a Gislem 11?2
Pokuste se nejprve tesit tlohu sami. My vam poradime, abyste pouzili rozklad
mocnin ¢isla 10.

ReSeni: Rozklad &isla @ nyni mize vypadat takto:

a,10*+a10°+a,10*+a,10 + a, =

= a,(9999 + 1) +a,(990 + 10) + a,(99 + 1) + a,10 + a, =

= (a,9999 +a 990 +a99) + (a, + a,10 +a, +a 10 +a ).

a

Odpovéd’: Pcticiferné Cislo a dava pti déleni Cislem 11 tyz zbytek, jaky
dava ¢islo zapsané v druhé zavorce (uvedeného rozkladu),
tj. ¢islo a, + 10a, + a, + 10a, + a,. [
Piiklad: Cislo 21 043 dava pii déleni &islem 11 tyz zbytek, ktery dava
Cislo 2+ 10+ 0+ 10.4 + 3 =55 pfi déleni ¢islem 11, tj. zbytek 0.
Cislo 21 043 je proto délitelné ¢islem 11.

Cviceni: Zobecnéte ulohu 8.

Cviceni: Pokuste se vyslovit pravidlo pro délitelnost ¢islem 6.
Odpovéd’: Protoze 6 = 2.3, musi to byt ¢islo sudé a jeho ciferny soucet
musi byt délitelny tfemi.

Hrozen 3: Pocet ¢tvercu ve ¢tvercoveé siti

Tento hrozen nevyzaduje zadné zvlastni matematické znalosti.

Uloha 1: Uréete celkovy podet Gtverctl ve &tvercové siti 4 x4 (viz obr. 22).
Jind formulace tlohy:
Kolik ¢tvercii riznych velikosti ohranicuji tsecky ve ¢tvercové siti 4x47?
Ukol: Spogitejte Gtverce nejprve sami.
Reseni: Nejdiive uréime poéet nejmensich &tverca, tj. &tvercd velikosti 1x 1.
Ty se vejdou 4 vedle sebe a 4 nad sebe, tzn. celkem je jich v siti 4.4 = 16.

Obdobn¢ mtizeme urc€it pocet ¢tverct velikosti 2x2. Ty mizeme umistit 3 vedle
sebe a 3 nad sebe, tzn. celkem je jich v nasi siti 3.3 = 9.

Obr. 22
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Dale jsou ve Ctvercové siti 4 Ctverce velikosti 3x3 a jeden Ctverec velikosti 4x4.
Pocty ctvercii raznych velikosti vidite v nasledujicim zapisu:

a) pocet Ctvercu velikosti 1x1 ..... 4.4=4=16

b) pocet ¢tvercu velikosti 2x2 .....3.3 =32= 9

c) pocet Ctverct velikosti 3X3 ..... 2.2=22= 4

d) pocet ¢tverct velikosti 4x4 ..... 1.1=1*= 1

Celkovy pocet étverci ... 42+32+224+12=30
Odpovéd: Celkovy pocet Ctvercti ve Ctvercové siti 4x4 je 42+ 32+ 22+ 12 = 30.
[]

Cislo 30 je zajimavé, pokud fesime tuto ulohu jako izolovanou tlohu. Pokud ji viak
bereme jako zéaklad pro tvorbu a feSeni dalSich tloh, pak rozepsana forma vysledku je

24

Ulohu 1 budeme brat jako zakladni. Nyni mizeme piistoupit k vytvateni novych
uloh. Je pfirozené, kdyz zacneme meénit velikost zadané ctvercové sité. Uvazujme
napr. ¢tvercovou sit’ velikosti 5x5.

Uloha 2: Urcete celkovy podet Gtvercill ve Gtvercové siti 5x5.

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze jsme
pii feSeni ulohy 1 objevili metodu,
jak ctverce spocitat, miizeme nyni

rovnou vyslovit odpovéd.

Obr. 23

Odpovéd’: Celkovy pocet Ctvercl ve Ctvercové siti 5x5 je 57+ 4%+ 32+ 22 + 12 =55,
]

Ukol: Napiste si jestd pocty &tverctl v rozepsané formé pro sit’ 3x3 a sit’ 6x6.

Nyni mizeme vyslovit ulohu, ktera v§echny predchozi zahrnuje.

Uloha 3: (zobecnéni pfedchozich uloh): Urcete celkovy pocet Ctverct ve ¢tvercoveé
siti nxn, kde n je libovolné nenulové ptirozené Cislo.

Odpovéd’: Celkovy pocet ¢tverct ve ¢tvercove siti nxn
jem+m—-1y2+..+22+1%.
Zduvodnéni spravnosti odpoveédi mizeme spatfovat v tom, jak systematicky ctverce

pocitame. ]
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Predchozi tlohy se odehravaly v roving, tj. ve dvojrozmérném prostoru. Jak by
vypadala problematika v prostoru trojrozmérném? Pravé vyslovena otazka mize
byt zdrojem dalSich tloh naseho hroznu.

Uloha 4: Uréete celkovy pocet krychli v krychlové siti 4 x4 x4 (viz obr. 24).

Obr. 24

Reseni: Uréime nejprve pocet téch nejmensich krychli, tj. krychli velikosti 1x1x1.
Tyto krychle se vejdou 4 vedle sebe, 4 za sebe a 4 nad sebe, celkové jich proto bude
4.4.4=4=64.

Obdobnym zplisobem muzeme urcit 1 pocty krychli velikosti 2x2x2; 3x3x3; 4x4x4,
Celkovy pocet krychli bude: 4° + 3%+ 2° + 1°,

Odpovéd’: Celkovy pocet krychli v krychlové siti 4 x4 x4 je 4° + 3° + 23 + 1° = 100.
Ukol: Napiste si jesté v rozepsané formé poéty &tverci pro sit’ 3x3x3 a sit’ 5x5x5.
Nyni miizeme vyslovit ulohu, ktera vSechny piedchozi zahrnuje.

Uloha 5 (zobecnéni tlohy 4 a vysledku tkolu): Uréete celkovy pocet krychli

v krychlové siti nxnxn, kde n je libovolné nenulové prirozené ¢islo.

Odpovéd’: Celkovy pocet krychli v krychlové siti nxnxn
jem+m—1P>+ ... +23+ 15
Zdivodnéni spravnosti odpoveédi miizeme spatfovat v tom, jak systematicky krychle
pocitame. [
Problematiku miizeme ptevést také na piimku, tj. do jednorozmérného prostoru.
Je to tiseCka rozdélena body na stejné dlouhé ¢asti.
Uloha 6: Urcete celkovy pocet useéek na Gseéce délky 4, ktera je tiemi body
rozdélena na jednotkoveé usecky.

Odpovéd’: Celkovy pocet tisecek je: 4 +3 +2 + 1 = 10. ]

Ukol: Napiste si jestd pocty tGsedek v rozepsané formé pro Gsecky délky 3 a 5.
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Nyni mtizeme vyslovit ulohu, ktera v§echny piedchozi zahrnuje.

Uloha 7 (zobecnéni tlohy 6 a vysledku ukolu): Uréete celkovy pocet tseéek na
usecce délky n, kterd je rozdélena na jednotkové usecky, kde » je libovolné
nenulové ptirozené ¢islo.

Odpovéd’: Celkovy pocet tisecek na tiseCce délky n, kterd je rozdélena na jednotkové
useckyje n+(n—1)+..+2+1.

Zdivodnéni spravnosti odpovédi miiZzeme spatiovat v tom, jak systematicky tsecky
pocitame. ]
Priklad: Na usecce délky 7, kterd je rozdélena na jednotkové usecky, je celkem
T7+6+5+4+3+2+1=28 usecek.
Pokud vypiSeme v obecné formé ziskané odpovédi, dostaneme pro piislusné sité
(alohy 7, 3, 5):

Kolik use€ek? n +(n—1) + ... +1

Kolik ¢tvercu? n*+m—1)7>+ ... + 17

Kolik krychli?  n*+m—-17°*+ ... + 1°

Pokud ctenare uvedeny hrozen zaujal, mize sam vytvotit podobné ulohy. Muze napr-.
uvazovat obdélnikové nebo trojihelnikové sit¢.

Pocitejte také pocet uisecek na obrazku a ukazujte je:

—- (7 usecek)

| | (6 dsecek)

| | (5 disecek)

| | (4 usecek)

| | (3 usecek)

| | (2 disecky)

(1 usecka)

Uvedené hrozny jisté presvédcivé ukazaly, jak dulezité jsou metody feSeni uloh.
Objevena metoda feSeni zékladni tlohy se dala dobfe pouzivat i pii feSeni dalSich
uloh piislusného hroznu nebo jsme ji mohli pro feSeni vhodné upravit.
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4. ReSeni problémii pomoci zkoumani

Malokdo vi, ze experimentovani objevili matematici. Experimentovali jiz v dobé
antického Recka, tedy staleti pred Kristem. My jsme také v piedchozi asti nékoli-
krat experimentovali. Pomoci experimentovani miizeme fesit nékteré matematické
ulohy, ale pomoci experimentovani mtizeme také zkoumat matematické situace.

Pti1 zkoumani je vhodné postupovat nasledujicim zplisobem:
Matematickd situace (nebo uloha) — experimentovani—hypotéza (domnénka)—overeni
hypotézy — ditkaz hypotézy — matematicka véta (nebo odpovéed).

Nejdulezitéjsi pro nds bude vysloveni hypotézy. Pokud nebudete schopni hypotézu
dokazat, nevadi. Skoncite tim, Ze hypotézu ovéfite na dalSich ptipadech. Takto n€kdy
konc¢i i profesiondlni matematici. K této situaci se jeSté vratime na konci knizky.

Nyni tento postup ukaZeme v praxi.

A. Vyuziti tabulkového procesoru

Chtéli bychom ukézat jedno mozné vyuziti tabulkového procesoru pii experimen-
tovani. Problematika se da fesit i ,,rucné”. Pokud ndm vsak nejde o procvi¢ovani
numerického pocitani, je vhodné vyuzit pocitac, abychom se mohli vice soustredit
na vlastni zkoumani.

Uloha 1: V nasledujicim schématu (obr. 1) mazeme libovolné volit ¢islo v prvnim
ramecku zleva (start) a &islo, které pii¢itame. Cisla v dalsich étyfech rameécich jsou
vypo&itavana postupnym pficitanim ,.p¥i¢itaciho &isla k &islu startovnimu. Cisla ve
vSech péti rdmeccich seteme a dostaneme tak konecny vysledek (cil). Ktera ptiroze-
na ¢isla mohou byt pfic¢itanym a startovnim ¢islem, abychom ziskali cilové ¢islo 100?
Kolik ma uloha feseni v mnozin¢ N vSech pfirozenych Cisel?

pricitame + O cil
N TN TN N v

start p D 100

Obr. 1

ReSeni: Prozatim nemame Zadny vhled do zkoumané problematiky.

Za¢neme tedy experimentovanim.

Oznacme si startovni Cislo s a pri¢itané ¢islo p. Pokud za s dosadime
napr.: ¢islo 5 aza p Cislo 4, dostaneme cilové ¢islo 65 (viz obr. 2).
Dvojice (5,4) tedy neni feSenim. Budeme proto v experimentovani pokracovat.
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Maéme minimélné dv€é mozZnosti: experimentovat nahodné€ nebo systematicky.
Budeme-li experimentovat nahodné, je nad¢je, ze po urCité dobé objevime néjaké
feSeni. Je v§ak malo pravdépodobné, Ze takto objevime vSechna feSeni.

Budeme-li experimentovat systematicky, je velmi pravdépodobné, Ze objevime
vSechna feSeni. Zvolime proto systematické experimentovani.

Protoze vSak pti tomto experimentovani je pomérné dosti pocitani, vyuzijeme k tomuto
pocitani tabulkovy procesor. Experimentovani pomoci pocitace nam umozni zaméftit
veskerou pozornost na zkoumani a nerozptylovat se pocitanim (i kdyz i toto pocitani
ma svoji cenu). Na obr. 2 je vySe uvedeny experiment vyznaceny v Excelu.

| A B C D E F G H

p=4 L O I R S SN SR S
s=5 2| 5 9 13 17 21 | 65
3 start cil

Poznamka: Do policek C2, D2, E2, F2 jsme po fad¢ vlozili vzorce:
=B2+B1, =C2+B1, =D2+B1, =E2+Bl.
Do poli¢ka H2 jsme vlozili vzorec: =B2+C2+D2+E2+F2.

Chceme-li postupovat systematicky a objevit n¢jakou zakonitost, je vhodné, kdyz
budeme ménit pouze jedno ze dvou zadavanych ¢isel. Rozhodnéme se pro pficitané
¢islo p. V prvnim experimentu bylo p = 4. Zvétsime-li jej o 1, dostaneme (viz obr. 3):

A B C D E F G H

p=>5 L O = S S S S S
s=5 2| 5 10 15 20 25 | 75
3 start cil

Cisla (5,5) opét nejsou fesenim. Zvétsime-li &islo p opéto 1,je p =6 a s = 5.
Dostaneme (viz obr. 4):

p=6 L T T I SN S R S
s=5 20 5 11 17 23 29 | 85
3 start cil

Cisla (6,5) také nejsou feSenim. Mizeme udélat jesté nékolik experimenti.
Prohlédneme-li si vysledky, vidime, Ze pokud zvétsime cislo p o 1, zveétsi se
cilové ¢islo o 10. To uz je vyznamny objev — hypotéza 1.
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Pojd'me zkoumat, co se stane, pokud budeme ménit startovni ¢islo s.
Vratme se k prvnimu experimentu (viz obr. 2).

Zvétsime-li ¢islo s o 1, tzn. s = 6, dostaneme (viz obr. 5 ):

A B C€C D E F G H

p=4 L O A S R SR S R S
s=6 2| 6 10 14 18 22 | 70
3 start cil

Dvojice (6, 4) neni feSenim. ZvétSime-li ¢islo s opéto 1, tzn. s =7, dostaneme situaci
na obrazku 6. Mizeme udélat jesté n¢kolik experimentt.

Prohlédneme-li si vysledky (viz obr. 2, 5, 6), vidime, ze pokud zvétsime Cislo s o 1,
zvetsi se cilove ¢islo o 5. Toto je opét vyznamny objev — hypotéza 2.

|l A B C D E F G H

p=4 T 4 |
s=7 2| 7 11 15 19 23 | 75
3 start cil

Nyni jiz mizeme odhadnout néjaké feseni. Vezmeme-li napr. dvojici (s, p) = (6, 4),
vime, ze cilové ¢islo bylo 70 (viz obr. 5). ZvétSime-li tedy napr. Cislo p o 3, zvétsi
se cilové ¢isloo 3 - 10 =30. Cilove ¢islo by tak mélo byt 100.

Piezkousime pro (s, p) = (6, 7) (viz obr. 7):

|l A B C D E F G H

p=7 L [ S S S S S
s=6 2| 6 13 20 27 4 | 100
3 start cil

Cisla (6, 7) jsou fesenim pro ulohu 1.

Pomoci ziskaného feSeni (6, 7) a pomoci vyse uvedenych dvou objevil (zvétsi-li
se p o1, zvétsi se cilové Cislo o 10 a zvétsi-lise s o 1, zvétsi se cilové ¢islo o 5),
muzeme nyni vytvorit dalsi feSeni.

Budeme-li tedy zvétSovat ¢islo p o 1, musime ¢islo s zmenSovat o 2.

Dalsi feSeni by proto méla byt (4, 8), (2,9), (0, 10).

U uvedenych feseni ovétujte velikost cilovych ¢isel.
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Budeme-li naopak ¢islo p o 1 zmenSovat, musime Cislo s 0 2 zvétSovat.
Dostaneme tak dvojice (8, 6), (10, 5), (12, 4), (14, 3), (16, 2), (18, 1) a (20, 0).
Ziskana feSeni mizeme pro pirehlednost vlozit do tabulky (viz tab. 1).

Zadany problém tedy ma celkem 11 feSeni.

s 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
P 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Tab. 1

Odpovéd’: Uloha ma celkem 11 feSeni. Jsou vyznacena v tabulce 1.

Nas problém muzeme vyresit také algebraickou cestou. Tento text nemusi Ctenar Cist.
Jestlize oznacime pficitané Cislo p a startovni ¢islo s, pak cilové ¢islo vznikne takto:

st (s+tp)+(s+2p)+(s+3p)+(s+4p)=>5s+10p. (1)
A protoZe je cilové ¢islo v naSem piipad¢ 100, dostavame rovnici:

S5s + 10p = 100
a po zkraceni s+ 2p= 20

Vzhledem k tomu, Ze hledadme feSeni pouze v piirozenych Cislech, ziskame jeji
feSeni napr. nasledovné:
s =20 -2p

Nyni budeme za p postupné dosazovat ¢isla 0, 1, 2, ..., 10 a vZzdy spocitame Cislo s.
Tak ziskame vSechna feSeni vyznacena v tabulce 1. ]

Ukol: Zkoumeijte obrazky (viz napr. obr. 7 nebo obr. 6), které odpovidaji fesenim,
1 ty, které k feSenim nevedou. Pokuste se vyslovit néjakou dalsi hypotézu.

Mozné hypotéza: Tabulky, které vedou k cilovému cislu 100,
maji v prosttednim policku cislo 20. Ukol: Zdivodnéte.

Nyni, kdyz jsme vyteSili zdkladni problém, muzeme vytvofit nékolik ptibuznych
problémi a mizeme se pokusit je i fesit. Zamyslete se nad tim, co v daném problému
muzeme meénit.

Ziejmé prvni, co bychom mohli ménit, je cilové €islo.

Jisté jste uz ptisli na to, ze pokud v problému 1 zvolite jako cilové ¢islo pfirozeny na-
sobek cisla 5, uloha bude mit feseni. Pokud zvolime ¢&islo, které neni ndsobkem péti,
uloha feSeni mit nebude.

Ukol: Pokud jste na uvedené tvrzeni nepisli, pokuste se ho alespoii ovéfit pomoci

konkrétnich ptikladti. Pokud se pokusite toto tvrzeni dokazat, mizete vyuzit napr.
vyraz (1). (Je vidét, ze z pravé strany miizete vytknout ¢islo 5.)
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Vratme se k rozvijeni naseho hroznu. Mlizeme ménit pocet policek, mizeme vsak
také Cislo p odcitat nebo jim mizeme nasobit. Mizeme také tyto ,,jednorozmérné*
ulohy pevést na ,,dvojrozmérné* nebo dokonce ,,trojrozmérné*.

V téchto piipadech se naplno projevi vyhoda vyuziti tabulkového procesoru.

Ptikladem takové dvojrozmérné ulohy je néasledujici tloha 2. Je ale obtizné;si.

Uloha 2: Ve schématu na obr. 8 volime dvé& ,,pfi¢itaci* &isla (pro fadky a pro sloupce)
a ¢islo v levém hornim ramecku (start). Cisla v dalsich osmi rameécich jsou vypo-
itavana postupnym pfiGitanim obou pfiGitacich &isel k ¢&islu startovnimu. Cisla
ve vSech deviti rameccich secteme, abychom dostali konecny vysledek (cil). Ktera
pfirozend c¢isla mohou byt pficitacimi Cisly a Cislem startovnim, abychom ziskali
cilové ¢islo 99?

pri¢itime + O
N N

start}< D
pFicitime + Q( cil

99

Obr. 8
ResSeni jiz pfenechame Ctenafi.

Pomoc: Mizete experimentovat obdobné jako jsme v predchozi uloze experimen-
tovali my. Pfitom ménite vzdy pouze jedno ze zadanych tii ¢isel. Na zakladé toho se
vam jisté podaii vyslovit hypotézy, které vyuzijete k fesent.

Pokud ¢tenar Cetl algebraické feseni u predchoziho ptikladu, bude néasledujicimu textu
jisté rozumét. Oznacime startovni Cislo s, pficitaci ¢islo ve sméru fadkl r a pficitact
&islo ve sméru sloupcti #. Cisla dopiste postupné do ramecki tabulky.

Napr.: V druhém tadku tabulky budou vyrazy s +¢ s+t+r, s+1¢+2r.

Pokud seCteme vyrazy ve vSech polickach ziskate vyraz 9s + 9r + 9¢ a po upra-
vé dostanete 9(s + r + ). Ziskany vyraz jasn¢ ukazuje, Ze Uloha bude mit feseni,
pokud ciloveé c¢islo bude nasobkem cisla 9, tedy napr. 99 jako je to v nasem zadani.
Protoze 99 = 9- 11, je feSenim nasi ulohy jakéakoliv trojice Cisel s, r, ¢, jejichz souctem
je cislo 11, tedy napr-.: trojice 2, 5, 4. ]

Pokud budete vytvaret a fesit dalsi ,,rovinné* tlohy (viz napr-.. obr. 8), mizete obdob-
né jako my vzdy urcit jaké cilové ¢islo zvolit, aby tloha méla feseni.
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B. Tlac¢itka na mobilnim telefonu

Magické c¢tverce fascinovaly matematiky ale 1 dalsi lidi jiz ve starovéku. Mezi nej-
znaméjsi magické Ctverce patii dnes Ctverec, ktery je na médirytiné Melancholie od
Albrechta Diirera z roku 1514. V tomto ¢lanku ukazeme jeden velmi jednoduchy pfi-
pad takového Ctverce.

Melancholie Melancholie — Detail magického ¢tverce

Ukol: Ciselna tlagitka na mobilu jsou uspoiadana do nasledujiciho étverce (viz
obr. 1): Se¢teme-li vSechna ¢isla ve druhém sloupci nebo vSechna ¢isla ve druhém
fadku ¢i v hlavni nebo vedlejsi thlopficce, vzdy dostaneme Cislo 15. Piekontrolujte.

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Obr. 1

Uloha 1: Piemistéte tla¢itka na mobilnim telefonu (viz obr. 1) tak, aby vyse uvedené
soucty ziistaly 15, ale navic, aby i soucty Cisel ve zbylych fadcich a sloupcich byly 15.
Piemistéte pfi tom minimalni pocet tlacitek.

Uloha po nas vlastné pozaduje sestrojeni uréitého magického &tverce velikosti 3x3.
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Reseni: MuZzeme za¢it nahodnym experimentovanim (strategie pokus — omyl) nebo
experimentovanim pokus — ovéfeni — korekce, ale to nemusi vést brzy k cili.

Mozna si pfi experimentovani uvédomime, Ze zadna dvé cisla ze tii nejvetsich,
tj. ¢isel 7, 8, 9, nemohou byt ve stejném fadku ani sloupci ani thlopficce, protoZe
jejich celkovy soucet by pak byl vétsi nez 15. Analogicky ani zadna dvé Cisla ze tii
nejmensich, tj. ¢isel 1, 2, 3, nemohou byt ve stejném tadku, sloupci ani thlopfticce,
protoze jejich celkovy soucet by pak byl mens$i nez 15. Toto zjiSténi nam pfi
experimentovani mize podstatné pomoci. Pokud bychom ani pfi uvedenych faktech
neziskali spravny vysledek, pak ndm jist¢ experimentovani pomohlo ulohu
dikladné pochopit. Nyni se vSak zamyslime nad tim, jak postupovat jinak.

Polozime si otazku, ktera ¢isla by mohla byt umisténa do rohi, kterd mezi n¢ a které
¢islo doprostied ¢tverce. Soucet kazdych tfi uvazovanych cisel musi byt 15.

Postupujme jesté obracené. Najdéme vSechny mozné rozklady cisla 15 na soucet
tfi Cisel. V rozkladech vSak mohou byt pouze Cisla 1,2, 3,4,5,6,7,8, 9.

Pokud bude v rozkladu ¢islo 1, dostaneme:

1I5=1+5+9

15=1+6+8
Cislo 1 je tedy pouze ve dvou rozkladech, a proto musi byt umisténo nékde ve ,stre-
du strany*. Tam se totiz ,,protind* fadek a sloupec.

Pokud bude v rozkladu ¢islo 2, dostaneme:

15=2+4+9
15=2+5+8
15=2+6+7

Cislo 2 je ve tiech rozkladech, a musi proto byt umisténo nékde v rohu &tverce. Tam
se ,,protind* fadek, sloupec a thlopficka.

Pokud bude v rozkladu ¢islo 3, dostaneme opét rozklady pouze dva:
15=3+4+8
15=3+5+7

Cislo 3 proto musi byt umisténo nékde ve stiedu strany.
Budeme-li v tomto rozkladani ¢isla 15 pokraCovat, zjistime, ze mimo ¢islo 5 jsou

vSechna ¢isla ve dvou nebo ve tfech rozkladech.
Pouze cislo 5 je ve Ctyfech rozkladech:

15=5+1+9
15=5+2+8
15=5+3+7
15=5+4+6

Cislo 5 proto musi byt i p¥i tomto pozadovaném pieskupeni stale uprostied tverce.
Tam se totiz ,,protina“ fadek, sloupec a ob& thlopticky.
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Na zavér vytvareni vsech moznych rozkladu ¢isla 15 mizeme fici:
— Cisla 2,4, 6,8 musi byt umisténa v rozich.
— Cisla 1, 3, 7,9 musi byt umisténa mezi nimi.
— Cislo 5 musi byt umisténo uprostied ctverce.

Nyni mtizeme zkouSet vkladat uvedena ¢isla do piisluSnych poli a ovérovat, zda vysel
magicky ¢tverec. Udélame-li nékolik takovych experimentt, jisté si uvédomime zako-
nitost, jak ¢isla do ¢tverce umistit. Jedno takovéto rozmisténi je znazornéno na obr. 2.

2 9 4
7 5 3
6 1 8
Obr. 2

Ukol: Prekontrolujte na obr. 2 zda jsou opravdu viechny pozadované soudty 15.

Jsou jesté néjaka dalsi feseni? Protoze ¢tverec ma celkem 8 shodnosti (4 osové sou-
meérnosti a 4 otoCeni zahrnujici 1 identitu), miizeme pomoci nich z naseho ¢tverce
sestrojit jesté 7 dalsich magickych ¢tverct. Toto vsak jiz pfenechame ¢tenarfi. [

Ukol: Nyni, kdyZ jsme problém vyfesili, miizete odpovédét na otazku: Kolik tla¢itek
musite premistit, abyste dostali ,,magickou* klavesnici? Odpovézte, nez budete po-
kracovat ve Cteni.

Odpovéd’: Musime premistit vSechna tlac¢itka mimo prostiedni tladitko 5. [

Ukol: Vsech osm magickych ¢tvercti 3x3 ma uprostied &islo 5. Kolik dalsich &isel
musite zadat a kam, aby byl ¢tverec jednoznacné uréen? Odpovézte, nez budete po-
kracovat ve Cteni.

K odpovédi se miizeme dostat napr. experimentovanim se ¢tvercem na obr. 2. Ziej-
mé musime zadat dvé dalsi Cisla, ktera vSak nesmi lezet ve stejné uhlopticce, ani ve
stejném fadku nebo sloupci. Navic pfitom musime splnit vyse uvedené podminky:
Pokud je ¢islo v rohovém ¢tverecku, musi byt sudé a pokud je uprostied strany, musi
byt liché. Jesté vSak musi platit, Ze soucet téchto dvou zadanych ¢isel nesmi byt 10.
(Proc?) ]

Poznamka: Bylo by jisté zajimavé mit na klavesnici svého mobilu ¢islice uspofadané
do magického ¢tverce, nebylo by to vSak pravdépodobné prilis praktické.

Vyse uvedenou ulohu nyni mizete obméinovat. Do ¢tvereckli mizete napr. vkladat
¢isla 2 az 10 nebo 3 az 11 nebo napr. néjakou skupinu cCisel sudych nebo prvocisla
a zjiStovat, zda i pro tuto skupinu deviti ¢isel miiZete vytvofit magicky ¢tverec.
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C. Fibonacciho posloupnost

Na zavér knizky ukazeme vyzkumny piistup na netradi¢nim, ale o to zajimavéjSim
tématu zvaném Fibonacciho posloupnost. Pfi vlastnim zkoumani nebudeme potie-
bovat Zadné zvlastni matematické znalosti.

Hlavni pozornost budeme vénovat objevovani hypotéz.
Fibonacci byl jednim z nejvétSich matematika stfedo-
veku. Byl napr. velkym propagatorem desitkové pozicni
soustavy, kterd vznikla v Indii a kterou do Evropy
pfinesli Arabové.

Fibonacci se narodil okolo roku 1175 ve mésté¢ Pizza
se znamou Sikmou vézi. Jeho vlastni jméno bylo Leo-
nardo Pizansky. Protoze vSak on sam si fikal Fibonacci,
coz znamend syn Bonacciho, je dnes zndm spiSe pod
timto jménem.

ibonaci
Zustalo po ném celkem 5 matematickych praci, z ¢ehoz Ctyii jsou knihy. V jedné
z nich vyslovil takovyto problém:

Vypustime do prirody parek malych zajicii. Zajicum trva mésic, nez dospéji, a pak vzdy
kazdy dalsi mésic maji parek zajicku. Kolik parii zajickii bude v prirodé za rok?
Pokud si situaci v nékolika prvnich mésicich graficky znazornime, dostaneme
nasledujici obrazek (viz obr. 3):

w«&
w«&, o mesic 1 pir
M&, N@L a2 mésice 2 piry
%&ﬁiﬁ S @@fg a3 mesie 3 piry
W‘@L A ol N@L S s sy

DD -

za 6 mésicu

Obr. 3
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Ukol: Pokuste se obr. 3 rozsifit jesté o dva fadky.

Ziskana posloupnost dostala pozdéji nazev Fibonacciho posloupnost.
Pokusme se tuto posloupnost zkoumat.

1. Cleny Fibonacciho posloupnosti
Prvnich deset ¢leni Fibonacciho posloupnosti je:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.
Ukol: Napiste dalsich pét ¢lent této posloupnosti. (89, 144, 233, 377, 610)
Abychom se mohli o Fibonacciho ¢islech, tj. clenech této posloupnosti, Iépe vyja-

dfovat, budeme pouzivat k jejich oznaceni pismeno F s indexem udavajicim potadi
tohoto Cisla, tzn.:

F =1, F,=1, F,=2, F,=3, F,=5, F,=8, F =13, F,=21, F,=34

2. Vytvareni posloupnosti

Pokuste se napsat vzorecek, pomoci néhoz mizeme vytvaret ¢leny této posloupnosti.
Prvni dva ¢leny jsou 1, tzn. F, = F, = 1.

Kazdy dalsi ¢len vytvoiime vzdy sectenim dvou ¢lent piedchozich, tzn.:

F =F ,+F |, kde n>3. pravidlo (1)
Pravidlu (1) budeme fikat Fibonacciho pravidlo.

Fibonacciho &isla | F, | F, | F, | F, | F, | F, | F, | Fy | F, |F10 | F, |F12 | F, |
sestavenadotabulky:| 1 [ 1 [ 2 | 3 | 5| 8 | 13|21 |34 5589 [144]233]...

Nyni jiz miZeme odpovédét na otazku ve Fibonacciho problému, kolik pard zajict
bude v ptirod¢ za rok. Bude to F ., coZ je 233 (par zajici). [

Nyni se pokusime pomoci zkoumani objevit néjakou vlastnost této posloupnosti.

3. Soucty Fibonacciho ¢isel

Uloha 1: Zkoumejte souéty nékolika prvnich za sebou jdoucich Fibonacciho &isel,
napr.: 1+1+2+3=7(toje F, +F,+F,+F).

ReSeni: Budeme systematicky experimentovat:
F+F,=1+1=2
F+F,+F=1+1+2=4
F+F +F +F,=1+1+2+3=7
F1+F2+F3+F4+F5=1+l+2+3+5=12
F+F,+F,+F,+F+F=1+1+2+3+5+8=20

Zkoumejte ziskané soucty. Vidite néjakou zakonitost? Miizete porovnat ziskané

soucty s Fibonacciho ¢isly.
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Dalsi experimentovani:
Pokusime se pfi ném najit vztahy mezi soucéty a Fibonacciho ¢isly.
F+F,=1+1=2=F, -1
F +F,+F =1+1+2=4=F -1
F+F+F +F,=1+1+2+3=7=F -1
F+F,+F, +F+F=1+1+2+3+5=12=F -1
F +F,+F +F +F +F =1+1+2+3+5+8=20=F, -1
Také F, =1=F 1.
Hypotéza: Pro vSechna pfirozena ¢isla n plati:
F+F,+F,+...+F =F -1 (2)
Pokud bychom hypotézu nedokazali, mohli bychom ji alespoil ovéfit na nékolika
dalsich ptipadech, naps.: pro n =17, 8, O.
Protoze vSak dikaz neni obtizny, udélame ho pomoci vypoctu.
Diikaz hypotézy (2) vypoctem: Dikaz nemusi ¢ist zaci, kteti doposud neprobirali
pocitani s proménnymi oznacujicimi Cisla.
Necht 7 je libovolné piirozené &islo. Upravou Fibonacciho pravidla (1) dostaneme:
napi.. F, = F +F aodtud F = F, —F,

F =F-F
F,= F,—F,
RTETR

Fn 1 Fn+1 o Fn
F - +2 Fn+l

F1+ F2+ F3+ et Fn - Fn+2_ F2: Fn+2_ 1
Napsané rovnosti jsme secetli. Na levé strané jsme dostali hledany soucet.
Na pravé stran¢ se pii scitani vyraz podstatné
zjednodusil (F, - F,, F, - F,, ...).
Proto jsme i na pravé strané rovnosti dostali pozadovany vyraz.

Protoze jsme nasi hypotézu dokazali, pfejmenujeme ji na vétu:

Véta 1: Pro libovolné piirozené Cislo n plati: ¥ + F, + F, +...+F =F -1
]

Podobnym zpiisobem mizeme zkoumat dal$i druhy souctl Fibonacciho
posloupnosti: — soucet ¢lenti na lichych pozicich,

— soucet ¢lent na sudych pozicich,

— soucet ¢tverci Fibonacciho cisel.
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Soucet ¢lenii Fibonacciho posloupnosti na lichych pozicich

Uloha 2: Zkoumejte soucty nékolika prvnich &lenii Fibonacciho posloupnosti
na lichych pozicich. 5
Napr.: 1+2+5+13=21.
Reseni: Experimentovani: 1+2=3(=F )
1+2+5=8(=F))
1+2+5+13=21(=F)
1+2+5+13+34=55(=F,)

Hypotéza: Pro vSechna pfirozena ¢isla n plati:
F+F,+F+...+F =F 3)

1 2n
Diikaz: Pouzijeme vypocet obdobné jako v diikazu véty 1.
F =1

1

F,=F +F,

. FZn—IZ F2n—3 + F2n—2
Secteme-li levé a pravé strany rovnostt;dostaneme:
F+F+F+...+F =1+F +F+F +...+F _+F = (podlevéty1)=

1
= 1+ (F,- ) =F,,

Véta 2: Pro vSechna ptirozena Cisla n plati: F, + F.+F. +...+F, =F . [

Soucet ¢lenii Fibonacciho posloupnosti na sudych pozicich

Uloha 3: Zkoumejte souéty nékolika prvnich &lent Fibonacciho posloupnosti
na sudych pozicich.
Napr.: 1 +3 +8=12.
Pii feSeni postupujte analogicky jako v predchozich dvou tlohéch, tzn. zaénéte syste-
matickym experimentovanim, pak vyslovte hypotézu a ovéite ji. Pokud se vdm podafii
dikaz, ptejmenujte hypotézu na vétu 3.

Vysledek:

Véta 3: Pro vSechna pfirozena Cisla n plati: F, +F, + F + ... +F, =F 1 ]

ol

Soucdty ¢tvercu Fibonacciho Cisel
Uloha 4: Zkoumejte soudty &tverci nékolika prvnich Fibonacciho &isel a pokuste se
vyjadfit je jako soucin ptirozenych Cisel.
Napr.: 1°+12+22+3?=15=3 .5
Po systematickém experimentovani vyslovte hypotézu a ovéite ji na dalSich ptikla-

vvvvvv

mavé grafické znazornéni.
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Vysledek:

Véta 4: Pro vSechna pfirozend ¢isla n plati: F>+F?+F?+ ... +F*=F .F | [
Vztah obsazeny ve vété 4 miZzeme objevit také tak, ze vytvoiime Ctverecky, jejichz
strany maji délku vyjadienou Fibonacciho Cisly a pak ¢tverecky sklddame (viz obr. 4).
Po ptfidani dalSiho ctvereCku vzdy vznikne obdélnik, jehoz strany maji délku
vyjadienou za sebou jdoucimi Fibonacciho ¢isly. To pravé tiké véta 4.

Do tohoto narysovaného obrazce mizeme dorysovat zajimavou kiivku, kterd se
nazyva Fibonacciho spirala.

2
Obr. 4

Ulohy 1 az 4 tvoti hrozen, ktery vznikl pomoci zkoumani.
A timto konstatovanim naSe zkoumani Fibonacciho ¢isel uzavirame.

Pravé také uzavirame i celou knizku. Pokud jste ji prosli, pak jste se aspon
trochu naudili chovat jako matematici.

Piejeme vam, abyste v budoucnu, pii feSeni problémi, vhodné vyuzivali postupy
a namety, které jste meéli moznost v knizce poznat.

Také vSem prejeme hodné vlastniho duvtipu a radosti z feSeni matematickych uloh.
At je pro vas matematika zajimavym piedmétem.
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