Ulohy 8
Na pfipadné chyby mé prosim upozornéte. Dékuji.

1. Je ddna mnozina M = {a, b} a jeji potence Pot(M ). Rozhodnéte, zda uspofadana
dvojice (Pot(M), N) je algebraickou strukturou. Pokud ano, urcete, o jakou struk-
turu se jedna.

Reseni:

Nejprve uréime potenéni mnozinu Pot(M) pro M = {a,b}:

Pot(M) = {0, {a}, {b}, {a, b}}
Tedy potenéni mnoZzina obsahuje ¢tyfi podmnoZiny.
Zkoumame, zda je struktura (Pot(M), N) algebraickou strukturou.
Uvazujeme operaci praniku (N), kterd se aplikuje na podmnoziny M. Zkoumejme, jaké
(Pot(M ), N) spliuje vlastnosti algebraické struktury:
(a) Uzavfenost: operace priniku dvou podmnozin mnoziny M vzdy vrati podmnoZzinu
M, coz znamen, Ze vysledek operace AN B pro A, B € Pot(M) je vzdy v Pot(M).
(b) Asociativita: operace je asociativni, protoze pro vSechny A, B, C' € Pot(M) plati:

(ANB)NC =ANn(BNC)
(c) Existence neutrdlniho proku: neutrdlnim prvkem operace priniku je mnoZzina M sama,
coz v naSem piipadé je {a, b}. Plati, Ze pro vSechny A € Pot(M) je:
And{a,b} = A
Tedy neutrdlni prvek existuje.

(d) Komutativita: pranik dvou mnozin je komutativni, coz znamen4, Ze pro vSechny
A, B € Pot(M) plati:
ANB=BnNA

(e) Existence inverzniho proku: u primiku neexistuje inverzni prvek, ktery by z podmno-
ziny udélal neutralni prvek {a, b}. Inverzni prvek tedy neexistuje.

Struktura (Pot(M), N) je komutativni monoid, protoze splituje uzavienost, asociativitu,
komutativitu a ma neutralni prvek. Nejedna se v8ak o grupu, protoze nemé inverzni pr-
vek.

2. Je dana mnozina M = {a, b} a jeji potence Pot(M ). Rozhodnéte, zda (Pot(M), V)
je algebraickou strukturou. Pokud ano, urcete, o jakou strukturu se jedna.

Ndpovéda: Jednd se o komutativni monoid.

3. Rozhodnéte, zda (M, o) je algebraickou strukturou. Pokud ano, urcete, o jakou
strukturu se jedna.

(a) M=Nazoy=(x+vy)x
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(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)

M=Razoy=(z+y)

M=Nazoy=0

M=Razxoy==z

M=Qazoy=2%

M:Raxoy:%

M jsou kladna raciondlni ¢islaa z oy = /7y

M jsou kladnd redlnd ¢islaa xz oy = \/zy

ReSeni:

(a)

(b)

(c)

(d)

M =Nazoy=(z+y)

Uzavrenost: Pro z,y € N plati, Ze (x + y)x € N, protoZe soulet pfirozenych Cisel je
zase prirozené ¢islo a soucin pfirozenych ¢isel je rovnéz pfirozené ¢islo. MnoZina je
vucdi operaci uzaviena.

Asociativita:

(zoy)oz=((x+y)r) oz = (& +y)a+2)(z +y)a),

zo(yoz)=wo((y+2)y) = (r+(y+2)y).

Vyrazy nejsou stejné obecné pro vsechna z,y € N, operace neni asociativni.
Zdver: Je to grupoid.
M=Razoy=(x+y)x
Uzavienost: Pro x,y € R plati, Ze (x4 y)x € R, protoZe soucet redlnych ¢isel je redlné
¢islo a soucin redlnych &isel je rovnéz redlné ¢islo. Mnozina je tedy viic¢i operaci
uzaviena.
Asociativita: Viz predchozi, operace neni asociativni.
Zdver: Je to grupoid.
M=Nazoy=0
Uzavfenost: x oy = 0 a 0 € N, tedy mnoZzina je uzaviena vici operaci o.
Asociativita:

(xoy)oz=002=0, zo(yoz)=x00=0.
Operace je asociativni.
Neutrilni proek: Nenajdeme, protoZe by muselo platit

(Fe)(Vy)eoy =yoe=y.

A tonebude platit pro y # 0, protoze vysledek operace je vzdy 0. A my potiebujeme,
aby to platilo pro vSechna y.
Zivér: Jednd se o pologrupu.
M=Razoy==x
Uzavfenost: Pro z,y € Rjex oy = x a x € R, mnoZina je vii¢i operaci uzaviena.
Asociativita:

(roy)oz=xo0z=x, zo(yoz)=xoy=ux.
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Operace je asociativni.
Neutrilni proek: Nenajdeme. Muselo by platit

(Je)(Vy)eoy =yoe=y.

ale pro kazdy prvek e

eoy=e yoe=y

Z toho by vyplyvalo y = e, jenZe my potfebujeme, aby to platilo pro kazdé y, a to
neplati.
Zivér: Jednd se o pologrupu.

() M=Qazxoy= %ﬂ
Uzavfenost: Pro z,y € Qjex oy = cher Soucet dvou raciondlnich ¢isel je zase racio-
nalni &islo. Podil raciondlniho ¢isla a 2 je také raciondlni ¢islo. Tedy mnoZzina je vtci
operaci uzaviena.

Asociativita:
T+y+2z 20+ y+ =2
(roy)oz=————, zo(yoz)=——.
4 4
Operace neni asociativni.
Zdvér: Je to grupoid.
(f)y M=Raxoy= 1—;5’
Uzavfenost: Pro z,y € Rjex oy = xTer soucet dvou redlnych ¢isel je realné cisel,

podil redlného ¢isla a 2 je také redlné ¢islo. MnozZina je viici operaci uzaviena.
Asociativita: neni asociativni, viz pfedchozi.
Zdver: Je to grupoid.
(g) M jsou kladné raciondlni ¢islaa z oy = /zy
Uzavfenost: \/7y nemusi byt raciondlni, napt. prox = lay = 2, mdme r oy = /2,

7 ¥z

a to neni raciondlni ¢islo. MnoZina Q neni viiéi operaci uzaviena.
Zdveér: Nejednd se o Zadnou algebraickou strukturu.

(h) M jsou kladné redlnd ¢islaa v oy = |/zy
Uzavfenost: Pro z,y € R je \/zy vzdy realné &islo. MnoZina je vii¢i operaci uza-
viena.
Asociativita:
(roy)oz=1/Viyz wolyoz) = |ryiz
Operace neni asociativni.
Zdveér: Jednd se o grupoid.

4. Rozhodnéte, zda (M, o) je algebraickou strukturou. Pokud ano, urcete, o jakou
strukturu se jedna.

(a) M=Nazoy=xz—y
(b) M =Razoy=x?y
(c) M=Nazoy=3
(d) M=Razoy=y

39



(e)
(£)
(8)
(h)

M=Qazoy=m
M=Razxoy=m
M jsou kladnd raciondlni éislaa z oy = /x

M jsou kladné redlna ¢islaar oy = /y

5. Sestavte Cayleyho tabulku operace s¢itdni modulo 4. O jakou algebraickou struk-
turu se jedna? Ovéite prislusné vlastnosti.

6. Dopliite Cayleyho tabulku tak, aby struktura (), o) byla komutativni grupa.

m n p q
q p m n

3

a2 < X 3o

B
=

Reseni:

(a)

(b)

(c)

(d)

Komutativita

ProtoZe se jednd o komutativni grupu, musi platit, Ze a o b = b o a pro vSechny
a,b € M. To znamen4, Ze tabulka musi byt symetricka. VyuZijeme toho k dopInéni
prazdnych poli tak, aby se hodnoty na pozicich (4, j) a (4, i) shodovaly.

Neutrdlni proek

Neutralni prvek e je takovy, Ze eoca = a o e = a pro véechna a € M. Z tabulky
muZeme vidét, Ze prvek p jako jediny mtZe plnit tuto roli a doplnime:
-mop=m,nop=mn,pop=p,qop=4g.

Doplnime i symetricky, protoze je komutativni.

Inverzni proky

Kazdy prvek v grupé musi mit inverzni prvek, tj. prvek a !, pro ktery plati aoa !

e, kde e je neutralni prvek. Z tabulky mtizeme odvodit inverzni prvky nasledovné:
- Pro prvek m je inverznim prvkem n, protoZze m o n = p (a p je neutrdlni prvek).

- Pro prvek n je inverznim prvkem m, protoze n o m = p.

- Pro prvek ¢ je jeho inverznim prvkem ¢, protoZe g o ¢ = p.

- Pro prvek pje inverznim prvkem p (neutralni prvek je sviij vlastni inverzni prvek).

Doplnime také symetricky.

Findlni podoba tabulky

Nyni mtizeme vyplnit zbyvajici hodnoty tak, aby kazdy prvek byl v kazdém fadku a
v kazdém sloupci pravé jednou, ¢imz je splnéna asociativita. Asociativitu je mozné
v kone¢né mnoziné dokazat pouze skute¢nym ovéfenim pro vSechny uspotrddané
trojice prvka (v tomto pfipadé variace trojic s opakovanim ze ¢ty¥ prvkd, tj. 43). Pro
naSe ucely vSak zkusime, zda asociativita plati tfeba pro dvé uspofadané trojice, a
pokud ano, pak to budeme v tuto chvili povazovat za splnéné.
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(g op) om = go (pom)..obé strany jsou rovny n
(mon)oqg=mo(noq).. obéstrany jsou rovny ¢
Tedy pfedpokladame, Ze asociativita je splnéna.
(e) Zdver
Tato tabulka spliiuje vS8echny podminky pro komutativni grupu. Je komutativni,

protoZze tabulka je symetrickd. Obsahuje neutralni prvek p. Kazdy prvek ma inverzni
prvek. Je asociativni.

7. Doplnte Cayleyho tabulku tak, aby struktura (), o) byla komutativni grupa, kde
M ={a,b,c,d}.

QU O S Q|0
WL SRR
S|

Q oo
QU R

8. Dopliite Cayleyho tabulku tak, aby struktura (N, -) byla komutativni grupa na
mnoziné N = {e, f,g,h}.

=09 N
N s
o R

9. Vyplite Cayleyho tabulku tak, aby struktura (A, ) byla komutativni monoid, ale
nikoli grupa. A = {a, b}.

x|la b

a

b
Resent:

*|la b

ala b

b|b b
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Tato struktura je asociativni protoze

(axa)xa =a= ax(axa)
(bxb)xb =b= bx(bxb)
(axb)xb =b= ax(bxb)
(bxa)xb =b= bx(axb)
(bxb)xa =b= bx(bxa)
(bxa)xa =b= bx(axa)
(axb)xa =b= ax(bxa)
(axa)*b =b= ax(axb)
Ma neutrélni prvek a, protoze
axa =a= axa
bxa =b= axb

Je komutativni, protoZe Cayleyho tabulka je symetricka.

Nem4d inverzni prvek, protoZe prvek b nemd k sobé inverzni prvek:

bxa = b
bxb = b

Ve struktufe neni Zadny prvek, po jehoZz vynasobenim s b bychom ziskali a.

Tedy je to komutativni monoid, ale neni to grupa.

10. Je (M, *), M = {a,b, ¢, d} zadana Cayleyho tabulkou algebraickou strukturou? Je

komutativni?
x|a b ¢ d
al0 0 0 1
b|0 0 1 0
c|0 1 0 O
d/1 0 0 0
11. Je (M,+), M = {0, 1,2} zadana Cayleyho tabulkou algebraickou strukturou? Je
komutativni?
+(0 1 2
0(0 0 O
110 0 1
2|10 1 0

12. Je dan obdélnik ABCD. Zakrytovym pohybem obdélniku budeme rozumét ta-
kovy pohyb, ktery prevede dany obdélnik na sebe sama. Méjme ddnu mnoZinu
M, ktera obsahuje vSechny zakrytové pohyby obdélniku (néjak si je oznacte) a
dale operaci sklddani zakrytovych pohybt L. Urcete, o jakou strukturu se jedna.

Napovéda: Zakrytové pohyby obdélniku jsou ¢tyfi. Jedna se o komutativni grupu.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Je dana mnozina M = {a,b} a jeji potence Pot(M). Rozhodnéte a zdtavodnéte,
zda uspofadana trojice (Pot M, U, N) je okruhem.

Uvedte priklad grupy s nekone¢nou mnoZzinou jako nosi¢em, uvedte, jaké vlast-
nosti musi splfiovat, a podrobné zdtvodnéte, proc¢ je splnuje.

Uvedte pfiklad kone¢ného oboru integrity, uvedte, jaké vlastnosti musi spliiovat,
a podrobné zdtivodnéte, proc je splnuje.

Ndépovéda: Priklad kone¢ného oboru integrity je naptiklad

(N/ Hlod 2, + mod (2)7 " mod (2))

+ mod (2) ‘ 0
0 0
1 1

- mod (2) ‘ 0 1
0 0 O
1 Jo 1

Uvedte pfiklad kone¢ného télesa, uvedte, jaké vlastnosti musi spliiovat, a po-
drobné zdtivodnéte, proc je splituje.

Uvedte piiklad télesa s nekone¢nou mnoZzinou jako nosi¢em, uvedte, jaké vlast-
nosti musi spliiovat, a podrobné zdtvodnéte, proc je splituje.

Je (N/ mod ¢, + mod (6): * mod (6)) Okruhem? Je oborem integrity? Je télesem? Od-
povéd fadné zdtvodnéte.

UvaZujme mnozinu Gaussovych celych ¢isel. Gaussovo celé ¢islo je v teorii ¢isel
takové komplexni ¢islo, jehoZ redlnou i imagindrni slozku tvofi celd ¢isla. For-
malné

Zli)={a+bi;a€Z,beZ}

UvaZzujme obvyklé s¢itdni a ndsobeni komplexnich ¢isel.
a+b= (a1 +ia) + (b + ibz) = (a1 + b1) +i(az + by)

a-b= (&1 -+ i&z) . (bl + ZbQ) = (a1b1 — asz) + i(a1b2 + agbl)
Rozhodnéte a zdtivodnéte, jakou strukturu tvoii uspotfddand trojice (Z[i], +, )

Napovéda: Jedna se o obor integrity.
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