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1 Uvod

Tento text ma slouzit studentim jako pomtcka pri studiu predmétu Algebra
s aplikacemi.

Jednotlivé kapitoly (¢asti) této studijni opory jsou zpracovany dvojim &
vlastné trojim zptsobem. V nékteré kapitole je probirana latka v textu piimo
vyloZena a vyklad je doplnén nékolika cvicenimi. Jindy je ¢tenafi (studentovi)
po kratkém tvodu do problematiky ulozeno, kde a co presné ma nastudovat.
Nékdy dokonce tento ivod do problematiky chybi a ¢tendfi je primo ulozeno
samostudium, avsSak takto postupuji pouze v tom piipadé, kdy ¢tenatre od-
kazuji na svtij studijni text [10]. Nékdy nasleduji dalsi doporuceni, napitiklad
co dalsiho by bylo dobré si precist. Ve vétsiné pripadi je ulozeno studium z
textu [10]:

Martin Kuftil: Zaklady algebry.
https://kma.ujep.cz/administrace/uploads/8£878f1.pdf

Text je volné dostupny na internetu. V piipadé problémt s jeho ziské-
nim mi napiste (adresu najdete na konci této studijni opory). Jde o studijni
text, ktery je zatim ve fazi pripravy, avsak nékteré kapitoly jsou jiz hotové,
napiiklad je hotova celd ¢ast vénovana grupam (pochopitelné, i hotové ¢asti
jesté mohou byt zménény — hlavné budou opravovany piipadné chyby). Text
je vhodny pro samostudium a jako studijni opora (nejen) pro studenty dista-
néni a kombinované formy studia. Vyklad je veden ve volném tempu a je
provazen mnoha piiklady. Dikazy tvrzeni a vét jsou az nezvykle podrobné.
Vyhodou také jisté je, ze studijni text, jak jsem se jiz zminil, je volné do-
stupny na internetu, a to na mé strance na strankich Katedry matematiky
Prirodovédecké fakulty UJEP.



Ve dvou ptipadech je ¢tenafi ulozeno studium z vysokoskolské ucebnice

[5]:

Jaroslav Blazek, Milan Koman, Blanka Vojtaskova: Algebra a teoretickd arit-
metika, II. dil. Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha, 1985.

Jde sice o knihu starsi, avSak stéle (jak se domnivam) dobie dostupnou —
napiiklad Védecka knihovna UJEP ma ve svém fondu celkem 12 exemplait
této ucfebnice (stav ke dni 4.7.2022). Kniha byla v roce 1985 vydana jako
celostatni vysokoskolska uc¢ebnice pro studenty matematicko-fyzikalnich, pii-
rodovédeckych a pedagogickych fakult studijniho oboru Ucitelstvi vSeobecné
vzdélavacich predmét aprobacniho predmétu matematika.

Jak je na prislusnych dvou mistech uvedeno, alternativné je misto uceb-
nice [5] mozno pouzit knizku [11]:

Miroslav Sisler: O feseni algebraickijch rovnic. Mlad4 fronta, Praha, 1966.
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz /403551

Jde sice opét o publikaci starsi, avsak velmi dobfe dostupnou — knizka je
volné dostupnd na internetu na strance Czech Digital Mathematics Library
https://dml.cz/. Je to webova stranka nabizejici otevieny ptistup k plnym
textim matematickych casopisti, sbornikii a knih vydavanych v historii v
¢eskych zemich. Velmi vam doporucuji vyuzivat zminénou stranku!

Publikace Miroslava Sislera o feseni algebraickych rovnic je souc¢asti edice
,Skola mladych matematik@”. Tato edice byla zaloZena roku 1961 na pod-
nét Ustiedniho viboru Matematické olympiady, ktera tehdy v Ceskosloven-
sku jiz deset let tispésné probihala. Byla urcena stfedoskolskym studentiim,
rozsifovala a prohlubovala jejich matematické védomosti a prindsela radu
zajimavych prikladi.

Je jasné, ze budete také potiebovat tlohy k procvic¢eni probirané latky.
Zde v této studijni opore najdete fadu cviceni, a to predevsim v téch kapi-
tolach, ve kterych je latka primo vylozena. Pted chvili jsem uvedl, zZe bude
ulozeno samostudium z nékolika vyse uvedenych texti. Z nich se alohy k pro-
cviceni vyskytuji v ucebnici [5] a v knizce [11]. Kde vzit dalsi cviceni (alohy)?
Jisté vam tlohy da pfimo vas vyucujici nebo vam doporuéi konkrétni (dou-
fejme, Ze dob¥e dostupné) zdroje tloh. J& vam rozhodné doporucuji sbirku



David Stanovsky: Priklady z algebry. Pracovni verze sbirky ptikladi k za-
kladni pfednaSce z obecné algebry.
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"stanovsk/vyuka/sbirka.pdf

Ve sbirce najdete celkem 741 tloh. K nékterym jsou na konci uvedeny
navody, k mnohym jsou uvedena feseni. Sbirka je volné dostupnd na internetu
na strankach jejiho autora (stav ke dni 4.7.2022).

Existuji také dalsi dobré a rozsahlé shirky dloh z algebry, naptiklad

A. K. Faddejev, J. S. Sominskij: Zbierka dloh z vyssej algebry. ALFA, Brati-
slava 1968.

Jde o slovensky pteklad z ruského originalu. Shirka obsahuje 1184 cviceni
a také navody a vysledky k vétsiné uvedenych prikladi. Bohuzel se vsak k
této sbirce pravdépodobné dostanete jen s velkymi obtizemi, naptiklad ve
fondu Védecké knihovny UJEP se nachazi pouze jediny vytisk.

Dobra je také sbirka tiloh

J. Weil, J. Hocquemillerova, D. Allouch, A. Mézard, J.-C. Vaillant, Ch. De-
lorme, Ch. Lavitova, J.-C. Raoult: Rozpracovand 7eseni uloh z vyssi algebry.
Academia, Praha, 1987.

Jak ndzev napovida, feseni tloh jsou podrobné rozpracovana. Fond Vé-
decké knihovny UJEP vSak obsahuje pouze tii vytisky.

Nektefi z vds mozna radi ¢tou anglicky psanou literaturu. Tém mohu
doporucit nasledujici dva texty — jsou dobré a snadno se k nim dostanete:

Frederick M. Goodman: Algebra: Abstract and Concrete. Edition 2.6. Semi-
Simple Press, Towa City, IA, 2015.
https://homepage.divms.uiowa.edu/ goodman/algebrabook.dir/book.2.6.pdf

Text poskytuje dikladny tvod do abstraktni algebry. Kniha se vénuje té-
matim grupy, okruhy, télesa. Kniha obsahuje spoustu cviceni. Prvni a druhé
vydani textu bylo publikovano nakladatelstvim Prentice-Hall. Soucasna verze
je volné dostupna na internetu na strankach autora knihy.

Druhym textem pak je

Thomas W. Judson: Abstract Algebra: Theory and Applications
http://abstract.ups.edu/



Judsontiv text je urcen pro jedno- nebo dvousemestralni bakalarsky kurz
abstraktni algebry. Text obsahuje aplikace, jako je teorie kddovani a krypto-
grafie. Na konci kazdé kapitoly je sada cviceni. Povaha cvi¢eni se pohybuje
v nékolika kategoriich: vypocetni, koncep¢ni a teoretické problémy. Na konci
textu je ¢ast s radami a feSenimi mnoha cvideni. Casto je v TeSenich di-
kaz pouze nac¢rtnuty a je na studentovi, aby uvedl podrobnosti. Cviceni se
pohybuji v obtiznosti od velmi jednoduchych az po velmi narocné.

Jednotlivé ¢iselné obory budeme znacit nasledovné:
e N — mnozina vSech pfirozenych ¢isel, N = {0,1,2,3,...}
e 7 — mnozina v8ech celych ¢isel, Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

e Q — mnozina vSech raciondlnich ¢isel, Q = {§] a,b € Z,b # 0}

R — mnozina vSech redlnych ¢isel

C — mnozina vSech komplexnich ¢isel, C = {a + bi| a,b € R}

Ptipomenme: Pro mnoziny A, B zapis A C B znamena, ze mnozina A je
podmnozinou mnoziny B (tedy: pro kazdy prvek x € A plati, 7e = € B).
Zapis A C B znamena, ze A C B a soucasné A # B.

Plati:

)cNCcZcQcRcC
Také budeme pouzivat nasledujici znaceni:
e 7" — mnozina vSech kladnych celych ¢isel, ZT = {x € Z| > 0}
e 7~ — mnozina vSech zapornych celych &isel, Z~ = {z € Z| x < 0}
e Q' — mnozina v8ech kladnych racionalnich ¢éisel, Qt = {z € Q| = > 0}
e Q™ —mnozina v8ech zdpornych racionalnich ¢isel, Q~ = {x € Q| = < 0}
e R — mnozina vSech kladnych redlnych ¢isel, R* = {z € R| z > 0}

e R~ — mnozina vSech zapornych realnych ¢isel, R~ = {z € R| 2 < 0}



Nezapomente na to, ze pokud budete na univerzité studovat, pak budete
mit svého konkrétniho vyucujiciho tohoto predmétu. V kontaktni ¢asti vyuky
vam nékterou ¢ast latky vylozi sam, mlize vam dat jiné odkazy na literaturu,
nez jsou ty zde uvedené, miizete s nim konzultovat.

V posledni kapitole najdete pokyny (doporuceni) k tempu studia.

Toto je prvni verze studijni opory. Budou asi nasledovat verze dalsi, snad
lepsi. Jisté v textu najdete néjaké chyby, nepfesnosti, .... Omlouvam se za
né a budu rad, kdyz mi o nich date védét.

2 Cela ¢isla

2.1 Uvod

V této kapitole budeme studovat vlastnosti mnoziny celych éisel
Z=A...,—-2,-1,0,1,2,...}
a podmnoziny N C Z prirozenych ¢isel neboli nezapornych celych ¢isel
N={0,1,2,3,...}

Predpokladam, ze znate elementarni logiku, mnozinovou notaci a zakladni
vlastnosti bindrnich operaci s¢itani (+) a nasobeni (-) a relaci uspora-
dani mensi nebo rovno (<) na mnoziné celych ¢isel.

Tudiz hlavnim objektem naseho studia v této kapitole bude usporadana
¢tverice

(Z7 +a ) S)

Trti dalsi relace usporadani souviseji s <: <, >, >.

Princip dobrého uspoiadani:

Kazda neprazdna podmnozina mnoziny N ma nejmensi prvek.

Poznamka. Princip dobrého uspotadani Ize formulovat také pro mnozinu Z.
Jestlize S C Z, S # (), S je zdola omezend, pak S méa nejmensi prvek.

Cviceni.
1. Zformulujme princip dobrého usporadani pro mnozinu Q: Jestlize S C

Q, S # 0, S je zdola omezena, pak S mé nejmensi prvek. UkaZte na
piikladu (v€etné fadného zdivodnéni), Ze tento ”princip” neplati.

2. Pomoci operace + definujte relaci < na mnoziné N.



2.2 Indukce

Vsimli jste si asi v predchozi ¢asti a vSimnete si asi také v této casti, ze
zde nejsou ¢islovana tvrzeni, véty, poznamky. Je tomu tak proto, ze ted se
zabyvame zdklady, principy, nevytvarime zatim sérii tvrzeni. V dalsi ¢asti jiz
¢islovat za¢neme.

Princip dobrého uspotradani je ekvivalentni s principem indukce.

Princip indukce:
Necht S C N. Predpokladejme, ze S spliuje

1.0esS
2. (VWneN)neS=n+1€S
Pak S = N.

Z principu dobrého usporadani plyne princip indukce:
Necht S C N, S spliuje

1.0es
2. (VneN)neS=n+1€eS8

Chceme: S = N.

Predpokladejme, ze S # N. Polozme T =N—S. Je T C N, T # () (jelikoz
S C N, S # N). Dle principu dobrého usporadani existuje a = min T'. Protoze
acT,a¢ S, a0 (jetotiz 0 € 5). Pak existuje b € N, a = b+ 1. Jsou dvé
moznosti, obé daji spor:

e b S:PakbeT, a<b b+1<b 1<0,spor.
e be S:Pakb+1€S,ae€s, spor.

Nutné tedy S = N. To jsme chtéli.

Z principu indukce plyne princip dobrého usporadani. To doka-
zovat nebudeme.

Princip dobrého uspoirddani a princip indukce jsou axiomy —
podstatné charakterizuji prirozena cisla.



Princip indukce se ¢asto pouziva k diikazu tvrzeni o pfirozenych
¢islech.
Necht pro kazdé n € N je dano tvrzeni P(n).

Ukazeme:

1. P(0) (plati, je pravdivé)
2. (YneN) P(n) = P(n+1)
Pak P(n) plati pro vSechna n € N.

Proc¢ to tak je? Pro¢ to funguje?

Ke zdivodnéni pouzijeme princip indukce.

Bud S = {n € N| P(n)}, tj. S je mnozina vSech pfirozenych ¢isel n, pro
néz plati P(n). Je S C N. Dile,

1. 0 € S, protoze P(0) plati

2. (VneN)neS=n+1€S

Zdtvodnéni: Bud n € N, n € S. Takze P(n) plati. Pak ovSem P(n+1)
plati, n+1 € S.

Mame tedy:
1.0eS
2. (WneN)neS=n+1€eS

Princip indukce dava S = N, {n € N| P(n)} = N, P(n) plati pro vSechna
n € N.

Poznamka. Obdobné postupujeme v piipadé, kdy a € Z a pro kazdé n € Z,
a < n, je dano tvrzeni P(n). Chceme dokéazat, ze P(n) plati pro kazdé n € Z,
a < n. Dikaz lze udélat tak, ze ukazeme dvé véci:

1. P(a) plati
2. (YneZ)a<nAP(n)= P(n+1)

Princip dobrého uspofadéni (a tedy také princip indukce) je ekvivalentni
s nasledujicim principem:

Princip silné indukce:
Necht pro kazdé n € N je dano tvrzeni P(n). Predpokladejme, Ze

8



1. P(0) plati (je pravdivé)
2. (VneN) PO)AP(L)A---ANP(n) = P(n+1)
Pak P(n) plati pro vSechna n € N.

Indukce je technika dokazovéani tvrzeni P(n) o p¥irozenych dislech (¢ o
celych ¢islech n, kde a < n pro néjaké dané celé ¢islo a). Nejdiive vAm musi
nékdo (t¥eba vyucujici) dat P(n) a pokyn ”Dokazte, ze pro vSechna p¥irozena
C¢isla n plati P(n)!”. Jisté, tento pokyn se vam ¢asto nebude libit (naptiklad v
pisemce). Nebo sami pfidete k tomu, Ze by se hodilo néco dokazat indukei. Pii
jaké prilezitosti? Indukce neni technika objevovani. Néjak, tfeba zkoumanim
mnoha konkrétnich pripadii, stanovite hypotézu ” Pro vSechna pfirozena cisla
n plati tvrzeni P(n).”a pak teprve se indukci pokusite dokazat jeji platnost.
Jeden maly a jednoduchy konkrétni piiklad si ted uvedeme.

Piiklad. Zkoumejme soucty po sobé jdoucich lichych ¢isel, po¢inaje ¢islem

1:
1 =1
1+3 =
1+43+5 =9

1+3+5+7 = 16
1+3+5+7+9 = 25

Myslim, Ze hypotéza se ihned nabizi: Soucet prvnich n lichych ¢isel je roven
n?. Hypotézu se pokusime dokazat. Nabizi se indukce, protoZe se jednéa o
tvrzeni o prirozenych ¢islech. Nejdiive bychom vsak méli hypotézu poradné
napsat. Zirejmé n—té kladné sudé cislo je 2n a prvni kladné liché cislo tésné
predchézi prvni sudé ¢islo (1 je 2 — 1), takze n—té liché ¢islo (bereme ted v
tvahu pouze kladné celd ¢isla) je rovno 2n — 1. Nyni jiz miZeme zformulovat
nasi hypotézu:
Necht P(n) je tvrzeni

1+3+---+2n—1)=n2

Nase hypotéza H tedy tvrdi: P(n) plati pro v8echna kladna celd ¢isla n.
Ted se muzeme pokusit o dikaz hypotézy H indukci. Postupujeme ve
dvou krocich:



1. P(1): 1 =12 — to ziejmé plati
2. (VneZ)1<nAP(n)= P(n+1): Necht n je kladné celé ¢islo, pro

néz plati P(n), tj. 1+3+---+ (2n — 1) = n?. Cheeme ukazat, Ze plati
Pn+1),t. 1434 -+ (2n—1)+ (2n+ 1) = (n + 1) Poditejme:

1434 +@2n—1)+2n+1) = [1+43+---+@2n—1]+2n+1)
= n*+(2n+1)
= n?4+2n+1
= (n+1)°

P1i vypoé¢tu jsme jednou pouzili informaci, ze plati P(n) — najdete to
misto? Vypocétem jsme tedy ukazali, ze 1+3+---+(2n—1)+(2n+1) =
(n 4+ 1)2, tedy ukazali jsme, Ze plati P(n + 1).

Nyni si miizeme byt jisti, Ze naSe hypotéza H opravdu plati — dokazali jsme
ji indukci. Neni to jiz hypotéza, ale je to dokdzany matematicky poznatek
(véta).

tematlckych struktur. Vaznym pokusem o axiomatizaci struktury N je Pea-
nova aritmetika PA. Studium Peanovy aritmetiky patii predevsim do logiky.
Pristupné jsou zdklady teorie PA vylozeny v kapitole V Pfirozena ¢isla v
ucebnici [4]. Zajemce o podrobnéjsi a hlubsi studium Peanovy aritmetiky
mohu odkazat na knihu [12], pfedevSim na kapitolu 4 Peanova a Robinso-
nova aritmetika.

Cviceni.
1. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n plati

0%+ 13 4 = > K =-n’(n+1)

0<k<n

2. Dokazte, ze pro kazdé celé ¢islo n, 1 < n, plati



3. Dokazte, ze pro kazdé celé ¢islo n, 4 < n, plati
" > n?
4. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené cislo n plati
6/n* + 11n
Pozndmka: Pro a,b € Z zapis a/b znamena (Jq € Z) b = qa.
5. Fibonacciho ¢isla F,, n € N, jsou definovana nasledovné:
=0 Fi=1 F,=F, 1+ F, opron>2
Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n plati
F, <¢"!

Poznamka: Zde ¢ = %‘?’ Pravdépodobné pouzijete princip silné in-
dukce.

6. Je F2+F2,, vzdy Fibonacciho ¢islem? Odpovéd zdivodnéte. Poznamka:

Toto je uloha pro vyzkumniky. Nejdiive si vytvoite hypotézu.

2.3 Algoritmus déleni: GCD a LCM

2.3.1. Definice. Necht a,b € Z. Rikame, 7e a dé&li b (a je délitelem b, b je
délitelné a, b je nasobkem a), a piSeme a/b, pokud existuje ¢ € Z tak, ze
b = qa.

2.3.2. Poznamka.

1. V&imnéte si, ze pro v8echna a € Z, a/0 (0 = 0 - a). AvSak pouze 0 je
nasobkem ¢isla 0.

2. Varovani: Nezaméiujte symboly a/b a ¢.

2.3.3. Tvrzeni. Necht a,b,c, 3,y € Z. Jestlize a/b a a/c, pak a/Bb+ ~c.

DUKAZ. Sami jako cvieni.
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2.3.4. Vé&ta (algoritmus déleni). Nechl a,b € Z,a > 0. Pak existuji celd
cisla q,r takova, Ze
b=aq+7r, 0<r<a

Cisla q,r jsou urcena jednoznacné.
DUKAZ.

1. Existence: Vyuzijeme rekurzi vzhledem k b.

e 0<0b:
b<a:q=0,r=0>
a<blJe0<b—a<baexistuji ¢,7 € Z,b—a = aq + 1,
0 <7 <a. Polozime g=¢ +1,r=1".

o b <O
a/b:g=2,r=0
=(a/b): Je 0 < —b a existuji ¢, € Z, =b=aqg +1', 0 <1’ < a.

Polozime g = —¢' — 1, r =a — 1.

2. Jednoznacnost:
Necht ¢,r,¢',r" jsou celd ¢isla, b = ag+1r, 0 < r < a, b = a¢ + 1/,
0 <7 <a.Chceme: q=¢, r=1r".
ag+r = aq¢ +1r'
r—r" = aq —aq

r—r" = a(¢d —q)

Vidime, zZe a/r — . Déle,

0 < T < a
0o < 7 < a
0 < T < a
—a < =1 <0
—a < r—1 < a

Ted vime, 7e a/r —r" a —a < r —r’ < a. Z toho plyne, ze r —r' = 0,
r=r'. Déle, ag = aq’, ¢ = ¢

12



2.3.5. P¥iklad. Proa = 3,b=17,jeq=5,7r =2 (17=3-5+2,0 < 2 < 3).

Cislo q se nazyva (netiplny) podil a ¢islo 7 se nazyva zbytek pii déleni
¢isla b ¢islem a (oznaceni: » = b mod a).

2.3.6. Poznamka. Necht a,b € Z,a > 0. Pak
1. a/b—0bmod a

2.0<b<a<=bmoda=0>

2.3.7. Véta. Necht a,b € Z, a # 0 nebo b # 0. Pak existuje jediné d € Z,
d > 0, takove, Ze

1. dfand/b
2. (Vee€Z)c/anc/b= c/d

DUKAZ.

1. Existence:

Polozme
M ={sa+tb| s€ ZNt € ZANsa+thb>0}

Ukazeme, ze M # (). RozlisSime t¥i pripady:

ea>0:Jel-a+0-b=a>0,ae M.

ea=20:Jeb#0. Jestlize b >0,je0-a+1-b=b>0,be M.
Jestlize b < 0,je0-a+(—1)-b=—-b>0, —be M.

ea<0:Je(-1)-a+0-b=—-a>0,—a€ M.

Je tedy M C N, M # 0. Takze existuje d = min M. Je d € M, tudiz
d € Z,d > 0. Dale d =ua + vb pro néjaka u,v € Z.

e d/a: Existuji ¢, € Z, a = dg+r, 0 < r < d. Pfedpoklddejme,
zer #0.Pakr >0,r =a—dq=a— (ua+vb)g=a—uaq —
vbg = (1 — uq)a + (—vq)b, (1 —uq)a + (—vq)b = r > 0. Jelikoz
1 —wuq,—vq € Z, je r € M. Pak d < r, spor. Nutné tedy r = 0,
a = dg, d/a.
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e d/b: Postupujeme obdobné jako v dikazu tvrzeni d/a.
e Bud ¢ € Z, ¢/a, ¢/b. Chceme: ¢/d. Sta¢i si uvédomit, ze d =
ua + vb.
2. Jednoznacnost:
Necht d,e € Z, d > 0, e > 0. Necht
(I) d/and/b
(II) (Ve € Z) c¢/a N c/b = c/d
(III) e/a N e/b
(IV) Ve € Z) ¢c/aNec/b=c/e

Chceme: d = e. Z (I) a (IV) plyne, 7e d/e. Z (III) a (IT) plyne, 7e e/d.
Celkem: d > 0, e > 0, d/e, e/d. Pak d = e (viz cviceni).

2.3.8. Definice. Cislo d z véty 2.3.7 se nazyva nejvétsi spoleény délitel
¢isel a a b; pisSeme d = GCD(a,b).

2.3.9. Dusledek (dukazu). Pro vSechna a,b € Z, a # 0 nebo b # 0,
GCD(a,b) je nejmensi kladnd celociselnd linedrni kombinace ¢isel a, b.

2.3.10. Definice. Nechf a,b jsou celd ¢&sla. Rikdme, Ze ¢isla a a b jsou
nesoudélnd (piseme: a L b), pokud pro vSechna kladnd celd ¢isla d plati:

djand/b=d=1

2.3.11. Poznamka. Necht a, b jsou cela ¢isla, a # 0 nebo b # 0.

1.
al b GCD(a,b)=1

s a b
2. Necht CL/ = GCD—(a,b)’ b/ = m. Pak CL/ 1 b/.

Zdivodnéni: Existuji celd ¢isla u,v tak, ze GCD(a,b) = ua + vb (viz
2.3.9). Pak 1 = ud' +vb" a tedy GCD(a', V') =1,d L.

2.3.12. Poznamka.
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1. Necht a je celé ¢islo, a # 0. Pak GC'D(a,0) = |al.

2. Necht a, b jsou celd ¢isla, a # 0 nebo b # 0. Pak GC'D(a,b) = GCD(]al, |b]).
Staci tedy umét pocitat nejvétsiho spole¢ného délitele pro kladné cela
cisla.

Euklidav algoritmus
VSTUP: a,b € Z*, a > b
Vystup: GCD(a,b)
(a1, a2) «— (a,b)
KONEC: a3 =0
Je-li agy # 0, provedeme iteraci:

a1 =qas+r, qr €Z, 0<r <as

(a1,a2) — (G1,a2), @1 = ag, Gy =7

Jelikoz @y = 0 nebo 0 < @y < ag, vypocet skonc¢i po konecné mnoha
krocich. Béhem vypoctu stile je a; > as.
Necht d € Z. Plati:

dfay Ndfay <= d/as Nd/r
Zduvodnéni:

1. Predpokladejme, ze d/ay Ad/as. Cheeme: d/as Ad/r. Je jasné, ze d/as.
Je r =ay + (—q)as. Protoze d/ay, a d/ay, mame d/r.

2. Predpokladejme, ze d/as Ad/r. Cheeme: d/ay Ad/ay. Je jasné, ze d/as.
Je a1 = qas + r. ProtoZe d/ay a d/r, mame d/a;.
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Tudiz:
GCD(CLl, ag) = GCD(&Q,T) = G’CD(El,EQ)

Priubéh vypoc¢tu mizeme zapsat nasledovneé:

(a,b) — -+ = (a,0)
Je GCD(a,b) = GCD(a,0) = |a| = a (je a > 0),

| GCD(a,b) = o |

2.3.13. Priklad. Pomoci Euklidova algoritmu vypoc¢teme GCD(172,30).
(172,30) — (30,22) = (22,8) = (8,6) = (6,2) — (2,0)

Zavér: GCD(172,30) = 2.

Rozsifeny Euklidtv algoritmus

VsTup: a,b € Z*, a > b

Vystup: GCD(a,b), s,t € Z, GCD(a,b) = sa + tb

<a17a2> — (CL, b)a (p17p2) — (07 1)7 (Q17QQ) < (170)
KONEC: a3 =0

Je-li ay # 0, provedeme iteraci:
a1 =qas+r, qr €Z, 0<r <as
(a1,a2) — (@1,02), @G =az, Gy=r

(p1,p2) = (P1,P2)s PL=Dp2, Dy =p1+aqp2
(Q1’Q2) — (61762)7 ql = q27 62 = CI1 + qQ2

Vime jiz, 7e vypocet skon¢i po koneéné mnoha krocich (viz Euklidtv
algoritmus).
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Dottt +Praz = (p1+qpa)az + por
= P10z + qp2a2 + par
= piag + p2(qaz +7)
= p1az + p2aq
= P20 + pP1a2

Ukazali jsme, ze béhem vypoctu algoritmu stéle plati

D2G1 + PG = paa1 + p1as

G201 + @102 = (q1+qg2)az + gor
= (102 + qQ202 + Qo7
= qaz + q2(qaz + 1)
= 102 + G201
= (201 + q102

Ukézali jsme, Ze béhem vypoctu algoritmu stéle plati

G901 + G102 = G201 + G102

Gob1 — 0P = (@1 + qq2)p2 — q2(p1 + qp2)
= q1p2 + qq2p2 — g2P1 — G24P2
= 1p2 — q2p1

= —(@p1 — ap2)
Ukézali jsme, ze béhem vypoctu algoritmu stéle plati
Q0P — 01P2 = —(q2p1 — @1p2)
Béhem vypoctu se tedy zachovavaji nasledujici invarianty:

1.
D2G1 + PG = p2ay + p1a2
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Go01 + @102 = @201 + 102

oDy — @1P2 = _(QZpl - Q1p2)

Priubéh vypoctu mizeme zapsat nasledovné:

(a,b) 1 ... —, (a,0)
(071) = = (617ﬁ2)
(1,0) = = ()
Vime jiz, ze
| GCD(a,b) = o |

(viz Euklidiv algoritmus).
Invariant 1 dava

Bo-a+p-0 = 1l-a+0-b

foa = a

Invariant 2 dava

Yora+7-0 = 0-a+1-b
Yoor = b

Invariant 3 dava

18



V2br—mp = (0-0-1-1)-(=1)"
Ybr—mnpr = (1)
Yebra—fa = (—1) @
Bi(pa) = n(fa) = (=1)"" -«
Bib—mya = (=1)"".a
(—m)a+ /b = (=1 o
(=)™ (=y)a+ ()" B = (1) (-
(D)™ ma+ (=) By =«
(=)™ m)a+((=1)""" - pi)b = GCD(a,b)

Je tedy

[s=(=D)"-m, t=(=1)"".5 |

2.3.14. Priklad. Aplikujeme rozsiteny Euklidiv algoritmus na vstup a =
172, b = 30.

(172, 30) 1 (30, 22) —>9 (22, 8) —>3 (8, 6) >4 (6, 2) =5 (2, O)

0,1) ~ (1,50 ~ (56) — (6,17) — (17,23) — (23,86)
(L) ~ (0,1) ~ (L) —» (1,3) — (3,4 ~— (4,15
Pomocné vypocty:
172 = 5-30+22
30 = 1-22+8
22 = 2-846
8 = 1-6+2
6 = 3-240

Zéavér: GOD(172,30) = 2, s = —4, t = 23, (—4) - 172+ 23 - 30 = 2.

2.3.15. Véta. Necht a,b,c € 7Z.
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1. a/bcha L b= a/c

2. alcANbfcNa L b= ab/c

DUKAZ.

1. Pfedpoklad: a/bc A a L b. Chceme: a/c. Jelikoz a L b, je a # 0 nebo
b#0aGCD(a,b) =1. Pak existuji u,v € Z tak, ze ua + vb = 1.

ua+vb = 1
(ua+vb)c = 1-c

uac+vbc = ¢

(uc)a + v(be) c

Protoze a/a a a/bc, mame a/c.

2. Predpoklad: a/cAb/cAa L b. Cheeme: ab/c. Je ¢ = bu pro néjaké celé
¢islo u. Takze a/bu, a L b. Pak a/u (viz jiz dokdzanou ¢ast 1). Je tedy
u = av pro néjaké celé ¢islo v. Pak bu = bav, ¢ = abv, ab/c.

2.3.16. Definice. Necht a,b € Z, a > 0, b > 0. Celé ¢islo m, m > 0, se
nazyva nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel a, b, pokud

L. a/mAb/m

2. M €Z)a/lANb/l = m]l
2.3.17. Véta. Necht a,b € Z, a > 0, b > 0. Nejmensi spolecny ndsobek cisel
a, b existuje a je urcen jednoznacné.
DUKAZ.

e Existence: Necht d = GCD(a,b). Polozme m = 2. Jelikoz d/a, je
m € Z. Jelikoz a > 0, b > 0, d > 0, je m > 0. Ukdzeme, ze m je
nejmensi spolecny nasobek ¢isel a, b. Je tfeba ukazat dvé véci:

1. a/m A b/m: Protoie d/a, existuje u € Z, a = du. Pak m = % =

d
b — yb, m = ub, b/m. Obdobné lze ukazat, ze a/m.
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2. (Vl € Z) a/l ANb/l = m/I: Pfedpoklad: a/l A b/l. Chceme: m/I.

Existuji u,v € Z, l = au, | = bv. Jelikoz d/a, existuje a’ € Z,
a = da'. Jelikoz d/b, existuje ' € Z, b = dl/. Pak da'u = db'v,
a'u = b'v. Predpokladejme, Ze o' L b'. Protoze a'/b'v, mame o' /v,
v = a'w pro néjaké w € Z. Je tedy | = bv = ba'w = bjw = %bw =
mw, | = mw, m/l. Zbyva ukazat, 7ze o’ L /. Existuji cela ¢isla
x,y takova, ze d = xa + yb, d = xda’ + ydb', 1 = xa' + yb'. Odtud
jiz plyne, ze @’ 1L V.

e Jednoznacnost: Necht m, n jsou celd ¢isla, m > 0, n > 0. Predpokla-

dejme, 7e

a/mAb/m

.M eZ)a/l Nb]l = m]I

a/nAb/n

.M eZ)a/lNb]/l = n]l

O N

Chceme: m = n. Z 1 a 4 dostavame n/m, n < m. 7 3 a 2 dostavame
m/n, m < n. Celkem tedy n < m, m <n, n=m.

Jednoznacné urceny nejmensi spolec¢ny nasobek kladnych celych cisel a,
b budeme oznacovat LC'M (a, b).

2.3.18. Dusledek (dukazu). Necht a,b € Z, a > 0, b > 0. Pak

LCM(a,b) = G’C‘g—lZ(zb)’ LCM(a,b) - GCD(a,b) = ab

Cviceni.

1. Necht a,b,c, 3,y € Z. Jestlize a/b a a/c, pak a/Bb+ ye. Dokaite.

2. Necht d,e € Z, d > 0, e > 0, d/e, e/d. Pak d = e. Doka7te.
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2.4 Prvodisla

Aditivni struktura kladnych celych ¢isel je pomérné jednoduchd. Kazdé kladné
celé ¢islo n ziskdme z ¢isla 1 (vezmeme n kopii tohoto ¢isla) pomoci n — 1
sCitani:
n=14+1+---4+1
n
ted zabyvat multiplikativnimi stavebnimi kameny kladnych celych ¢isel —
prvocisly.

2.4.1. Definice. Celé ¢islo p, p > 1, je prvodéislo, pokud pro vSechna kladné
cela cisla d plati:
dlp=d=1Vd=p

2.4.2. Poznamka.

1. Cislo 1 mé také vlastnost, ze pro vsechna kladna celd ¢isla d plati
implikace d/1 = d = 1V d = 1. Pfesto v8ak ¢islo 1 neni prvocislo
(neplati 1 > 1).

2. Celé cislo s, s > 1, které neni prvocislo, se nazyva sloZzené cislo.

2.4.3. Tvrzeni. Necht s je celé cislo, s > 1. Pak s je sloZené cislo prdive
tehdy, kdyz s = de pro nejaka celd cisla d, e, 1 <d<s,1<e<s.

DUKAZ.

1. Predpoklad: s je slozené cislo. Cheeme: existuji d,e € Z, s = de, 1 <
d < s, 1 < e < s.Protoze s neni prvocislo, existuje d € Z, d > 0, d/s,
d#1,d# s. Jelikoz d > 0, d/s, je 1 <d < s. Celkem tedy 1 < d < s.
Existuje e € Z, s = de. Protoze d > 0, s > 0, je e > 0. Jelikoz e/s, je
1 <e < s. Stadi jesté vyloucit pripady e = 1 a e = s. Predpokladejme,
ze e = 1. Pak d = s, spor. Piredpokladejme, ze e = s. Pak d = 1, spor.

2. Predpoklad: existuji d,e € Z, s =de, 1 <d < s, 1 < e < s. Chceme: s
je slozené ¢islo. Staci si uvédomit, ze d > 0, d/s, d # 1, d # s. Takze s
neni prvocislo, s je slozené cislo.
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Nyni ukdzeme, Ze prvocisla opravdu jsou multiplikativnimi stavebnimi
kameny mnoziny vSech kladnych celych cisel.

2.4.4. Véta. Necht n je celé cislo, n > 1. Pak n je soucinem jednoho nebo
vice prvocisel.

DUkAz. Necht M je mnozina vSech celych ¢isel vétsich nez jedna, kterd nelze
zapsat ve tvaru soucinu prvocisel. Chceme: M = (). Provedeme dtikaz sporem.
Predpoklddejme tedy, ze M # (). Je M neprézdnd podmnozina mnoZiny N.
Podle principu dobrého usporadani ma mnozina M nejmensi prvek; ozna¢me
jej m. Je m € M, takze m je celé cislo, m > 1, m nelze zapsat ve tvaru
soucinu prvocisel. Specielné tedy m neni prvocislo. Pak m je slozené ¢islo,
m=de,kded € Z,e € Z,1 <d <m, 1 < e<m (viz tvrzeni 2.4.3.). Protoze
d<m,e<m,mamed¢ M, e¢ M. Tedy ¢isla d, e jsou souc¢inem nékolika
prvocisel, d =p1 - pr, €=q1 - q, P1y---5Prsq1,s - - -, @ jSOU prvocisla. Pak

m=de=pi-- prqL- " q

Vidime, ze m lze zapsat ve tvaru soucinu prvocisel. To je ve sporu s tim, ze
m € M.

2.4.5. Poznamka. Piipomenme, ze prazdny soucin je roven ¢islu 1. Takze
také ¢islo 1 je soucinem nékolika prvocisel, a to 0 prvocisel.

Nyni dokazeme klasickou vétu, kterou poprvé dokazal recky matematik
Eukleidés (325 pi.n.l. — 260 pi.n.l.).

2.4.6. Véta. (Eukleidés) Ewxistuje nekonecné mnoho prvocisel.
DUKAzZ. Sporem. Predpokladejme, Ze existuje pouze k prvocisel, kde k € 7Z,

k > 1 (aspon jedno prvocislo existuje, je jim naptiklad ¢islo 2). Tato prvocisla
oznacme py, ..., pg. Polozme

n=pips---pr+1

Cislo n je celé, n > 1. Je tedy n souc¢inem nékolika prvoéisel, jedno z nich
ozna¢me q. TakZe q/n. Protoze ¢ je prvodislo a pq,...,px jsou vSechna pr-
volisla, je ¢ = p; pro néjaké i € {1,... k}. Pak q/pips ... pg. Plati:

l=n+(=1)-p1-pg, q¢/n, q/p1p2- - Dk
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Pak ¢/1, ¢ = 1, spor.

K dispozici mame pomérné efektivni metodu k nalezeni vSech prvocisel
az do jistého predem daného n. Autorem metody je Eratosthenés, ktery se
narodil mezi lety 276 — 272 pi.n.l. v Kyréné a zemftel roku 194 pr.n.l. v
Alexandrii.

Eratosthenovo sito
VsTuP: n € Z, n > 4

V¥STUP: mnozina M vSech prvodisel p takovych, ze p < n

M «+—{2,3,4,...,n}
Pro k =2,3,...,[/n] délej:

Jestlize k € M, pak M < M —{kl|l € Z,k <[}, jinak M < M.
KoNEC.

Necht P je mnozina vSech prvocisel p takovych, ze p < n. Mnozinu M po
skonceni vypoc¢tu ozna¢me M’. Chceme: M’ = P.

Béhem vypoctu se mnozina M sice méni, avSak stale je P C M. Proc?
Je tomu tak na pocatku i po kazdé zméné mnoziny M, protoze cislo ki, kde
kelZ,l €Z,2<k<I, neni prvocislo.

Je tedy také P C M’. Chceme: M’ C P.

Postupujme sporem. Necht m € M', m ¢ P. Je m € {2,3,4,...,n},
m ¢ P, takze m neni prvodislo. Polozme

D={deZ|d>0,d#1,d# m,d/m}

Jelikoz m neni prvodislo, je D # (). Bud k = min D. Existuje [ € Z, kl = m.
Protoze m > 0, k > 0, je | > 0. Jisté I/m, 1 < < m. Predpokladejme, 7Ze
[ = 1. Pak k = m, spor. Nutné tedy [ # 1. Predpokladejme, ze [ = m. Pak
k = 1, spor. Nutné tedy [ # m. Celkem: [ € Z, 1 > 0,1 # 1, 1l # m, l/m.
Tudiz | € D. Pak k£ <. Mame:

2<k<l<m<n

Pak k? < kI, k> <m, k* <n, k <+/n, k < |/n].
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Ukézeme ted, Ze ¢islo k je prvocislo. Pfedpokladejme naopak, Ze ¢islo k
je slozené. Pak existuji celd ¢islae, f, 1 <e < k, 1 < f <k, k =ef. Je
m = kl = efl, takze f/m. Protoze f < k < m, je f # m. Celkem: f € Z,
f>0,f#1, f#m, f/m.Pak f € D, k < f. To je spor. Opravdu tedy k
je prvocislo.

Protoze 2 < k < n, k je prvocislo, je k € P a tedy stile béhem vypoctu je
ke M.V k-tém kroku vypoctu bylo z mnoziny M odstranéno ¢islo kIl = m
(pokud nebylo jiz odstranéno dfive). Pak ovsem m ¢ M, spor.

2.4.7. Priklad. Bud n = 80. Pomoci Eratosthenova sita ur¢ime vSechna
prvocisla p spliujici p < 80.
Je 64 < 80 < 81, takze 8 < /80 < 9, [V/80| = 8.

M « {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21,22, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42, 43,44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61,62, 63,64, 65,66, 67, 68,69, 70,71, 72,73, 74,75, 76,77, 78,79, 80}

k=2:
2 € M, takze M + M —{2l| l € Z,2 < I}, tj.

M + {2,3,5,7,9,11,13,15,17,19,
21,23,25,27,29, 31, 33, 35, 37, 39,
41,43, 45,47, 49,51, 53,55, 57, 59,
61,63,65,67,69,71,73,75,77,79}

k=3:
3€ M, takze M + M —{3l| l € Z,3 < I}, tj.

M « {2,3,57,11,13,17,19,
23,25,29,31,35, 37,
41,43,47,49, 53, 55, 59,
61,65,67,71,73,77,79}

k = 4:
4 ¢ M, takze M « M
k=5:

5€ M, takie M < M — {5l| L € Z,5 < I}, t;.
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M +« {2,3,57,11,13,17,19,
23,29, 31, 37,
41,43,47,49, 53, 59,
61,67,71,73,77,79}

k = 6:
6 ¢ M, takze M « M
k=T:

7€M, takie M «— M — {7l| 1 € Z,7 < I}, 1.

M « {2,3,57,11,13,17,19,
23,29, 31, 37,
41,43, 47,53, 59,
61,67,71,73,79}

k= 8:
8 ¢ M, takze M <+ M.
Zavér: Mnozina vSech prvocisel p takovych, ze p < 80:

{2,3,5,7,11,13,17, 19,23, 29, 31, 37,41, 43, 47, 53, 59, 61,67, 71, 73, 79}

2.4.8. Véta. Necht p je prvocislo, a,b jsou celd cisla. Pak

p/ab = p/aV p/b

DukAz. Predpoklad: p/ab. Chceme: p/a V p/b. Rozlisime dva piipady:
1. p/a: Jsme hotovi.

2. =(p/a): Ukdzeme, ze p L a. Necht d € Z, d > 0, d/a, d/p. Chceme:
d = 1. Protoze p je prvocislo, mame d = 1 nebo d = p. Staci tedy
vyloucit pripad d = p. Predpokladejme naopak, ze d = p. Vime, ze
d/a, takze p/a, spor. Nutné tedy d # p. Celkem: p/ab, p L a. Dle véty
2.3.15. p/b.
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Vime, ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel. Prvni prvocislo oznac¢ime
p1 (takze p; = 2), druhé prvocislo oznacime py (takze ps = 3), tieti prvodislo
oznac¢ime ps (takze ps = 5), atd.

Jiz jsme vidéli (viz vétu 2.4.4.), ze kazdé kladné celé ¢islo lze ziskat z
prvocisel pomoci nasobeni. DokaZzeme ted dokonce, Ze kazdé kladné celé ¢islo
Ize setavit z prvocisel pouze jedinym zptisobem.

2.4.9. Véta (Zakladni véta aritmetiky). Nechl p; < ps < p3 < ... je
soupis vSech prvocisel. KazZdé kladné celé cislo n lze vyjadrit ve tvaru

. a; __ ,a1,.0a2, a3
n—Hp/ =DP1 PP
1<i
kdea;, v =1,2,3,..., jsou nezdpornd celd ¢isla, z nichZ pouze konecné mnoho
2 9 7 9 2 7
je vetsich nez 0. Pritom cisla a; jsou urcena jednoznacneé.

DUKAz. Existence vyjadieni ¢isla n v uvedeném tvaru vyplyva z véty 2.4.4.
Nyni dokédzeme jednoznac¢nost. Necht

n=][r=]]r"

1<i 1<i
kde a;, i = 1,2, 3, ..., jsou nezaporna cela ¢isla, z nichz pouze kone¢né mnoho
je vétsich nez 0, a také b;, i = 1,2,3,..., jsou nezaporna celd ¢isla, z nichz

pouze konec¢né mnoho je vétSich nez 0. Checeme: pro kazdé i € Z, 1 < i, je
a; = bz
Existuje celé ¢islo k, k > 1, takové, ze pro vSechna celd cisla 7, k < 1, je

a; = b; = 0. Mame tedy
n= ] »i'= [] o¥

1<i<k 1<i<k

Zbyva ukazat, ze pro vSechna cela c¢isla i, 1 < i < k, je a; = b;. Postupujme
sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuje celé ¢islo s, 1 < s < k, ay # bs.

Necht napriklad a, < b,.
I » = IJ o

1<i<k 1<i<k
a a; b b;
CAR U A I
1<i<k,i#s 1<i<k,i#s
a; bs—a b;
I » = oo I
1<i<k,i#s 1<i<k,i#s
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Jelikoz by, — ay > 0, mame

p/ ] o

1<i<k,i#s
Z véty 2.4.8. vyplyva, ze ps/p?j pro néjaké j € Z,1 < j <k, j# s. Jsou dvé
moznosti, obé daji spor. Tim bude véta dokizana.

a; = 0: Mame ps/1, p; = 1, spor (ps je totiz prvocislo).

o a; > 0: Z véty 2.4.8. vyplyva, Ze p,/p;. Protoze p; je prvocislo, je ps = 1
nebo py = p;. Piipad p, = 1 dava spor, protoze p, je prvocislo. Piipad
ps = p; dava spor, protoze s # j.

2.4.10. Priklad. Je 2022 = 2 -3 337, 2 = py, 3 = po, 337 = pgs, takze
pron = 2022 mame a; = 1, as = 1, ags = 1, a; = 0 pro i € Z, 1 < 1,

i ¢ {1,2,68)}.

Na zavér této ¢asti dokdzeme znadmé vzorce pro vypocet GC'D(m,n) a
m,n ré jsm i naucili ve § . Jeji raktické pouzivani
LCM(m,n), které jsme se kdysi naucili ve skole. Jejich praktické po a
je vsak zdsadné omezeno tim, ze musime znat prvociselné rozklady cisel m a
n.

2.4.11. Véta. Necht p1 < py < p3 < ... je soupis vsech prvocisel. Necht
m,n jsou kladnd celd cisla,

m=[[p n=]]p"

1<i 1<i
kdea;, 1 =1,2,3,..., jsou nezdpornd celd cisla, z nichZ pouze konecné mnoho
je vétsich nez 0, a také b;, 1 = 1,2,3,..., jsou nezaporna celd cisla, z nichZ

pouze konecné mnoho je vétsich nez 0. Potom

1.
m/n <= a; <b; proi=1,23,...
2.
GCD(m,n) H min{ai,bi}
1<s
3.

LCM(m,n) H max{ai.bi}

1<i
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DUKAZ.

1. e Predpoklad: m/n. Chceme: a; < b; pro i = 1,2,3,.... Existuje
kladné celé &slo s, n =ms. Je s = [[,; P}, kde t;, i =1,2,3,...,
jsou nezaporné celé cisla, z nichz pouze kone¢né mnoho je vétsich

nez 0. Mame
[Ie = 11w 1100

1<e 1<e 1<q
b; _ a;+t;

| |pzz — | |plL %

1< 1<i

Zvolme libovolné celé ¢islo 7, 1 <. Je a; +t; = b;. Ovsem 0 < ¢,
a; < a; +t;, a; < b;.

e Predpoklad: a; < b; proi =1,2,3,.... Chceme: m/n. Uvédomme
si, ze b; —a;, 1 = 1,2,3,..., jsou nezaporna cela ¢isla, z nichz
pouze kone¢né mnoho je vétsich nez 0. Polozme s = [[,., pi ™.
Ziejmé s je kladné celé cislo. Mame -

Hpin _ Hp?z‘+(b7;*ai)

1<i 1<i

b. . a; b._a.
[[» = II# 11/
1<i 1<i 1<i

n = m-s

Vidime, ze m/n.

2. Polozme o)
d — Hp’l;lll’l (li,bi
1<i
Ukazeme, ze d = GC'D(m,n). Jisté d je kladné celé ¢islo. Zbyva ukazat
dveé véci:

e d/mAd/n: Pro kazdé kladné celé ¢islo i je min{a;, b;} < a; a také
min{a;, b;} < b;, takze dle jiz dokdzané ¢asti 1 mame d/m a d/n.
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o Ve €Z)c/mANc/n = c/d: Pfedpokladejme, Ze ¢ je celé &islo,
c¢/m, ¢/n. Cheeme: ¢/d. Jelikoz m # 0, je ¢ # 0. Pak |c¢| > 0,

el =] pt

1<q

pro néjakd nezdporna celd ¢isla ¢;, ¢+ = 1,2,3,..., z nichz pouze
konec¢né mnoho je vétsich nez 0. Protoze |c|/c, mame |c|/m a |c|/n.
Dle jiz dokazané ¢asti 1 plati: t; < a; at; < b, proi=1,2,3,....
Pak ovSem ¢; < min{a;,b;} proi=1,2,3,... atedy |c|/d. Jelikoz
¢/|c|, dostavame c/d, coz jsme chtéli.

o — Hp;nax{ai,bi}

1<i

3. Polozme

Ukézeme, ze e = LC' M (m,n). Jisté e je kladné celé ¢islo. Zbyva ukazat
dvé véci:

e m/e An/e: Pro kazdé kladné celé ¢islo 7 je a; < max{a;,b;} a také

b; < max{a;,b;}, takze dle jiz dokazané ¢asti 1 mame m/e a n/e.

e (VI € Z) m/l An/l = e/l: Predpokladejme, ze [ je celé ¢islo,

m/l, n/l. Chceme: e/l. Pokud | = 0, jsme hotovi (kazdé celé ¢islo
déli nulu). Necht tedy [ # 0. Pak |I| > 0,

| = sz

1<i

pro néjakad nezaporna cela cisla ¢;, ¢ = 1,2,3,..., z nichz pouze
kone¢né mnoho je vétsich nez 0. Protoze /||, mame m/|l| a n/|l|.
Dle jiz dokazané casti 1 plati: a; < t; ab; <t;proi=1,2,3,....
Pak ovSem max{a;,b;} <t; proi=1,2,3,... atedy e/|l|. Jelikoz
|I|/1, dostavame e/l, coz jsme chtéli.

2.4.12. Poznamka. Necht p; < ps < p3 < ... je soupis vSech prvocisel.
Necht m,n jsou kladné cela ¢isla,

m= ][, n=]]n"

1<i 1<i
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kde a;, i = 1,2, 3, ..., jsou nezaporna cela ¢isla, z nichz pouze kone¢né mnoho
je vétsich nez 0, a také b;, © = 1,2,3,..., jsou nezaporna celd ¢isla, z nichz
pouze konetné mnoho je vétsich nez 0. Vime jiz dlouho, ze LCM(m,n) -
GCD(m,n) = mn (viz 2.3.18). Tuto rovnost lze s vyuzitim véty 2.4.11 do-
kazat velmi snadno:

LCM(m,n) - GOD(m,n) = Jprtetd. T ot

1<i 1<i
o max{a;,b; }+min{a;,b; }
= p;

1<i
_ Hp?ri—bi

1<i

a; b;

i

1<i 1<i
= mn

P1i vypoctu jsme pouzili fakt, Ze max{k,(} + min{k,(} = k+1[ pro libovolna
dvé cela ¢isla k, [.

2.4.13. P¥iklad. Necht m = 113366, n = 224455. Pak
m=2-11-5153, n=>5-7-11%-53

m=2".5%. 70111 . 53°. 5153}, n=2.5'.71.11%.53.5153°

a tedy
GCD(m,n) =2°-5%.7°. 11" . 53% . 5153° = 11

LCM(m,n) =2"-5".7".11*. 53" . 5153" = 2313233230

Cviceni.
1. Pomoci Eratosthenova sita najdéte vSechna prvocisla p takova, ze p <

500. Nalezena prvocisla zapiste dle velikosti, od nejmensiho po nejveétsi.

2. Cislo 1111111111111111111 je prvoéislo. DokaZte, Ze pii libovolném
zékladu b pozi¢ni ¢iselné soustavy ¢islo (11...1), mize byt prvocislem
pouze tehdy, pokud obsahuje prvociselny pocet jednicek.
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2.5 Modularni aritmetika

V této ¢asti se budeme zabyvat ”cifernikovou aritmetikou”. Co to je? Cifer-
nikova aritmetika se od klasické lisi v tom, ze pouziva jenom omezeny rozsah
celych c¢isel, ktera muzeme usporadat do kruhu podobné jako na ciferniku
hodin od 1 do 12. Plati zde jiny zptsob poc¢itani. Napiiklad 7 + 8 = 3. Vy-
sledek ziskame tak, ze zacneme u sedmicky, na hodinach se posuneme o osm
mist a skonc¢ime u trojky. Podobné mizeme odcitat i nasobit. Jedna se o
aritmetiku na konec¢nych mnozinach. Stane se napiiklad zakladem pro nase
(kratké) studium kryptografie v ¢asti 2.8.

2.5.1. Definice. Necht m € Z, m > 0 a a,b € Z. Rikdme, Ze a je kongru-
entni s b modulo m, pokud m/a — b, a piSeme a = b (mod m) ¢ pouze
a = b, je-li m zndmo z kontextu.

2.5.2. Tvrzeni. Necht m € Z, m >0 a a,b € Z. Pak

a=0b (mod m)<= amodm =bmodm

DUKAZ.

1. Pfedpoklad: ¢ = b (mod m). Chceme: a mod m = bmod m. Necht
a = mq, + 1, kde ¢1,m € Z, 0 < ri < m. Daéle, necht b = mqgs + ra,
kde go,70 € Z, 0 < 1y < m. Pak a —b = (mq1 +11) — (mga + 12) =
m(q —q2)+(r1—r2). Vime, ze m/a—b. Takze a—b = mk pro néjaké celé
¢islo k. Je tedy m(q1 — q2) + (r1 —ro) = mk, r1 —re = mk —m(q1 — g2)-
Vidime, ze m/ry — ry. Oviem

0 < T < m
0 < T9 < m
0 < 1 < m
—-_m < —T9 < 0
-_m < r1—r9 < m

Ukazali jsme, ze m/ry —re a —m < r; — ry < m. Z toho plyne, ze
ry —re = 0, 11 = 79. Nyni si stac¢i uvédomit, ze a mod m = r; a
b mod m = rs.
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2.

Predpoklad: @ mod m = bmod m. Chceme: a = b (mod m). Necht
a =mqy + 11, kde ¢1,71 € Z, 0 < r; < m. Déle, necht b = mqy + 7o,
kde go,70 € Z, 0 < 19 < m. Pak a —b = (mq1 +11) — (mga + 12) =
m(q —q2)+(r1—rz). Protoze a mod m = r; ab mod m = ro, je r1 = ra,
rn—r2=0,a—b=m(q1 — q2), m/a—b,a=b (mod m).

Relace = se chova podobné, jako relace =.

2.5.3. Véta. Relace = je ekvivalence na mnozZiné 7.

DUKAZ.

1.

Relace = je reflexivni: Necht a € Z. Chceme: a = a (mod m). Chceme
tedy: m/a — a, m/0. To jisté plati.

Relace = je symetricka: Necht a,b € Z, a = b (mod m). Chceme: b = a
(mod m). Vime, ze m/a — b. Proto a — b = km pro néjaké celé ¢islo k.
Pak —(a —b) = —km, b —a = (—k)m, m/b—a, b=a (mod m).

Relace = je tranzitivni. Necht a,b,c € Z, a = b (mod m), b = ¢
(mod m). Chceme: a = ¢ (mod m). Vime, ze m/a — b, m/b — c. Pak
m/(a—b)+ (b—c), m/a—c, a=c (mod m).

Podobnost relace = s relaci = jde jesté dale — rovnosti mizeme sc¢itat a
nasobit a také kongruence mizeme scitat a nasobit. Déle, v rovnosti mizeme
kratit (nikoli v8ak kazdym ¢islem — ¢islo, kterym kratime, musi byt nenulové)
a také v kongruenci mizeme kratit (nikoli vSak kazdym ¢islem — ¢islo, kterym
kratime, musi byt nesoudélné s modulem). To vSe vyslovime a dokdzeme v
nasledujici veteé.

2.5.4. Véta. Necht m € Z, m > 0, a,b,c,d € Z. Plati:

1. a=b (mod m) Ac=d (mod m) = a+c=b+d (mod m)
2. a=b (mod m)Ac=d (mod m) = ac = bd (mod m)
3. ca=cb (mod m)Ac Ll m=a=b (modm)

DUkAzZ.
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1. Predpoklad: a = b (mod m), ¢ = d (mod m). Chceme: a +c=b+d
(mod m). Vime: m/a — b, m/c — d. Pak m/(a — b) + (¢ — d), m/(a +
c)—(b+d),a+c=b+d (mod m).

2. Predpoklad: a = b (mod m), c = d (mod m). Chceme: ac = bd (mod m).
Vime: m/a—b, m/c—d. Je ac—bd = ac—bc+bc—bd = (a—b)c+b(c—d).
Jelikoz m/a — b a m/c — d, dostdavame m/ac — bd, ac = bd (mod m).

3. Predpoklad: ca = ¢b (mod m) a ¢ L m. Chceme: a = b (mod m).
Vime: m/ca — cb, m/c(a—b). Jelikoz m L ¢, dostavame m/a—b, a = b
(mod m).

2.5.5. Véta. Necht mn € Z, m >0, n >0, m L n, a,b € Z. Pak

a=b (modmn)<=a=b (modm) A a=b (mod n)

DUKAZ.

1. Pfedpoklad: a = b (mod mn). Chceme: a = b (modm) A a = b
(mod n). Vime: mn/a—0b. Pak m/a—ban/a—b, takze a = b (mod m)
aa=b (mod n).

2. Predpoklad: @ = b (mod m) A a = b (mod n). Chceme: a = b
(mod mn). Vime: m/a — b, takze a — b = mk pro néjaké celé ¢islo
k. Vime také, ze n/a — b. Dostavame: n/mk. Jelikoz m L n, mame
n/k, k = nl pro néjaké celé ¢islo I. Pak a — b = mk = mnl, mn/a — b,
a=b (mod mn).

Néasledujici véta ma velmi jednoduchy dikaz — udélejte jej jako cviceni.

2.5.6. Véta. Necht m,n € Z, m >0, n >0, a,b € Z. Pak

an =bn (mod mn) <= a=0>b (mod m)

Na zavér této ¢asti jesté zformulujeme jedno jednoduché a ¢asto pouzivané
tvrzeni.
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2.5.7. Tvrzeni. Necht m,a € Z, m > 0. Pak

a=amodm (modm)

DUKAZ. Stadi se odvolat na prvni ¢ast poznamky 2.3.6.
Cviceni.

1. Dokazte vétu 2.5.6.

2.6 ReSeni linearnich kongruenci

V této ¢asti se budeme zabyvat feSenim linedrnich kongruenci az = b (mod m).
Vyslovime nejprve kritérium teSitelnosti linedrnich kongruenci.

2.6.1. Véta. Necht m € Z, m > 0, a,b € Z. Pak linedrni kongruence ax = b
(mod m) md Feseni pravé tehdy, kdyz GCD(a,m)/b.

DUKAZ. Pro stru¢nost polozme d = GCD(a, m).

1. Predpoklad: Kongruence ax = b (mod m) ma feSeni. Chceme: d/b.
Existuje u € Z, au = b (mod m). Pak m/au — b, au — b = mk pro
néjaké celé ¢islo k. Je b = au — mk. Protoze d/a a d/m, mame d/b.

2. Predpoklad: d/b. Chceme: Kongruence ax = b (mod m) méa feSeni.
Jelikoz d/b, je b = kd pro né&jaké celé cislo k. Existuji celd ¢isla s, t
takova, ze sa+tm = d (viz 2.3.9). Pak k(sa+tm) = kd, ksa+ktm = b,
a(ks) —b= (=kt)m, m/a(ks) — b, a(ks) = b (mod m), Vidime, Ze celé
¢islo ks je FeSenim kongruence az = b (mod m).

2.6.2. Poznamka. Druha c¢ast dukazu véty 2.6.1 dava navod, jak najit
jedno FeSeni zo kongruence ax = b (mod m) v prfipadé, kdy d/b (je d =
GCD(a,m)) — najdeme celd ¢isla s,t takovd, ze sa + tm = d (napriklad

rozsitenym Euklidovym algoritmem), a polozime xy = %S.

2.6.3. Véta. Necht m € Z, m > 0, a,b € Z.Necht d = GCD(a,m). Pred-
pokladejme, Ze d/b. Pak linedrni kongruence ax = b (mod m) md piesné d
resent modulo m, a to

x0+k%, k=0,1,....d—1
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kde xy € Z je libovolné teseni kongruence ax = b (mod m).
DUKAZ. Je tfeba dokazat tii véci.

L. a(zo + k%) =0b (mod m) prok=0,1,...,d - 1:
Je a(xg + k%) = axo + Gkm = axy = b (mod m), a(xg + k%) = b
(mod m).

2. =(zo + k% = xo + 1% (mod m)) pro k,l € Z, 0 < k <d, 0 <[ <d,
k #1:
Postupujme sporem. Predpokladejme, ze k,l € Z,0 < k < d,0 <[ < d,
k# 1, xo + k% = xo + 1" (mod m). Pak m/(xo + k%) — (20 +175),
m/k% — 1%, m/(k—1)%, (k—1)% = gm pro né&jaké celé ¢islo ¢q. Pak

(k—)m = gmd, k — | = qd, d/k — 1. Déle

0 < k < d
0 < l < d
0 < k < d
—-d < -l <0
—d < k-1 < d

Celkem d/k — 1, —d<k—1l<datedy k —1 =0, k=1, spor.

3. au=b (mod m) (u € Z) dava u = zo+k"% (mod m) pro néjaké k € Z,
0<k<d:
Predpoklddejme, ze u € Z, au = b (mod m). Je axg = b (mod m).
Tudiz au = axy (mod m), m/au — axg, m/a(u — xg), a(u — xg) = Im
pro néjaké celé ¢islo [. Pak §(u—x¢) = 1%, % /5(u—1x0). Je § L % (viz
2.3.11). Nyni vime toto: § L %, "/%(u — x0). Pak ovSem % /u — x,
u — x9 = s°7 pro néjaké celé ¢islo s. Provedeme déleni se zbytkem:
s=qd+k,qkeZ,0<k <d Dosazenim za s dostaneme u — xy =
(qd+k)% = qm+k%, u—xo—k% = qm, m/u—(vo+kF), u = 2o+ k%
(mod m); pfipomeiime jesté, ze k € Z, 0 < k < d.

Reseni linearni kongruence ax = b (mod m) nyni ukdZeme na dvou kon-
krétnich prikladech.
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2.6.4. Piiklad. Vyfe$ime kongruenci 27x = 1 (mod 47). Je a = 27, b = 1,
m = 47. Rozsitenym Euklidovym algoritmem vypoc¢teme d = GC'D(27,47).

(47, 27) 1 (27, 20) 9 (20, 7) >3 (7, 6) 4 (6, 1) s (17 0)
0.1) = (L1 = (L2) = (25) = (.7 o (7,47)
(1,0) 0,1) — (1,1) — (1,3) — (3,4) — (4,27)

Pomocné vypocty:

47 = 1-27+20
27 = 1-2047
20 = 2-7+6
7 = 1-6+1
6 = 6-1+0

Takie: d = GCD(27,47) = 1, (—4) - 47+ 7- 27 = 1. Vidime, Ze 2o = 7
fesi kongruenci 27x = 1 (mod 47). Dle véty 2.6.3 ma kongrunce 27z = 1
(mod 47) pravé jedno Teseni modulo 47, a to 7.

2.6.5. Priklad. Vyfesime kongruenci 51z = 9 (mod 69). Je a = 51, b = 9,
m = 69. Rozsifenym Euklidovym algoritmem vypocéteme d = GCD(51,69).

(69,51) 51 (51,18) 35 (18,15) >3 (15,3) 54 (3,0)
0,1) - (L) — (1,3) +— (3,4 +— (4,23)
(1,o) —  (0,1) — (1,2) +— (2,3) — (3,17)

Pomocné vypocty:

69 = 1-51+18
50l = 2-18+15
18 = 1-15+3
15 = 5-3+0

Takie: d = GCD(51,69) = 3, 3-69+ (—4)-51 = 3, 969+ (—12) - 51 = 0.
Vidime, Ze zo = —12 Fesf kongruenci 51z = 9 (mod 69). Je 2 = £ = 23
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Dle véty 2.6.3 kongrunce 51z =9 (mod 69) ma presné tii FeSeni modulo 69,
a to
—1240-23, =124+1-23, —12+2-23
tj.
—12,11,34

Dle véty 2.6.3 je xg libovolné feSeni kongruence 51z =9 (mod 69), miizeme
tedy vzit tfeba zy = 11. Pak dostaneme, ze kongruence 51z = 9 (mod 69)
ma presné tii feseni modulo 69, a to

11,34, 57

Uvédomme si pofadné, 7e uvedené vyjadieni "kongruence 51z =9 (mod 69)
ma presné tii feSeni modulo 69, a to 11,34, 57”znamena t¥i véci:

e 51-11=9 (mod 69) A 51-34=9 (mod 69) A 51-57=9 (mod 69)
e —(11 =34 (mod 69)) A =(11 =57 (mod 69)) A —(34 =57 (mod 69))

e (Vu € Z) blu = 9 (mod 69) = u = 11 (mod 69) VvV u = 34
(mod 69) V u =57 (mod 69)

Samoziejmé, obdobny vyznam mé vyjadieni "kongruence 51 =9 (mod 69)
ma presné tii feseni modulo 69, a to —12,11,34”.

Na zavér této casti se jeSté budeme vénovat specidlnim systémim linea-
arnich kongruenci.

2.6.6. Véta (Cinska vé&ta o zbytcich). Necht m; € Z, m; > 0 pro i €
{1,2,...,k}. Necht m; L m; proi,je{1,2,...,k}, 1 # j. Necht a; € Z pro
i€{1,2,...,k}. Polozme M = myimsy---my. Pak systém kongruenci

= a; (mod my)

= ay (mod my)

r = ap (mod my)

mda prave jedno reseni modulo M.

DUKAZ.
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1. Existence: Pro i € {1,2,...,k} polozme M; = my---m;_1m;yq -+ mg.
Bud d kladné celé ¢islo, d/m;, d/M;. Ptedpokladejme, ze d > 1. Pak
existuje prvocislo p, p/d. Pak p/m; a p/M,. Jelikoz p je prvocislo,
p/my - mi_gmyg - - my, existuje j € {1,2,...,k}, j # i, p/m;. Zjistili
jsme, ze p/m; a p/m;, kde i,j € {1,2,...,k}, i # j. To je spor, nebot
m; L m; proi # j. Nutné tedy d = 1 am; L M,;. Pak 1 = sM;+tm; pro
néjaka s,t € Z. Polozme M| = s; je M/M; = 1 (mod m;). Ukazeme,
ze xg = arM{ My + agMiMy + - - - + ap M] M), je TeSeni zadaného sys-
tému kongruenci. Zvolme libovolné i € {1,2,...,k}. Chceme: zy = q;
(mod m;). Je M/M; =1 (mod m;) a tedy a;M/M; = a; (mod m;). Pro
j€A{L,2,...,k}, j # 14, mdme m;/M;, M; =0 (mod m;), a;M;M; =0
(mod m;). Celkem

aiMiM; = 0 (mod m;)

a; M M; y = 0 (modm;)
a;M/M; = a; (modm;)
a'i+1Mz',+1Mi+1

Il
o

(mod m;)

|
o

akM];Mk (mod mk)

Se¢tenim kongruenci dostaneme xy = a; (mod m;). To jsme chtéli.

2. Jednoznac¢nost: Necht x; € Z, xr1 = a; (mod m;) pro v8echna i €
{1,2,...,k}. Chceme: o = x; (mod M). Je zg = x; (mod m;) pro ka-
zdé i € {1,2,...,k}. Piipomenme, ze m; L m; proi,j € {1,2,...,k},
i # j. Aplikaci véty 2.5.5 dostaneme xy = x; (mod myms---my),
o = x1 (mod M).

2.6.7. Pozndmka. Necht m; € Z, m; > 0 pro i € {1,2,...,k}. Necht
m; L m; proi,j € {1,2,...,k}, i # j. Necht a; € Z pro i € {1,2,...,k}.
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Diikaz véty 2.6.6 poskytuje navod, jak najit néjaké feseni systému kongruenci

= a; (mod my)

as (mod my)
r = ap (mod my)

Pro 7 € {]_, 27 ey ]f} poloiime Mz = M- -Mi—1Myjg1 * - - M. Je Mz 1 m;.
Pak uré¢ime celé ¢islo M spliwjici M/M; =1 (mod m;) — napiiklad pomoci
rozsiteného Euklidova algoritmu vypocitame s,t € Z takova, ze sM; +tm; =
1, a polozime M! = s. ReSenim systému kongruenci pak bude &islo

g = alM{Ml -+ CLQMSMQ + 4 akM]ng-

Misto zo mizeme vzit jakékoli celé ¢islo xy spliwjici 21 = z¢ (mod M),
kde M = mymgy---my. Pro¢? Mame M /x; — xy. Pro kazdé i € {1,2,...,k}
pak m;/M, takze m;/x1 — xo, x1 = 29 (mod m;), 1 = a; (mod m;) (je totiz
xo = a; (mod my)).

V&imnéte si, Ze pro vypocet ¢isel M/ (i € {1,2,...,k}) vibec nepotiebu-
jeme znat cisla a;. Jestlize tedy prejdeme k systému kongruenci

= b (mod my)

= by (mod my)
r = by (mod my)

mame ihned k dispozici jeho feseni

by M My + by MMy + - - - + b MM,

2.6.8. Priklad. Vytesime systém kongruenci

= 2 (mod?7)
= 0 (mod9)
2c = 6 (mod 8)
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Nejprve tieti kongruenci upravime dle véty 2.5.6 a dostaneme ekvivalentni
systém

2 (mod 7)
0 (mod 9)
3 (mod 4)

Cisla 7,9, 4 jsou vzajemné nesoudélné, takze dle Cinské véty o zbytcich mé
systém pravé jedno feseni modulo 7 -9 -4 = 252. Pojdme jej uréit (navod
mame v poznamce 2.6.7).

Je M1 =9-4=36, My =7-4=28 Ms=7-9=63.

Nyni je t¥eba urcit ¢isla M;, M, M takova, ze M, -36 = 1 (mod 7),
M} -28=1 (mod 9), M} -63=1 (mod 4). Pak ¢islo

2o =2-M -364+0-M,-28+3-M,-63=2-M -36+3-M,-63

bude fesenim zadaného systému kongruenci.

Vsimnéte si, Ze ¢islo M) nemusime znét.

K uréeni ¢isla M| pouzijeme rozsiteny Euklidiv algoritmus — budeme jej
aplikovat na vstup 36, 7.

(3677) =1 (771) ) (17())
0,1) = (1,5 = (5,36)
(1,0) = (0,1) » (L,7)
Pomocné vypocty:
36 = 5-7+1
7T = T7-140

Zjistili jsme, ze 1 = 1-36 4+ (—5) - 7; vezmeme tedy M| = 1.
K uréeni ¢isla M5 opét pouzijeme rozsiteny Euklidiv algoritmus — tento-
krat jej budeme aplikovat na vstup 63, 4.

(63, 4) 1 (4, 3) o (3, 1) >3 (1, 0)
0,1) ~— (1,15) — (15,16) — (16,31)
(1,0) —  (0,1) (1,1) ~ (1,2)
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Pomocné vypocty:

63 = 15-4+3
1-3+1
3 = 1-3+0

Zjistili jsme, ze 1 = (—1) - 63 + 16 - 4; vezmeme tedy M} = —1.
Nyni
rg=2-1-36+3-(—1)-63=—117

Zavér: Systém kongruenci
(mod 7)

2
0 (mod 9)
6 (mod 8)

20 =

ma teSeni —117, coz je jidiné feSeni modulo 252. Misto ¢isla —117 miizeme
vzit jakékoli celé ¢islo =y spliujici z; = —117 (mod 252), napfiklad 135.

Cviceni.

1. Vyfreste kongruenci
6x=9 (mod 21)

2. Vyfteste kongruenci
10z =5 (mod 21)

3. Vyfteste systém kongruenci

= 3 (mod 11)
= 6 (mod 8)
= 14 (mod 15)
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4. Vyfteste systém kongruenci

(mod 2)
(mod 3)
(mod 4)

Il
= O O

2.7 FEulerova véta

vvvvvv

to za funkci? Defini¢nim oborem funkce ¢ je mnozina vsech kladnych celych
¢isel a pro kladné celé ¢islo n je ¢(n) rovno poctu vsech kladnych celych ¢isel,
kterd jsou mensi nebo rovna n a nesoudélna s n.

2.7.1. Definice. Necht n € Z, n > 0. Pak klademe
on)=HkeZ, 1<k<n ANkLln}=1{k€Z, 0<k<n A k_Ln}
Hodnoty uvedené v nasledujici tabulce si prosim samostatné zkontrolujte.

n‘ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

123456789
@n)‘1122426464104126 § 8 16 6 18

2.7.2. Tvrzeni. Necht p je prvocislo, n je kladné celé c¢islo. Pak

p@") =p" —p"!

DuUKAz. Cela ¢isla soudélnd s ¢islem p™ jsou pravé nasobky prvodisla p. Zde
je soupis viech celych &isel k, 1 < k < p", p/k: 1p,2p,3p, ..., p" - p. Téchto
¢isel je celkem p™~t. Proto ¢(p") = p™ — p" L.

2.7.3. Definice. Funkce f, jejimz defini¢cnim oborem je mnozina vsech klad-
nych celych ¢isel, se nazyva multiplikativni, pokud

(Vm e ZY)(Yn € Z*) m L n=> f(mn) = f(m)f(n)
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2.7.4. Véta. Eulerova ¢ funkce je multiplikationi.

DUKAzZ. Necht m,n € Z, m > 0, n > 0, m L n. Chceme: ¢(mn) =
p(m)p(n).
Polozme
A={keZ; 0<k<m AN kLm},
B={keZ, 0<k<n A kLn},
C={keZ; 0<k<mn A kLmn}.
Je o(m) = |A|, p(n) = |B|, ¢(mn) = |C|. Sestrojime bijekci f : C' —
A x B. Pak bude |C| = |A x B| = |A] - |B| a tedy ¢(mn) = ¢)(m)e(n).
Pro k € C polozme f(k) = (k mod m,k mod n). Nyni je tfeba ukizat
nékolik véel.

o (Vke() f(k) e Ax B:
Necht k € C. Jist¢ kmodm € Z, 0 < kmod m < m, kmodn € Z,
0 < kmodn < n. Zbyva ukazat, ze k mod m L m, kmodn L n.
Ukazeme nejprve, ze k mod m L m. Bud d € Z, d > 0, d/k mod m,
d/m. Checeme: d = 1. Je k = gm + k mod m pro néjaké celé ¢islo
q. Protoze d/m a d/k mod m, mame d/k. Také d/mn. Celkem: d/k,
d/mn. Jelikoz k L mn, dostavame d = 1, coz jsme chtéli. Obdobné se
dokaze, ze k mod n L n.

e f je injekce:
Predpoklad: k,1 € C, f(k) = f(I). Chceme: k = . Je (k mod m, k mod
n) = (Il mod m,l mod n); k mod m = [ mod m davd k = [ (mod m)
(viz 2.5.2), kmod n = [ mod n dévd k = | (mod n). Takze m/k — I,
n/k — 1, m L n. Podle véty 2.3.15 mn/k — [. Déale

0 < k < mn

0 < l < mn

0 < k < mn
-mn < -l < 0
-mn < k-1 < mn

Celkem: —mn < k — 1 < mn, mn/k —1. Proto k—1=0, k = [.

e f je surjekce:
Necht i € A, 7 € B. Hleddame k € C, f(k) = (i,j). UvazZzme systém
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kongruenci

i (mod m)

= j (modn)

Jelikoz m L n, mé podle Cinské véty o zbytcich tento systém néjaké
feseni xg. Polozme k = xqg mod mn. Je xyg = gmn + k pro néjaké q € Z.

Ukazeme, ze k € C. Jiste k € Z, 0 < k < mn. Musime jesté ukazat,
ze k L mn. Budd € Z, d > 0, d/k, d/mn. Chceme: d = 1. Predpo-
kladejme, ze d > 1. Pak existuje prvocislo p, p/d. Pak p/k, p/mn. Je
xy = gmn + k, takze p/xy. Protoze p je prvocislo, p/m nebo p/n. Uva-
7me nejprve, ze p/m. Je xo = i (mod m), takze m/xy — i a tedy také
p/xo—i. Jei = (—1)-(zo—1)+zo a vime také, ze p/xoy—1i, p/xo. Z toho
plyne, Ze p/i. Ovsem také p/m a jelikoz i L m (je i € A), dostavame
spor. Obdobné dostaneme spor v piipadé p/n. Nutné tedy d = 1.

Nyni jesté ukdzeme, 7e f(k) = (i,j). Mame: mn/xzo — k, m/xy — k,
g = k (mod m), takze k = i (mod m), k mod m = i mod m =i (je
0 <i<m). Dale, mn/xq — k, n/xg — k, xo = k (mod n), takze k = j
(mod n), k modn = jmodn =7 (je 0 <j<n). Tudiz k mod m = i,
kmodn = j, f(k) = (k mod m, k mod n) = (i, 7).

Diikaz je hotov.

2.7.5. Tvrzeni. Necht f je multiplikativni funkce, p1,pa,...,pr jSou vzd-
jemné ruznd prvocisla, ni,ng, ..., ng jsou kladna cela cisla. Pak

f'py? - p*) = fO) f052) - f(pi*)

DUKAZ. Staéi si uvédomit, ze pro i,j € {1,2,...,k}, i # j, je pi* L p;’.

2.7.6. T'vrzeni. Necht' py,po, . . ., pr jsou vzajemné riznd prvocisla, ny,ng, ..., ny
jsou kladnd celd ¢isla, n = p{*py? - - - pp*. Pak

np—1 np—1

p(n) = (pi”—pll ) (P —1p’£21)-~-(p’;§’;—pk )
= o= (=5)+ (-5)
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DUKAzZ. Pouzijeme 2.7.2, 2.7.4 a 2.7.5. Déle,

n ny— n ng— ni 1 n 1
(P =P - (o — it o= i (1_p_)"'pkk (1__>

1 Pk

1 1
= pM...p (1 —-—=—1].---([1=-—=
& p’“( pl) ( pk)
1 1
() 08)
y4 Pk

2.7.7. Priklad.

L. ¢(2022) = ¢(2-3-337)=(2—1)-(3—1)-(337—1)=1-2-336 = 672.
Samoziejmé, dilezité je védét, ze ¢isla 2, 3 a 337 jsou prvodisla.

2. Cislo 1971 m& piesné dva prvociselné délitele, a to 3 a 73. Takze
©(1971) = 1971 - (1 — %) . (1 — %) =1971- 2. % = 1296.

3

Nyni se konec¢né dostavame k vété, podle které se jmenuje tato kapitola,
tedy k vété Eulerové. Je to zakladni véta teorie ¢isel a ma fadu aplikaci,
napiiklad v kryptografii — jak brzy uvidime.

2.7.8. Véta (Eulerova véta). Necht n,a € Z, n >0, a L n. Pak

a?™ =1 (mod n)

DUkAzZ. Bud A={k€Z; 0<k<n A kLn} Jepn) =|Al. Polozme

on) =1, A={ay,as,...,a;}.

Proi=1,2,...,lje q;a=mnqg; +r;, qi,r; € Z,0 < r; <n.

e Proi=1,2,...0ljer; Ln:
Budd € Z,d > 0,d/r;, d/n. Chceme: d = 1. Pfedpokladejme, ze d > 1.
Pak existuje prvocislo p, p/d. Pak p/r;, p/n. Z toho plyne, 7ze p/a;a.
Protoze p je prvocislo, mame p/a; V p/a. Obé moznosti daji spor. To
bude znamenat, ze nutné d = 1. Pokud p/a;, mame p/a;, p/n, spor
(pfipomenme, Ze a; L n, jelikoz a; € A). Pokud p/a, mame p/a, p/n,
spor (pfipomenme, ze a L n).
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e Proi,je{1,2,...,l}, i #j, jer; #ry
Predpokladejme, Ze r; = r;. Pak

a;a —ng; = aja — nqj
a;a — aja = ng; — TL(]j
(a; —aj)a = n(q — g;)
(a; —aj)a = 0 (mod n)

Protoze a L n, dostavame a; — a; =0 (mod n), n/a; — a;.

0 < a; < n
0 < a; < n
0 < a; < n
-n < —a; < 0
-n < g —a; < N

Celkem: n/a; — aj, —n < a; — a; < n. Takze a; — a; = 0, a; = a;, spor,
protoze ,j € {1,2,...,1}, i # j. Nutné tedy r; # r;.

Méme: 0 <7, <nproit=1,2,....[,r; Lnproi=1,2,...,1, r; # r; pro

i,7€{1,2,...,1l}, 1 # j. Z toho plyne, 7e {ry,re,...,r} = A.
Je a;a =7r; (mod n) proi=1,2,...,1 (protoZe a;a — r; = ng;). Pak

aras - - aqgat = riry oy (mod n)
Polozme b = ajay - -a; = riry - - - 1. Pak
ba'! =b  (mod n)

Ukézeme, ze b L n. Bud d € Z, d > 0, d/b, d/n. Chceme: d = 1. Pfedpo-
kladejme, Ze d > 1. Pak existuje prvocislo p, p/d. Pak p/b, p/n. Protoze p/b
a p je prvodislo, existuje i € {1,2,...,l}, p/a;. Takze p/a; p/n. To je spor,
jelikoz a; L n. Nutné tedy d = 1.

Mame: ba' = b (mod n), b L n. Z toho plyne, 7e a' = 1 (mod n), a?™ =
1 (mod n). Dikaz je hotov.

2.7.9. Duisledek (Mala Fermatova véta). Necht p je prvocislo, a € Z.
Pak

a’? =a (mod p)
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Pokud navic —(p/a), pak

a?'=1 (mod p)

DUKAZ. Rozlisime dva piipady.

L. p/a:

Je a? —a = a(a?~! — 1), a/a? — a. Protoze p/a, dostdvdme p/a’ — a,
a? = a (mod p).

2. ~(p/a):

Je a L p a dle Eulerovy véty a?® =1 (mod p). Je ¢(p) = p— 1, tak’e
a'=1 (mod p). Pak a-a” ' =a-1 (mod p), a® = a (mod p).

Malou Fermatovu vétu lze také dokédzat indukei — zkuste to!

Pted nésledujicim piikladem bude vhodné zformulovat algoritmus umo-
chovani. Vyuzijeme jej také pozdéji, naptiklad v casti 2.8.
Chceme-li spoéitat napiiklad z'%°, mfizeme samoziejmé postupné pocitat

x, 22,23, 2%, 25, ... a po 99 ndsobenich dostaneme vysledek. MiZeme ale

postupovat efektivndji a postupné spoéitat z, 22, 23, 25, 212, 224, 2%, 2% 210,

Nyni jsme potifebovali pouze 8 nasobeni.
Algoritmus umocnovani (rekurzivni)

Vstup: = (prvek algebraické struktury s asociativnim nasobenim), n € Z,
n>1

VYsTUP: 2"

e pron > 1:

n

o1\ 2
" = (175)2 pokud n je sudé, z" = (xT1> - x pokud n je liché
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Spravnost algoritmu je ziejma.
Ozna¢me T'(n) pocet nasobeni pii vypoctu z”. Ukdzeme ted, ze

T(n) <2|lgn|

Postupujme indukei. Je T'(1) =0, 2|lg1] = 2|0] =2 -0 = 0. Predpokla-
dejme déle, 7e n > 1. Potom méame dvé moznosti:

L. njesudé: Je T'(n) = T(5)+1 < 2[lgg] +1 = 2[lgn—-1] +1 =
2(lgn| —1)+1=2[lgn| —2+1=2[lgn| —1 < 2|lgn|.

2llg(n—1)—1]+2 =

22— 2[lg(n— 1)) < 2[lgn).

2. njeliché: Je T'(n) = T(%52)+2 < 2|lg %51 | +2
2(lgln—1)] —1)+2=2|lgln—1)] —24+2 =

2.7.10. Pi#iklad. Uréime posledni dvojéisli ¢isel 72962, 72962 5 62962 Nejprve
si uvédomme, ze posledni dvojcisli kladného celého ¢isla n je rovno zbytku
po déleni ¢isla n ¢islem 100, tj. je rovno ¢islu n mod 100.

1. Zabyvejme se ted ¢islem 72992, Je 7 L 100, takZe dle Eulerovy véty je
7¢100) = 1 (mod 100). Cislo 100 mé piesné dva prvociselné délitele, a
to 2 a 5, tudiz ¢(100) =100 - (1 —3) - (1 — %) =100- 3 - 2 = 40 (pii
vipoctu jsme pouzili tvrzeni 2.7.6). Je tedy 7% = 1 (mod 100). Dale,
2062 =74-40+2 a

72062 — 77042 _ (710)T4 72 = 1T 72 = 72 = 49 (mod 100)

Tedy 7292 = 49 (mod 100), 72%2 mod 100 = 49 mod 100, 72%2 mod
100 = 49.

Zavér: posledni dvojéisli ¢isla 72962

je rovno 49.
2. Ztejmé 2962! = 40 - k pro néjaké kladné celé ¢islo k, takze
T = 70k — (7 =1 =1 (mod 100)

Tedy 726" =1 (mod 100), 72%?' mod 100 = 1.

T4 ’ 4 s w7 | .
Zavér: posledni dvojéisli &sla 72962 je rovno 01.

3. Zbyva nam urcit posledni dvojéisli ¢isla 62992, Jelikoz —(6 L 100),
nemiizeme postupovat obdobné jako v predchozich dvou pripadech.
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Ovsem 62962 — 22962 . 32962

véty 37 =1 (mod 100) a

, pricemz 3 L 100, takze opét dle Eulerovy

32062 _ gT440+2 _ (340)74 . 32 — 17432 _ 32— 9 (mod 100)

Je tedy 3292 =9 (mod 100). Jesté¢ se musime vyporadat s 2292, Tady
jiz nemtzeme pouzit Eulerovu vétu.

22962 — (21481)2
olasl  _ (2740)2 2
2740 — (237())2
9370 _ (2185>2
9185 (292)2 .9
292 — (246)2
946 _ (223)2
923 _ (211)2 )
DL (25)2 .9
95 _ (22)2 .9
22 — (21)2
2! = 2

20



Je tedy

2! = 02 (mod 100)
22 = 04 (mod 100)
2° = 32 (mod 100)
21 = 48 (mod 100)
2% = 08 (mod 100)
26 = 64 (mod 100)
22 = 96 (mod 100)
2% = 32 (mod 100)
2370 = 24 (mod 100)
20 = 76 (mod 100)
2148 = 52 (mod 100)
2292 = 04 (mod 100)

Méme 2292 = 4 (mod 100), 32962.229%2 = 9.4 = 36 (mod 100), 629 =
36 (mod 100), 62962 mod 100 = 36.

Zaver: posledni dvojéisli ¢isla 62992 je rovno 36.

Cviceni.

1. Jestlize f je nekonstantni multiplikativni funkce, pak f(1) = 1. Doka-
Zte.

2. Celé cislo se nazyva bezcétvercové, pokud neni délitelné druhou moc-
ninou zadného celého ¢isla vétsiho nez 1. Pro n € Z, n > 0, polozme
f(n) = 1 pokud n je bezétvercové, f(n) = 0 pokud n neni bezétvercové.
Dokazte, ze funkce f je multiplikativni.

3. Vypoctéte p(15!).
4. Dokazte Malou Fermatovu vétu pro p = 2.

5. Dokazte Malou Fermatovu vétu indukci. Rada: pouzijte binomickou
vétu.
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2.8 Kryptografie s verejnym klicem
2.8.1 RSA kryptosystém

Zakladni idea kryptosystému s verejnym klicem, ktery navrhli Rivest, Shamir
a Adleman (1978), je velmi jednoduché:

je snadné vynasobit dvé velkd prvocisla p a ¢, ale zda se, ze je velmi
obtizné najit p, q, pokud je dan pouze jejich soucin n = pg a n je velké.

Navrh kryptosystému RSA

Zvolime dvé velka prvocisla p, q, p # ¢, polozime

n=pq, ¢(n)=(p—1)¢—-1)
kde ¢ je Eulerova funkce.
Zvolime velké celé ¢islo d, 0 < d < ¢(n), a celé ¢islo e, 0 < e < p(n), tak,

v

ed=1 (mod ¢(n))

(pozdéji se zminime o tom, jak to udélat).
Pak

n (modul), e (Sifrovaci exponent)
tvoii verejny kli¢ a
P, q, d (desifrovaci exponent)
tvoii soukromy kli€.
Zasifrovani:
Abychom ziskali Sifrovy text ¢, zpravu w € Z, 0 < w < n, zaSifrujeme

jako
c=w®modn

Desifrovani:
w = ¢ modn
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Detaily a spravnost: Zpravu nejprve zakdédujeme jako slovo nad abe-
cedou {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, pak rozdélime do blokid délky i, kde ¢ € Z,
10° < n < 10771, Kazdy blok pak bereme jako celé ¢islo (je mensi nez 10 < n)
a zaSifrujeme ho moduldrnim umociovanim (viz vyse).

Spravnost desifrovani vyplyva z nasledujici véty:

2.8.1. Véta. Necht p,q jsou prvocisla, p # q, n = pq, d,e jsou celd cisla,
0<d<ephn),0<e<ephn),e=1(modehn)), weZ 0<w<n,
¢ = w® mod n. Pak w = ¢ mod n.

DUKAzZ. Vime, ze ¢(n)/ed — 1, takze existuje j € Z, ed — 1 = jp(n), ed =
1+ jp(n). Protoze e > 0, d > 0, je ed > 0, ed — 1 > 0. Takze jp(n) > 0,
j >0 (e w(n) > 0).

Je w® = w®mod n (mod n) (viz 2.5.7), w® = ¢ (mod n), (w
(mod n), w* = ¢? (mod n). Rozligime ¢tyti pifpady:

L. =(p/w), ~(q/w):

Je w L n a dle Eulerovy véty w?™ =1 (mod n). Pak

d

= ¢

w = M = (wP™Y =w -1 =w  (mod n)

Je tedy w* = w (mod n), ¢ =w (mod n), ¢

(je 0 <w < n), w = c? mod n.

2. p/w,~(q/w):
Protoze p/w, mdme p/w*? —w, w* = w (mod p). Dle Malé Fermatovy
véty w?! =1 (mod ¢q). Pak (w?)?~! = 177! (mod ¢), w®~ D=1 =1
(mod ¢q), w?™ =1 (mod q), takze

4 modn=wmodn=w

w =w- (™Y =w-1 =w (mod q)

Ukézali jsme, 7e w* = w (mod q). Méme: w® = ( od p), w* = w
(mod q). ProtoZe p # q, p, q jsou prvoéisla, je p L ¢, w* = w (mod Pq)
(viz 2.5.5). Je pg = n, tudiz w* = w (mod n), ¢¢ = w (mod n),

d d

c¢*modn=wmodn=w, w=_c

3. (p/w), qfw:
Postupujeme obdobné jako v ptipadu 2.

mod n.
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4. p/w,q/w:

Pak pg/w, njw. Jelikoz 0 < w < n, je w = 0. Pak ¢ = 0° (mod n),
¢ =0 (mod n), ¢ = 0. Chceme tedy ukéazat, ze 0 = 0¢ (mod n). To
jisté plati, protoze 0% = 0.

Nasledujici pfiklad je prevzat z knihy [6] (Example 8.3.15, strana 485).

2.8.2. Piiklad. Zvolme p = 41 a ¢ = 61. Pak n = 2501 a ¢(n) = 2400.
Dale zvolme d = 2087, e = 23. Je ed = 48001 = 20 - 2400 + 1, takze ed =
1 (mod ¢(n)). Dejme tomu, Ze chceme zaSifrovat zpravu "KARLSRUHE”.
Nejprve reprezentujeme pismena c¢islem jejich pozice v abecedé:

AB CDU ET F G H I J KL M
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
N OP Q R S T UV W X Y 7Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Zpravu zakdédujeme jako

100017111817200704

Jelikoz 103 < n < 10*, zpravu rozdélime do bloki délky 3 a dostaneme

100 017 111 817 200 704

Abychom zpravu zasifrovali, musime vypoéitat 1002 mod 2501, 17?2 mod
2501, 11122 mod 2501, 81723 mod 2501, 200%* mod 2501, 704* mod 2501.
Vyuzijeme rekurzivni algoritmus umocnovani:

2B = ()22

2= (2?2
R

22 = (21)?

2t = o
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100"
1002
100°
100!
100%

17
172
17°
1711
1723

111t
1112
111°
111
111%

817
8172
817°
817!
817

100 (mod 2501)
2497  (mod 2501)
1600 (mod 2501)
141 (mod 2501)
2306  (mod 2501)

17 (mod 2501)
289  (mod 2501)
1790 (mod 2501)
421 (mod 2501)
1893  (mod 2501)

111 (mod 2501)
2317 (mod 2501)
1514 (mod 2501)
2024 (mod 2501)
621 (mod 2501)

817 (mod 2501)
2223 (mod 2501)
782 (mod 2501)
342 (mod 2501)
1380 (mod 2501)
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200" = 200 (mod 2501)

2002 = 2485
200° = 1180
200t = 1153

(mod 2501)
(mod 2501)
(mod 2501)

200% = 490 (mod 2501)

704" = 704 (mod 2501)
704> = 418 (mod 2501)

704° = 1514

(mod 2501)

704" = 760 (mod 2501)
704* = 313 (mod 2501)

Vypocitali jsme tedy, ze

a mame Sifrovy text

100%* mod 2501

17 mod 2501
1113 mod 2501
817* mod 2501
200%* mod 2501
704 mod 2501

2306
1893
621
1380
490
313

2306 1893 621 1380 490 313

Abychom zpravu desifrovali, musime vypocitat
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2306%°%" mod 2501 = 100
18932%7 mod 2501 = 17
621297 mod 2501 = 111

atd.
Opét jsme vyuzili rekurzivni algoritmus umochovani:

28T = (1082
P1048 = (g521)2
P = (22602
260 _  (p130y2
2130 = (£95)2
25 = (%22
2 = (y16)2
16— (48)2
2 = (ah)?
2t = (2?)?
2t = (21)?
't =z
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2306
23062
2306*
23068
23066
23062
2306%
230630
2306260
2306°2!
23061043
23062087

1893!
18932
1893%
18938
189316
189332
1893%°
1893130
1893260
189352
18931043
18932087

2306 (mod 2501)
510 (mod 2501)
2497  (mod 2501)
16 (mod 2501)
256 (mod 2501)
510 (mod 2501)
780 (mod 2501)
657 (mod 2501)
1477 (mod 2501)
1937  (mod 2501)
1082 (mod 2501)
100 (mod 2501)

1893 (mod 2501)
2017 (mod 2501)
1663  (mod 2501)
1964 (mod 2501)

754 (mod 2501)
789 (mod 2501)
1069 (mod 2501)
2305 (mod 2501)
901 (mod 2501)
2344 (mod 2501)
1901 (mod 2501)
17 (mod 2501)
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621' = 621 (mod 2501)
6217 487 (mod 2501)
621* = 2075 (mod 2501)

621° = 1404 (mod 2501)
621 = 428 (mod 2501)
621° = 611 (mod 2501)
621%° = 2146 (mod 2501)

621 = 975 (mod 2501)

621%° = 245 (mod 2501)
621°% = 621 (mod 2501)
621'°% = 2307 (mod 2501)

62177 = 111 (mod 2501)

Cviceni.

1. Vezméme p = 17, ¢ = 23. Dostaneme n = 391, ¢(n) = 352. Necht
e =29 ad=85. Zprava 100, 017, 111, 817, 200, 704 je zasifrovana jako
104, 204, 314, 154, 064, 295. Po degifrovan{ jsme dostali 100, 017, 111,
035, 200, 313. Kde je problém?

2. Uvazme RSA kryptosystém s p =47, ¢q=71 ae="79.

e Vypoctéte d.

e Zasifrujte zpravu "THE TRUTH IS MORE CERTAIN THAN
PROBABLE”. Pismena reprezentujte ¢islem jejich pozice v abe-
cedé (tak jako v piikladu 2.8.2), mezery ignorujte.

e Desifrujte

3301 13963 2120 1789 1701 2639 895 1150 742 1633 1572 1550
2668 2375 1643 108
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2.8.2 Analyza kryptosystému RSA

Pojdme si nyni popovidat o nékolika predpokladech, které jsou zdsadni pro
navrh RSA kryptosystému.
Prvnim predpokladem je, Ze umime snadno nachézet velkd prvocisla.
Existuje nékolik rychlych pravdépodobnostnich test prvociselnosti. Je-
den si ted ukazeme. Bude to prekvapivé jednoduché procedura.

Algoritmus P (Pravdépodobnostni test prvociselnosti)

Je-1i déno liché celé ¢islo n, n > 1, pokusi se tento algoritmus rozhodnout,
jestli je m prvoc¢islem nebo ne. Necht tedy n = 1 4 2¥r, kde k je kladné celé
¢islo a r je liché kladné celé ¢islo.

P1. [Vygenerovani x.] Necht x je ndhodné celé ¢islo, 1 < x < n.

P2. [Umocnéni.] Pfifadte j < 0 a y < 2" mod n. (K vypoctu 2" mod n
muzeme vyuzit rekurzivni algoritmus umocnovani.)

P3. [Hotovo?] (Nyni je y = 2% mod n.) Je-li y = n — 1, nebo je-li y = 1
a j = 0, algoritmus kon¢i a oznami "n je pravdépodobné prvocislem”.
Je-liy=1aj >0, jdéte na P5.

P4. [Zvétseni j.] Zvétsete j o 1. Je-li j < k, piitadte y < y*> mod n a vratte
se na P3.

P5. [Neni prvodcislo.] Vypocet ukoncete a oznamte, ze "n rozhodné neni pr-
vocislem”.

Reknéme si ted, na jaké myglence je zaloZen algoritmus P. Ptedpokla-
dejme, ze 2" mod n # 1 a n = 1+ 2Fr je prvocislo. Pak posloupnost

2 4 2

. k
" modn, " modn, z°" modn,...,xz° " modn

kon¢i ¢islem 1 a hodnota tésné pred prvnim vyskytem 1 bude n — 1. Proc¢?

e Protoze 1 < z < n, mame —(n/z) a dle Malé Fermatovy véty (2.7.9)
21 =1 (mod n), 22" mod n = 1.

e Budjcelédislo,1 < j <k, 22" modn =1, 22" mod n # 1 pro viechna
celd ¢isla i, 0 < 7 < j. Chceme ukézat, ze 2 " modn = n — 1.
Polozme y = 22 7. Je y? = %7, y modn = 1, 42 = 1 (mod n),
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n/y*—1,n/(y —1)(y + 1). ProtoZe n je prvocislo, mame n/y — 1 nebo
n/y+ 1. Pfedpokladejme, 7e n/y—1. Pak y =1 (mod n), y mod n = 1,
2i—1

z® " modn = 1, spor. Nutné tedy n/y + 1, Pak y = —1 (mod n),
ymodn=—-1lmodn=n—1,22 "modn=n—1.

Lze dokazat nasledujici zakladni fakt:

Necht p, je pravdépodobnost, s niz se Algoritmus P pfi svém odhadu
myli, pokud n je liché celé ¢islo, n > 1. Pak pro vSechna n je p, < }1.

My to zde dokazovat nebudeme, o diikazu si miizete precist v [8], kapitola
4.5.4, cviCeni 22.

Podstatné je, ze pravdépodobnost netispéchu je ohrani¢ena nezavisle na
hodnoté n.

Uvazujme nyni, ze algoritmus P spustime opakované a ze pri kazdém
vstupu do kroku P1 zvolime z nezavisle a ndhodné. Pokud algoritmus byt
jednou oznami, Zze n neni prvodislem, je tato odpovéd naprosto jista. Jest-
lize ale tfeba desetkrat po sobé odpovi, ze n je pravdépodobné prvocislem,
muzeme fici, Ze je témér jisté prvocislem. Pravdépodobnost, ze algoritmus
da nespravnou odpovéd v 10 po sobé jdoucich pripadech, je totiz mensi nez
(0" = wssme-

Nyni mizeme najit k-ciferné prvocislo metodou postupné volby. Vytvorime
ndhodné k-ciferné liché celé ¢islo a testem prvociselnosti zjistime, zda je pr-
vocislem. Pokud ne, vytvorime dalsi ndhodné k-ciferné liché celé ¢islo, atd.
Pokusme se urc¢it pramérny pocet voleb potfebny k nalezeni k-ciferného pr-
vocisla.

Pocet vSech k-cifernych lichych celych &sel je roven 1(10F — 10F71) =
% - 10%71. Jesté by to chtélo znat, aspon piiblizné, pocet vech k-cifernych
prvocisel. K tomu vyuzijeme klasicky vysledek teorie ¢isel, tzv. Prvociselnou
vétu.

Pro redlné ¢islo x ozna¢me 7(x) pocet v8ech prvocisel mensich nebo rov-
nych ¢islu z. TakZe napiiklad 7(20) = 8, protoZe existuje pravé 8 prvocisel
mensich nebo rovnych dvaceti, totiz 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Pfipomenme
jesté, ze pro funkce f(x), g(x) zépis f(x) ~ g(x) znamend lim, ., % =1
Prvociselna véta

m(x) ~ —
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Pocet vsech k-cifernych prvoéisel je tedy m(10%)—7(10*71) a to je p¥iblizné
rovno
10 10+ 10 10+
In10% Inl10%!' — kInl0 (k—1)In10

(k — 1)10F — k104!
k(k—1)In10

1051 ((k — 1)10 — k)
Kk —1)In10

105-1(9k — 10)

Kk —1)In10

Primérny pocet voleb potiebny k nalezeni k-ciferného prvocisla je tedy roven

7-10°" 9.10F (k- 1)In10  9k(k —1)In10
10871(0k-10) 9. 10F1(9k —10) 18k —20
k(k—1)In10

Napriklad primérny pocet voleb potifebny k nalezeni padesaticiferného pr-
vocisla je
9-50-(50—1)In10 5g
18-50—20
Dalgi otazkou je, jak ziskdme celd ¢isla d, e, 0 < d < p(n), 0 < e < p(n)
(navic, d by mélo byt velké), takova, ze

ed=1 (mod ¢(n))

Zvolime velké celé ¢islo d, 0 < d < ¢(n). Piejeme si, aby d L ¢(n).
Abychom provérili, zda d L p(n), pouzijeme rozsifeny Euklidiv algorit-
mus. Pokud GCD(¢(n),d) # 1, zvolime jiné d. Pokud GCD(¢(n),d) = 1,
rozgiteny Euklidiv algoritmus ndm také dal celd &isla s, t, sp(n) + td = 1.
Je td = 1 (mod ¢(n)). Polozme e = t mod p(n). Je 0 < e < p(n). Déle
t =tmod p(n) (mod p(n)), t =e (mod ¢(n)), td = ed (mod ¢(n)), 1 = ed
(mod ¢(n)). Zbyva si uvédomit, ze e # 0. Pfedpokladejme naopak, ze e = 0.
Pak t mod ¢(n) =0, p(n)/t a tedy ¢(n)/1. To je vSak spor, protoze ¢(n) =
(p—1)(¢ — 1) > 1 (uvédomme si, Ze p,q jsou velkd prvocisla). Nutné tedy
e # 0.

Je prirozené se ptat, jak je obtizné najit velké celé ¢islo d, 0 < d <
o(n), d L p(n). Z nasledujici véty vyplyva, ze je to pomérné jednoduché.
Pravdépodobnost jevu A ozna¢ime Pr(A).

62



2.8.3. Véta. Necht u a v jsou nahodné zvolend kladna celd cisla. Pak
6

Pr(ulv)=—

(0

DUKAZ. Poznamenejme hned na pocatku, Ze tento diikaz nebude diikaz,
ale pouze heuristické zdivodnéni. S tim se nyni spokojime. Predpokladejme
(bez diikazu) existenci pravdépodobnosti P jevu, Ze u L v. Mame ukazat, 7e
P=5

Necht n je kladné celé ¢islo. Oznacme p,, pocet vSech usporadanych dvojic
(k,1) € Z X Z takovych, 7ze 1 <k <n,1<1<n,k LI Je

P = hm&

n—oo ’n,2

Bud d kladné celé ¢islo. Ozna¢me P; pravdépodobnost toho, Ze pro né-
hodné zvolend kladna celd ¢isla x a y je GCD(z,y) = d. Polozme

Apg={(s,t) €eZxZ|1<s<mnd, 1 <t<nd, GCD(s,t)=d}
Je

OvSem
Apg = {(kd1d)| (k,)) €EZxZ, 1<k<mn, 1<1<n, kLI}
Je tedy |And| = Dn,

pn 1 . pp 1 P
i L A R
Nyni mame
P+P+P+P+... =1
P P P P
ﬁ+22+32+_+ = 1
1 1
P <12+22+—+—+ ) =1
2
p. T _
6
6
P == %
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PovSimnéme si, ze % = 0,6079.... Pro ndhodné zvolena kladna cela ¢isla
ua v je tedy Pr(u L v) =61%. Velké celé ¢islo d, 0 < d < ¢(n), d L ¢(n),
mizeme hledat metodou postupné volby. Cislo d zvolime nahodné a Eukli-
dovym algoritmem zjistime, zda je nesoudélné s ¢(n). Pokud ne, ndhodné
zvolime dalsi d, atd.

2.8.4. Poznamka. V dikazu véty 2.8.3 hrél dilezitou roli fakt, ze

1 1 1 1 w2
TRt ET TG
Radu pifevracenych hodnot ¢tverctt kladnych celych &sel poprvé secetl Euler
v roce 1734. V knize [2] v kapitole 8 najdete t¥i elegantni a chytré dikazy
uvedené rovnosti (t¥eti z dikazi je zcela elementarni). Knihu doporucuji
vSem, kterl maji radi skvélé napady a chytré postiehy.

Nyni se zda, ze navrhnout RSA kryptosystém je zcela jednoduché. Ve
skutecnosti to vSak uplné jednoduché neni. Aby byl navrzeny kryptosystém
dostatecné bezpecny, ¢isla p, ¢, d a e musi byt zvolena peclivé - tak, aby byly
splnény rizné podminky, naptiklad

1. Zminili jsme jiz nékolikrat, ze ¢islo d ma byt velké. Pro¢? Jinak by se
totiz deSifrovani dalo provést vyzkousenim vSech malych d. Lze ukazat,
7e malé e by také mohlo byt bezpec¢nostnim rizikem.

2. Rozdil |p — q| by nemél byt p¥ilis maly. Pro¢? Piedpokladejme, 7e ¢islo
|p — q| je malé a tfeba p > ¢. Pak &islo Z% je jen o malo vétsi nez \/n,
jelikoz (Z4)? — n = (E52)2. Uvédomme si, ze ¢sla 222 a 222 jsou celd,
jelikoZ p a ¢ jsou licha celd ¢isla (jsou to velkd prvocisla). Testujeme
postupné celd ¢isla z vétsi nez y/n tak dlouho, az 2* — n je ¢tvercem
néjakého kladného celého cisla y. Do testovani lze zapojit modularni
aritmetiku, napiiklad musi byt (22 —n) mod 5 € {0, 1,4}. Protoze ¢&islo
lp — q| je malé, najdeme ¢isla z a y "brzy”. Pak bude 2> — n = 32,
> —yt=n, (r+ylr—y)=np=x+vy, q=1x—y (v pripadé
x —y =1 zvétsime = o 1 a pokracujeme dale). V podstaté se jednd o
Fermatovu metodu hledani prvociselného rozkladu - viz kapitolu 4.5.4
v knize [8].
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Miize se zdat, ze znalost verejného klice, tj. znalost ¢isel n a e, je posta-
¢ujici pro desifrovani. Vime prece, ze ed = 1 (mod ¢(n)). Takze ¢(n)/ed —1,
ed — 1 = @(n)r pro néjaké celé ¢islo r. Z rovnosti ed — ¢(n)r = 1 plyne,
ze e L p(n). Rozsitenym Euklidovym algoritmem urc¢ime celd ¢isla s, t,
sp(n) +te = 1 a pak d = ¢t mod p(n). Oviem k tomuto vypoctu ¢&isla d
potfebujeme znét ¢islo p(n). Samoziejmé, p(n) lze uréit snadno, zname-li
prvocisla p a ¢q. AvSak prvocisla p a ¢ nepatii do vefejného kli¢e, nebot kryp-
tosystém RSA je zalozen pravé na tom, ze je velmi obtizné najit p, ¢, pokud
je dan pouze jejich soudin n = pg a n je velké. Je mozné urcit ¢(n) néjak
snadnéji nez tak, zZe najdeme prvociselny rozklad ¢isla n? Nésledujici tvrzeni
ukazuje, ze to mozné neni.

2.8.5. Véta. Necht p a q jsou prvocisla, n = pq. RozloZit ¢islo n na soucin
prvocisel je stejné tézké, jako vypocitat p(n).

DUkAz. Lze predpokladat, ze p > q.
1. Predpokladejme, Ze zndme p a q. Pak p(n) = (p—1)(¢ — 1).
2. Predpokladejme, 7e zndme n a ¢(n). Pak
pn)=@-1e-1)=pi—p—q+l=n—(p+q +1

a tedy
p+qg=n—pn)+1

Dale
(p—q)?=p"—2pg+q*=p"+2pqg+ ¢ —4dpg= (p+q)* — 4n

a tedy
p—q=+(p+q?*—4n

Ze znalosti p + ¢ a p — ¢ jiz snadno urcime p a q.

Cviceni.
1. Pomoci algoritmu P rozhodnéte, zda 857 je prvocislo.

2. Pomoci algoritmu P rozhodnéte, zda 817 je prvocislo.

65



3 Algebraické struktury

3.1 Definice algebraické struktury

3.1.1. Definice. Necht A je neprazdnd mnozina, n je kladné celé ¢islo. Zob-
razeni * : A" — A se nazyva (n—éarni) operace na mnoziné A. Libovolny
prvek a € A povazujeme za 0—arni operaci na mnoziné A. Misto O—arni ope-
race rikame Casto nularni operace, misto 1-arni operace rikime ¢asto unarni
operace, misto 2-arni operace fikame Casto binarni operace (a, pokud nemize
dojit k nedorozuméni, ¥ikdme ¢asto pouze operace), misto 3-arni operace ¥i-
kame casto ternarni operace. Je — li * bindrni operace na mnoziné A, pak
misto *((x,y)) piSeme vétsSinou x *y (pro libovolna x,y € A). Je — i/ unérni
operace na mnoziné A, pak misto ’(x) piSeme ¢asto 2’ ¢i také 'z (pro libovolné

xr € A).
3.1.2. Definice. Necht % a [J jsou bindrni operace na mnoziné A.

1. Rikdme, Ze operace * je asociativni, pokud pro viechna z,y,z € A
plati
rx(yxz)=(r*y)* 2.

2. Rikdme, 7e operace * je komutativni, pokud pro vechna z,y € A
plati
THRY=1Yy*IT.

3. Rikame, 7e operace O je distributivni vzhledem k operaci *, pokud
pro vSechna x,y, 2z € A plati

20y * 2) = (20y) * (20z), (y * z)0z = (yOx) * (z0z).

4. Necht e € A. Rikdme, 7e e je neutralni prvek operace %, pokud pro
vSechna z € A plati
exT =, T*xe=1.

5. Necht e, z,y € A, e je neutralni prvek operace *. Rikdme, Ze prvek y je
inverzni (inverze) k prvku z vzhledem k operaci *, pokud plati

TxYy=e, yxxr=e.

3.1.3. Tvrzeni. Necht x je bindrni operace na mnozine A. Pak plati:
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1. Operace x ma nejuyse jeden neutrdalni prvek.

2. Necht e,x € A, e je neutralni prvek operace x. JestliZe operace x je
asociativni, pak v A existuje nejvyse jeden inverzni prvek k proku x.

DUKAZ.

1. Necht e, f € A, e, f jsou neutralni prvky operace *. JelikozZ e je neut-
ralni prvek, je ex f = f. Jelikoz f je neutralni prvek, je ex f = e. Takze

e=f.

2. Predpokladejme, Ze operace * je asociativni. Necht ¢,z € A, y, z jsou
inverzni prvky k prvku x. Pak

y=yxe=yx(r*xz)=(yxz)*xz=€e*xz =z

3.1.4. Definice. Algebraicka struktura (algebra) je usporadana (n+1)-
tice A = (A, 01,09,...,0,), kde A je neprazdnd mnozina, zvana nosic¢ algebry
A, aoq,09,...,0, jsou operace na mnoziné A. Casto misto A pieme A, tedy
oznacCenim nerozliSujeme mezi algebraickou strukturou a jejim nosic¢em.

V dalsich ¢astech kapitoly stru¢né probereme nékteré vyznamné alge-
braické struktury.

3.2 Pologrupy a monoidy

3.2.1. Definice. Pologrupa § = (S, -) je neprazdna mnozina S spolu s aso-
ciativni bindrni operaci - (vétsinou tuto operaci nazyvame nasobeni). Mo-
noid M = (S,-, 1) je pologrupa (S,-) s neutrdlnim (jednotkovym) prvkem
1 € S takovym, ze 1 -x =z -1 = x pro vSechna x € S. Pologrupa (monoid)
se nazyva komutativni, pokud operace nasobeni je komutativni.

3.2.2. P¥iklady.

1. (Na +, 0)7 (Za +, O); (Qa +, 0)7 (]Ra +, 0)> (Ca +, 0)7 (Nv ) 1)7 (Zv ) 1)7
(Q,-, 1), (R,-,1), (C,-,1) jsou komutativni monoidy.

2. Necht n je kladné celé ¢islo. Mnozinu vSech ¢tvercovych matic stupné
n nad Z (tj. prvky matic jsou celd ¢isla) ozna¢me M, (Z). Symbolem
O znac¢ime nulovou matici, tj. matici, kterd mé vSechny prvky rovny 0.
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Symbolem F znadime jednotkovou matici, tj. matici splhujici e;; = 1
pro véechna ¢ € {1,...,n} ae;; = 0 provSechnai,j € {1,...,n}, i # j.
Pak (M, (Z),+,0) je komutativni monoid a (M,(Z),-, E) je monoid,
ktery pro n > 1 neni komutativni.

3. (Z*,+) je pfiklad pologrupy, kterd neni monoid, jelikoz operace + v
7" nemé neutralni prvek.

Uvedeme ted dulezity priklad monoidu.

Abeceda je neprazdna mnozina.

Slovo nad abecedou ¥ je konecnd posloupnost prvki mnoziny . Délku
slova (posloupnosti) w zna¢ime |w|, € je prazdné slovo délky 0. Neprazdné
slovo w délky n nad ¥ mizeme také chipat jako zobrazeni w: {1,...,n} —
¥, kde w(z) je i—ty symbol slova w.

Y¥* oznac¢uje mnozinu vSech slov nad ¥ a X% oznacuje mnozinu vSech
neprazdnych slov nad >.

SloZenim neprazdného slova u délky n; a neprazdného slova v délky
ns je slovo w délky n; + ns oznacované u - v nebo pouze uv takové, ze pro
1 <i<mnyjew()=u(i)apron; <i<ng+ngjew()=uv(—ng). Dile
pro kazdé slovo w klademe cw = we = w.

Jestlize ¥ je abeceda, pak kazd4d podmnozina L C ¥* se nazyva jazyk
nad abecedou Y. Je tedy slovo kone¢nd posloupnost prvki abecedy a jazyk
je mnozina slov!

3.2.3. Piiklad. Jestlize ¥ je abeceda, pak (X%, -, ¢), kde - je skladani slov, je
monoid, ktery v pfipadé |¥| > 1 neni komutativni. Tento monoid se nazyva
volny monoid nad abecedou X..

Homomorfismus monoidu M; = (51, -1, 11) do monoidu My = (Ss, +2, 15)
je zobrazeni p : S; — Sy takové, Ze pu(1y) = 1s a p(z 1 y) = p(x) -2 pu(y) pro
vSechna z,y € Sj.

Kongruence na monoidu M = (S,-,1) je relace ekvivalence (ozna¢me
ji tfeba =) na mnoziné S, ktera je kompatibilni s operaci nasobeni, tedy

TI=NANT2=Y2 = T1 -T2 =Y1- Y2
pro vSechna x1,x9,y1,y2 € S.
Cviceni.
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1. Necht n je celé ¢islo, n > 1. Dokazte, ze monoid (M,(Z),-, E) neni
komutativni.

2. Necht = je kongruence na monoidu M = (S, -, 1). Ttidu rozkladu S/ =,
v niz lezi prvek a € S, ozna¢me [a]=. Dokazte, Ze mnozina S/ = spolu
s nasobenim definovanym predpisem [a]= - [b]= = [a-b]= a s neutrdlnim
prvkem [1]= tvoii monoid, tzv. faktorovy monoid M-—.

3. Necht ¥ je abeceda, L C ¥* je jazyk. Na mnoziné ¥* definujme relaci
= takto: v =; v tehdy a jen tehdy, kdyz pro vSechna z,y € X*
plati zuy € L < xvy € L. Dokazte, ze =, je kongruence na volném
monoidu nad abecedou X. (Odpovidajici faktorovy monoid se nazyva
syntakticky monoid jazyka L.)

4. Popiste syntaktické monoidy pro nasledujici jazyky L nad abecedou
{0,1}:

e [ je mnozina vSech slov sudé délky

e [ je mnozina vSech slov, ktera neobsahuji dvé po sobé jdouci nuly

Co to znamend popsat syntakticky monoid jazyka L? Urcite tiidy roz-
kladu {0, 1}*/ =/, a sestrojite tabulku operace nisobeni v syntaktickém
monoidu jazyka L.

3.3 Grupy

3.3.1. Definice. Algebraicka struktura G = (G, -, 1) s binarni operaci - a
nuldrni operaci 1 je grupa, pokud (G,-,1) je monoid, v némz ke kazdému
prvku existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -.

Inverzni prvek k prvku a € G je uréen jednozna¢né (viz tvrzeni 3.1.3) a
znacime jej a~!. Pro kazdé a € G je tedy

Grupa G se nazyva komutativni (nebo abelovskd), pokud operace - je
komutativni.

Jestlize nosi¢ grupy G je kone¢na mnozina, pak se grupa G nazyva ko-
necnd a |G| znadi pocet prvki grupy G.

Dvé zékladni vlastnosti grup jsou shrnuty v néasledujicim tvrzeni.

3.3.2. Tvrzeni. Necht G = (G, -, 1) je grupa. Pak plati:
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1. Pro vechna a,b,c € G:a-c=b-c=a=b,c-a=c-b=a=>b (tw.
zakony krdcent).

2. Pro vsechna a,b € G rovnice a - x = b ma pravé jedno Tesent v grupé
G, totizx =a'-b.

DUKAZ.

1. Necht a, b, c € G. Dokazeme implikaci a-c=b-¢c = a = b.
Predpokladejme, Ze a - ¢ = b - c¢. Chceme: a = b. Pocitejme:

a=a-l=a-(ccc)=(a-c)-ct=(b-c)ct=b-(c-ct)=b-1=b
Myslim, ze implikaci ¢-a = c¢- b = a = b jiz snadno dokazete sami.

2. Necht u,v € G, a-u=0>b,a-v=>b. Pak a-u = a-v a kriceni dava
u = v. M4 tedy rovnice a - x = b nejvyse jedno feSeni v G. Vypoctem
ted” ovéiime, Ze x = a~! - b je opravdu FeSenim rovnice a - x = b:

a-(at-b)=(a-at) - b=1-b=b

3.3.3. P¥iklad. (Z, +,0), (Q,+,0), (R, +,0), (C,+,0), (Q — {0}, ,1), (R—
{0},-,1), (C—{0},-,1) jsou komutativni grupy.

3.3.4. Priklad. Necht A je neprazdna mnozina. Permutace mnoziny A je
vzdjemné jednozna¢né zobrazeni (bijekce) mnoziny A na mnozinu A. MnoZinu
v8ech permutaci mnoziny A ozna¢ime S(A). Pro libovolné permutace 7, p
mnoziny A oznacme 7 - p jejich slozeni (kompozici), tedy 7-p : A — A,
(m - p)(z) = p(r(x)) pro x € A. Jak znamo, sloZenim bijekci dostavame
opét bijekci, takze - je operace na mnoziné S(A). Uvazme jesté zobrazeni
idqa : A — A dané predpisem ids(x) = = pro x € A. Zobrazeni id, je
vzajemné jednoznacéné (takze idy € S(A)) a nazyva se identické zobrazeni
(identita) na mnoziné A. Jako cviceni si rozmyslete, ze algebraicka struktura
(S(A),-,id,) je grupa.

Grupa (S(A), -, ida) se nazyva grupa permutaci ¢i symetricka grupa
mnoziny A. Pro kladné celé ¢islo n misto S({1,2,...,n}) piSeme vétsinou
stru¢né S,. Diky svym znalostem z kombinatoriky vime, Ze S, je konecné
grupa a |S,| = nl.
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Jestlize mnozina A ma vice nez dva prvky, pak grupa S(A) neni komuta-
tivni (viz cviceni). Specielné tedy grupy S, kde n > 3, nejsou komutativni.

Necht n € Z, n > 0. Pfpomenme, 7e pro a,b € Z zapis a = b (mod n)
znamend n/a — b. Vime, Ze relace = je ekvivalence na mnoziné Z (viz vétu
2.5.3). Faktorovou mnozinu (rozklad) Z/ = budeme znacit Z,. Pro a € Z
tfidu rozkladu Z/ =, v ni7 lezi ¢islo a, oznacime [a] ¢i jeSté presnéji [a],. Je
tedy

la| ={r €Z| x=a (modn)}

Uvédomme si, Ze pro vSechna a, b € Z plati:
la]| = [b] <= a=b (mod n)
Popiseme ted presnéji strukturu mnoziny Z,.
3.3.5. Tvrzeni. Necht n € Z, n > 0. Mnozina Z, ma presné n prvki, a to

[O]v [1]’ [2]7 R [TL - 1]

DUKAZ.
Cviceni.
1. Necht A je neprazdnd mnozina. V piikladu 3.3.4 jsme sestrojili alge-

braickou strukturu (S(A),-,id). Dokazte, ze (S(A),-,ida) je grupa.

2. Necht mnozina A ma aspon tii prvky. Dokazte, ze symetrickd grupa
S(A) neni komutativni.

3.4 Okruhy a télesa

4.3.1. Definice. Algebraicka struktura (R, +,+,0) s bindrnimi operacemi +
(s¢itani) a - (ndsobeni) a s nuldrni operaci 0 je okruh, pokud (R,+,0) je
komutativni grupa a nasobeni je distributivni vzhledem ke sc¢itani. Okruh
se nazyva asociativni (komutativni, s jednotkovym prvkem), pokud
operace nasobeni je asociativni (komutativni, ma neutralni prvek).

Je —li (R,+,-,0) okruh, ma kazdy prvek = € R opaény prvek —z v grupé
(R,+,0), ktery spliuje x + (—z) = 0. Pro x,y € R misto z + (—y) Casto
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piSeme x — y. V okruhu pouzivime tmluvy o prioritach operaci, na které
jsme zvykli jiz ze zdkladni a stfedni Skoly, tedy naptiklad zapis = -y + 2
znamend (x - y) + z a nikoli x - (y + 2).

4.3.2. Priklad. (Z,+,-,0,1) je asociativni komutativni okruh (Z,+,-,0) s
jednotkovym prvkem 1. Necht n je kladné celé &islo. Také (Z,,+,-,0,1) je
asociativni komutativni okruh s jednotkovym prvkem 1. Pfipomindm, 7e pro
a € Zjea={xr €Z x=a(n)}; mistox = a (n) piSeme také * = a
(mod n), misto @ piSeme také [a] ¢i dokonce jeSté presnéji [al,. Konstrukei
okruhii Z,, si miiZete pfipomenout napiiklad v ¢asti 1.2 studijniho textu [9].

4.3.3. Definice. (I,+,-,0) je obor integrity, pokud je to asociativni ko-
mutativni okruh, v némz pro vSechna x,y € I plati

rz-y=0=—=2x=0Vy=0

4.3.4. Definice. (T,+,-,0,1) je téleso, pokud 0 # 1, (T, +,-,0) je asoci-
ativni okruh s jednotkovym prvkem 1 a pro kazdé z € T, x # 0, existuje
y € T tak, ze x -y = y-x = 1. Prvek y se znaci % nebo x~!. Znadeni je
mozno zavést, nebot prvek y je uréen jednozna¢né (necht = -z = z -z = 1;
paky=y-1l=y-(r-2)=(y-2) - 2=1-2=2). Jeli v télese ndsobeni
komutativni, pak hovorime o komutativnim télese. Protoze v tomto textu
budeme pracovat vyhradné s komutativnimi télesy, budeme pro strucnost

misto nadzvu komutativni téleso pouzivat pouze slovo téleso.
4.3.5. Tvrzeni. V kazdém okruhu (R, +,-,0) pro kazdy prvek z € R plati:

z-0=0-2=0

DUkAz. Bud = € R. Pocitejme:
O+2-0=2-0=2-(0+0)=2-0+2-0

Jetedy 0+ 2-0 = 2.0+ x-0. Jelikoz v grupé (R,+,0) lze krétit (tedy
a+c=b+c= a=>0), dostavame 0 = x-0. Obdobné lze ukazat, ze 0-z = 0.
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4.3.6. Tvrzeni. KazZdé teleso je obor integrity.

DuUkAz. Necht (T, +, -, 0, 1) je téleso. Ukazeme, 7e (T, +, -, 0) je obor integrity.
Z definice télesa ihned plyne, ze (T, 4+, -,0) je asociativni komutativni okruh.
Zbyvéa ukazat, ze pro vSechna z,y € T'plati: x -y =0 =2 =0Vy = 0.
Budte tedy =,y € T, v -y = 0. Chceme: z = 0 nebo y = 0. Je —li z = 0,
jsme hotovi. Necht tedy = # 0. Musime ukazat, ze y = 0. Pocitejme:

Ozm_lozx_l(xy):(x_lx)yzly:y

4.3.7. Poznamka. V definici télesa pozadujeme, aby 0 # 1. Tento pozadavek
je ekvivalentni s pozadavkem, aby téleso mélo aspon dva prvky.

e Predpokladejme, ze 0 # 1. Chceme: T mé aspon dva prvky. To jisté
plati, jelikoz 0,1 € T..

e Predpoklidejme, ze T'ma aspon dva prvky. Chceme: 0 # 1. Postupujme
sporem. Predpokladejme, ze 0 = 1. Zvolme libovolné x € T. Je x =
r-1=2-0=0, x=0. Takze kazdy prvek x € T je roven 0 a T" ma
tedy pouze jeden prvek. To je spor. Nutné tedy 0 # 1.

4.3.8. Priklad. (Q, +,-,0,1), (R, +,-,0,1) a (C,+,-,0,1) jsou télesa. Mame
také nekone¢né mnoho prikladi konec¢nych téles — pro kazdé prvocislo p to-
tiz (Zy,+,+,0,1) je téleso. Dokonce pro kazdé celé ¢islo n, n > 1, plati:
(Zy,+,+,0,1) je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvocislo (ditkaz najdete na-
priklad v [9], tvrzeni 1.2.21).

Konecna télesa hraji velkou roli v aplikacich. Je tomu tak naptiklad v
kédovani, proto v knihdch o kédovani ([1], [3]) najdeme hodné informaci o
konecnych télesech.

Polozme si nyni tfeba otazku, kolik prvkt mize mit kone¢né téleso. Vime
jiz, ze pro kazdé prvocislo p existuje téleso s p prvky. Mize mit konecné téleso
50 prvka? Uvidime, ze nikoli.

Ptipomenme znaceni, s nimz jste se seznamili v kapitole o grupach. Jest-
lize G je grupa, a € G, n je celé ¢islo a pouzivame multiplikativni symboliku,
tedy mame grupu (G, -, 1), pak n—tou mocninu prvku a znac¢ime a”. Jest-
lize pouzivame aditivni symboliku, tedy mame grupu (G, +,0), pak misto a”
piseme na. Jisté také znate zakladni pravidla:
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Necht G je grupa, a,b € G, k,[ jsou cela ¢isla. Pak
a*al = a* ) (at)! = o
neboli, zapsano v aditivni symbolice,
(ka) + (la) = (k + Da, l(ka) = (kl)a
Jestlize grupa G je komutativni, pak také
a*t* = (ab)*
neboli, zapsano v aditivni symbolice,

(ka) + (kb) = k(a + b)

4.3.9. Definice. Necht (T, +,-,0, 1) je téleso. Charakteristika télesa T' je
fad prvku 1 v grupé (7', +,0). Chakteristiku télesa 7" znacime char(T).

4.3.10. Tvrzeni. Charakteristika konecného télesa je prvocislo.

DUKkAz. Necht (T, +,-,0,1) je konecné téleso. Grupa (T, +,0) je koneéna
a tedy kazdy jeji prvek ma konecny tad. Takze také 1 ma konecny tad a
char(T) = n, kde n je kladné celé ¢islo. Specielné nl = 0. Jelikoz 0 # 1, je
n > 1. Chceme: n je prvocislo. Predpokladejme naopak, Ze n je ¢islo slozené.
Pak n = kl pro néjaké celd ¢isla k, [, 1 < k <n, 1 <l < n. Pocitejme:

(kD) (1) = (Lot l) (et

k l
= 4+ 4+D)- 1+ +Q+---+1)-1
k k

= (144D + L+ +1)

J/

= 1441
kl

= 1441

—_——

nl
=0
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Je tedy (k1) - (I11) = 0. Protoze kazdé téleso je obor integrity, je k1 = 0 nebo
[1 = 0. Necht napriklad £1 = 0. Protoze k je kladné celé ¢islo a n je rad
prvku 1 v grupé (7,+,0), je n < k. To je spor. Obdobné také dostaneme
spor v pripadé [1 = 0. Nutné tedy n je prvocislo.

4.3.11. Tvrzeni. Nechl (T,+,-,0,1) je konecné téleso, char(T) = p. Pro
kazdé v € T je pv = 0.

DUKAz. Necht v € T'. Pocitejme:

Nyni dokdzeme tvrzeni o poc¢tu prvkl konec¢ného télesa. V dikazu vyu-
Zijete své znalosti zakladi linedrni algebry.

4.3.12. Véta. Pocet prvki konecného télesa je roven p", kde p je prvocislo
an je kladné celé cislo.

DUKAz. Necht (T, +,-,0,1) je konecné téleso. Dle tvrzeni 4.3.10 je char(T) =
p pro néjaké prvocislo p. (T',+,0) je komutativn{ grupa. Pro kazdé k € Z, (k
je celé ¢islo) a kazdé v € T definujeme prvek k- v € T takto:

k-v=kv
Ukézeme, Ze definice je korektni. Necht [ je celé ¢islo, k = [. Chceme: kv = [v.
Je k=1 (mod p), p/k — [, k — [ = mp pro néjaké celé ¢islo m. Pocitejme:
kv = (I+mp)v

= (lv) + ((mp)v)

= (lv) + (p(mw))
(lv)+0
= v

)



Dokéazeme ted ¢tyri véci:
1. pro viechna k,l € Z, pro viechna u € T: (k-1)-u=Fk- (I -u)

Pocitejme:

k-0)-u=kl-u=(klu=Fk(lu) =k(l-u)=Fk-(l-u)

2. pro véechna k,l € Z, pro véechna u € T: (k+1)-u = (k-u) + (I - u)
Pocitejme:

k+D)-u=k+1l-u=(k+u=(ku)+ (lu) = (k-u)+ (1)

3. pro véechna k € Z, pro véechna u,v € T: k- (u +v) = (k- u) + (k- v)
Pocitejme:

k- (u+v)=ku+v)=(ku)+ (kv) = (k-u) + (k- v)

4. pro véechnau € T: 1-u=u
Pocitejme:
l-u=1lu=u

Praveé jsme ukazali, ze T' je vektorovy prostor nad télesem Z,. ProtoZe mnozina
T je kone¢nd, je T vektorovy prostor konec¢né dimenze, ozna¢me ji n. Je
n € Z, n > 0. Ovsem n = 0 by znamenalo, Ze prazdnd mnozina je béze
vektorového prostoru 7" a T' = {0}. To by byl spor, protoze kazdé téleso ma
aspon dva prvky. Je tedy n > 0. Pak vektorovy prostor T' je isomorfni s
prostorem Z7 (viz [9], disledek 2.8.3) a tedy

7| = |Zy| = |Zp|" = p"

Ukézali jsme, Ze téleso T" ma p™ prvki, kde p = char(T) je prvocislo a n je
kladné celé cislo.

4.3.13. Dusledek (dukazu). Necht T je konecéné téleso, char(T) = p. Pak
T je vektorovy prostor nad télesem Z, a pocet prvki télesa T je roven p",
kde n je dimenze vektorového prostoru T' nad Z,.

Ted je jiz jasné, ze zadné téleso nemd 50 prvki. A existuje téleso, které
mé 49 prvkia? Véta 4.3.12 existenci takového télesa nevylucuje, ale také ji
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nedokazuje. Vyznamnym poznatkem je, ze pro kazdé prvocislo p a kazdé
kladné celé cislo n existuje téleso majici p” prvkd. Toto tvrzeni dokazovat
nebudeme. Lze ho dokazat rizné, velmi péknym dikazem je konstruktivni
dikaz uvedeny napiiklad v knize [3] — téleso s p™ prvky se sestroji pomoci
ireducibilniho polynomu stupné n nad télesem Z,.

Cviceni.
1. Necht (R, +,-,0) je okruh. Dokazte, ze pro vSechna x,y, z € R plati:

o (-2)y=a-(~y)=—(zr-y), (=2) - (~y) =2y
er-(y—2)=z-y—z-z, (r—y)-z=x-2—y-2

o
°

Uvedte ptiklad nekonecného asociativniho komutativniho okruhu,
ktery neni obor integrity.

Uvedte priklad kone¢ného asociativniho komutativniho okruhu,
ktery neni obor integrity.

R
°

Uvedte priklad nekonecného oboru integrity s jednotkovym prv-
kem, ktery neni téleso.

Dokazte, ze kazdy kone¢ny aspon dvouprvkovy obor integrity s
jednotkovym prvkem je téleso.

4. Necht n je kladné celé &islo, (T,+,-,0,1) je téleso.. Mnozinu vSech
¢tvercovych matic stupné n nad 7' (tj. prvky matic jsou prvky télesa
T) oznac¢me M, (T). Symbolem O zna¢ime nulovou matici, tj. matici,
kterd mé vSechny prvky rovny 0. Symbolem E znac¢ime jednotkovou
matici, tj. matici spliwjici e;; = 1 pro v8echna ¢ € {1,...,n} ae; =0
pro v8echna i,j € {1,...,n}, ¢ # j. Dokazte, 7e (M,(T),+,-,0) je
asociativni okruh s jednotkovym prvkem FE. Dokazte, ze pro n > 1
okruh M, (T') neni obor integrity a neni komutativni.

5. Celé cislo d se nazyva bezctvercové, pokud pro vSechna kladna cela
¢isla e plati: e?/d = e = 1. Necht d je bezétvercové celé ¢islo, d # 1.
Polozme Q(v/d) = {a + bVd| a,b € Q}. Dokaite, 7e (Q(v/d), +,-,0,1)
je téleso. Dokazte aspon pro d = 2. Poznamka: téleso Q(v/d) se nazyva
kvadratické téleso.

6. Necht (T, +,-,0,1) je téleso. Dokazte, ze (T — {0},-,1) je komutativni
grupa.
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7. Predpokladejte, ze T je ¢tyiprvkové téleso. Sestrojte tabulky operaci
scitani a nasobeni v télese T'.

8. Necht I je obor integrity, z,y,z € I. Jestlize zy = zz a x # 0, pak
y = z. Dokazte.

3.5 Algebra polynomu

Jisté jste se jiz vSichni setkali s polynomy, tedy s objekty jako x? + 2z + 3
atd. Pro aplikace neni ani tak dilezité, jak se formalné pfesné polynomy
definuji (sestrojuji), ale dilezité je umét s nimi spravné manipulovat (s¢itat,
nasobit,...) a znat souvisejici terminologii (stupeii polynomu,...). Pojdme
si udélat prehled toho nejdilezitéjsiho — bude to pro vés snad opakovani
(pfipomenuti) obvyklych véci jen s tim rozdilem, Ze zvolime obecnéjsi pristup
- koeficienty polynomii nebudou pouze ¢isla (jak jste asi byli doposud zvykli),
ale budou to moci byt prvky libovolného komutativniho asociativniho okruhu
s jednotkovym prvkem, specielné tedy oboru integrity s jednotkovym prvkem
nebo télesa.

Necht tedy R je komutativni asociativni okruh s jednotkovynm prv-
kem. Formalni mocninna fada nad okruhem R je posloupnost a =

(ag,a,as, ...) takovd, ze a; € R pro vSechna i = 0,1,2,.... Je zvykem psat
o0
a=ag+ax+ari+--- = E a;xt = E a;x"
i=0 0<i

Mnozinu vSech forméalnich mocninnych rad nad okruhem R oznacime
R[],

Jedno dilezité upozornéni: Formélni mocninna fada nad okruhem R je
posloupnost prvki okruhu R, nikoli néjaky nekonec¢ny soucet — otazky typu
konvergence nas tedy viibec nezajimaji.

Prvky mnoziny R[[z]] sC¢itdme a nasobime. Formalni mocninné fady se
scitaji po slozkach:

(G,Q,ab(lg,...)+(b0,b1,62,...) :(a0+bo,a1—|—b1,a2—|—bg,...)

Je ihned vidét (rozmyslete si to!), ze (R[[z]],+) je komutativni grupa s
neutralnim prvkem (0, 0,0, ... ), kde 0 je nulovy prvek okruhu R (tj. neutralni
prvek operace + v R). Pfitom —(ag, aq,aq,...) = (—ag, —ai, —as, ... ), kde
—a; je opacny prvek k prvku a; v grupé (R, +).
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Forméalni mocninné rady se nasobi tak, jak jste zvykli nasobit polynomy.
Necht
(ag, ay,azg,...) - (bo,b1,ba,...) = (co,c1,Co,...)
Pak pro kazdé i € Z, i > 0, je
Ci = Z ajby = agb; + a1bi—1 + agbi—g + -+ - + ;101 + a;bo
0<4,0<k,j+k=i

Néasobeni formalnich mocninnych fad je komutativni: Necht

(b07bl,b2,...)'(ao,al,ag,...) = (do,dl,dg,...)

Ukazeme, ze pro kazdé ¢ € Z, 0 < 1, je ¢; = d;. Pocitejme:

¢ = Z a;by

0<5,0<k,j+k=i

= Z kaj

0<45,0<k,j+k=i

= Z b]-ak

0<k,0<5,k+j=i
= E b]-ak
0<j,0<k,j+k=i

Ukazeme ted, Ze operace nasobeni forméalnich mocninnych fad ma neut-
ralni prvek (1,0,0,0,...), kde 1 je jednotkovy prvek okruhu R (tj. neutralni
prvek operace - v R) a 0 je nulovy prvek okruhu R. Polozme e = 1, ¢; = 0
proi € Z,i > 1, e = (eg, €1, €2,...). Necht ea = (fo, f1, f2,...). Uvidime,
ze pro kazdé i € Z, 1 > 0, je f; = a;. Tim bude dokazano, Zze ea = a pro
libovolnou formalni mocninnou fadu a. Tudiz e = (1,0,0,...) je neutralni
prvek operace nasobeni formalnich mocninnych fad. Pocitejme:

fi = Z €y

0<5,0<k,j+k=1
= eoa; +e1a;,_1 + -+ e;ag

= 1-ai+0-ai_1—|—---—|—0-a0
= a;+0+4--+0

g CL,L-
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Samostatné dokazte, ze nasobeni formdalnich mocninnych rad je asocia-
tivni (viz cvifeni).

Dokazeme jesté, ze operace nasobeni formalnich mocninnych fad nad
okruhem R je distrubutivni vzhledem k operaci s¢itani formalnich mocnin-
nych fad nad R. Uvazme tedy mocninné fady a,b,c € R][z]]

a:(ao,al,ag,...),b:(bg,bl,bg,...),c:(00701,02,...)

Necht
ab = u = (ug, uy, us, ...),ac =v = (g, V1, V3 ... ), u+v = w = (Wo, Wy, Wa, . . .)

Necht
b_l-C:f: (f07f17f27"'>aaf:g: (90791792"')
Ukazeme, ze pro vSechna ¢« € Z, 1 > 0, je g; = w;. To bude znamenat, ze
g=w,af =u+wv, alb+c) = ab+ ac.
Pocitejme:

g = Z a;fr

0<5,0<k,j+k=i

= Z a;(by + cx)

0<7,0<k,j+k=i

= Z ajbk + a;Cp

0<7,0<k,j+k=i
= g a;by, + g a;cy
05,0k, j+k=i 0,0k, j-+h=i
= U+
—_= ’LUZ-
Shriime to, co jsme jiz o formélnich mocninnych radach nad R dokazali:
(R[[z]],+) je komutativni grupa, operace nasobeni v R|[[z]] je komutativni,

asociativni, ma jednotkovy prvek a je distributivni vzhledem ke sc¢itani. Do-
kazali jsme tedy nasledujici vétu:

4.4.1. Véta. Jestlize R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym pro-
kem , pak R[[x]] je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prukem.
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Nyni koneéné fekneme, co je to polynom nad R. Necht a € R[[z]], a =
(ag,a,as, ...). Formalni mocninné fada a se nazyva polynom nad okru-
hem R, pokud posloupnost a ma pouze kone¢né mnoho nenulovych c¢lenii,
tedy pokud mnozina

je konecna.

Mnozinu v8ech polynomt nad okruhem R budeme znadit R|x].

Polynom a = (ag,as,as,...,a,,0,0,0,...) (tedy a; = 0 pro i > n) je
zvykem zapisovat ve tvaru

n
a:a0+a1x+a2x2+~~—|—anxnzg a;xt = E a;x"
i=0 0<i<n

I zde je dobré uvést dilezité upozornéni: Polynom nad R je posloupnost
prvkii okruhu R, nikoli néjaka funkce (i kdyz za chvili si fekneme, Ze polynom
urCuje funkei (zobrazeni) R do R, nelze ho s tim zobrazenim ztotoziiovat —
uvidime, Ze rizné polynomy mohou urcovat tutéz funkei).

4.4.2. Tvrzeni. Necht R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym
prvkem, f a g jsou polynomy nad R. Pak —f, f+ g a fg jsou polynomy nad
R.

DUKAz. Jako cviceni zkuste samostatné dokazat, ze —f a f + g jsou po-
lynomy nad R. Diikaz je opravdu snadny a jisté jej zvlddnete udélat. My
zde dokazeme, 7ze fg je polynom nad R. Necht f = (fo, f1,fe,-..), g =
(g0, 91,92, ---), fg = h = (ho, h1, ha,...). Protoze f, g jsou polynomy, exis-
tuje n € Z, 0 < n, tak, ze pro vSechna i € Z, i > n je f; = g; = 0. Ukazeme,
ze pro kazdé i € Z, i > 2n, je h; = 0. Z toho pak jiz vyplyva, ze h = fg je
polynom. Bud tedy i > 2n. Je

h; = E f 9k
0<j,0<k,j+hk=i

Necht j,k € Z,0 < j,0 <k, j+k =i (pficemz i > 2n). Pfedpokladejme, ze
j<nak<n.Pak j+k < 2n, 1 < 2n, spor. Nutné tedy j > n nebo k£ > n.
Pak f; = 0 nebo g, =0, f;gr = 0, a tudiz

hi= Y, fim= Y  0=0

0<5,0<k,j+k=i 0<5,0<k,j+k=1
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4.4.3. Véta. Jestlize R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym pru-
kem, pak R[x] je komutativni asociativni okruh s jednotkovgm prvkem.

DUKAzZ. Tvrzeni véty plyne z 4.4.1 a 4.4.2. Dilezité také je, ze (0,0,0,...)
a (1,0,0,...) jsou polynomy.

Striktné vzato, prvky okruhu R nejsou polynomy nad R, jelikoz jeden
prvek okruhu R neni (nekoneénou) posloupnosti prvki okruhu R. Uvidime
vsak, ze je rozumné povazovat prvky okruhu R také za polynomy nad R.

Pro kazdé r € R je (r,0,0,...) polynom nad R.

Pro vSechna r, s € R mame

(r,0,0,...)+(s5,0,0,...) = (r+s,0,0,...)
(r,0,0,...)-(s5,0,0,...) = (r-s,0,0,...)

Necht M = {(r,0,0,...)| r € R} € R[xz]. Struktura (M, +,-) se chovd
stejné jako okruh (R, +,-) — stadi zapomenout na zavorky, ¢arky, nuly (na
levé strané je soucet (soucin) v M, na pravé strané je soucet (souéin) v
R). Proto je rozumné polynom (r,0,0,...) ztotoznit s prvkem r. Po tomto
ztotoznéni se prvky okruhu R stavaji polynomy nad R; tyto polynomy se
nazyvaji konstantni polynomy. Pfitom 0 je neutralni prvek operace + v
Riv Rlz], 1 je neutralni prvek operace - v Ri v R[z].

Udélejme si ted prehled zakladnich pojmt vztahujicich se k jednomu po-
lynomu.

Bud a = (ag, a1, as, ... ) polynom nad okruhem R.

e Prvky a; (i = 0,1,2,...) se nazyvaji koeficienty polynomu a; spe-
cielné a; je koeficient u z*.

e a( se nazyva absolutni ¢len polynomu a.

e Predpokladejme, 7e a # 0. Mnozina {i € N| a; # 0} je neprazdna
(protoze a # 0) a shora omezenad (protoZe a je polynom a ma tedy
pouze koneény pocet nenulovych koeficientit). Cislo

max{i € N| a; # 0}

se nazyva stupen polynomu a; oznaceni: deg(a). Pozndmka: Pro nulovy
polynom neni stupen definovan.
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e Necht a je nenulovy polynom, deg(a) = d. Koeficient a4 se nazyva
vedouci koeficient polynomu a; oznaceni: lc(a).

e Necht a je nenulovy polynom, d = deg(a). Polynom a nejéastéji zapi-
sujeme ve tvaru

a:a0~|—a1x+a2:1:2+---+adxd

nebo také

a(r) = ag + a1z + apa® + - - - + agx?

e Rikame, Ze nenulovy polynom a je monicky polynom, pokud lc(a) =

1.

4.4.4. Véta. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht a,b jsou
nenulové polynomy nad I. Pak plati:

1. a+b=0 nebo a+b+#0, deg(a+ b) < max{deg(a),deg(b)}
2. ab # 0, deg(ab) = deg(a) + deg(b), lc(ab) = lc(a)le(b)

DUKAZ.
1. Dikaz udélejte jako cviceni.

2. Necht a = (ag,a1,az...), b = (by,b1,ba,...), ab = c = (co,1,Cay...),
deg(a) = s, deg(b) = t.

e Bud i > s+ t. UkdZeme, Ze ¢; = 0.
C;, = E Cijk
0<j,0<k,j+k=i

Necht j,k € Z, 0 < j,0 <k, j+ k = 1. Predpokladejme, ze j < s
ak<t Pakj+k<s+t 1<s+t,spor. Nutné tedy 7 > s nebo
k >t.Pak a; = Onebo b, =0, a;jb, =0, ¢; = ZOS]’,OSk,jJrk:i 0=0,
C;, = 0.
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o Ukédzeme, Ze csiy = aghy.

Cott = E a;by

0<j,0<k,j+k=s+t

Necht j k€ Z,0<75,0<k,j+k=s+1t. Proj>snebok >t
je ajby = 0. Necht j < sak <t Jelikoz j +k =5+t jej=s,
k=t. Je tedy

Cs+t:asbt

Jelikoz as € I, b, € I, ag # 0, by # 0, I je obor integrity, je asb; # 0,
cs+t 7 0. Déle jiz vime, ze ¢; = 0 pro i > s +t, takze deg(c) = s+t =
deg(a) + deg(b), deg(ab) = deg(a) + deg(b). Také lc(c) = cs1r = asby =
le(a)le(b), le(ab) = le(a)le(d).

4.4.5. Dusledek. Jestlize I je obor integrity s jednotkovgm prokem, pak I[z]
je obor integrity s jednotkovym prvkem.

DUKAZ. Tvrzeni plyne 7z 4.4.3 a 4.4.4 (rozmyslete si jak!).

V zavéru kapitoly se podivejme na chapani polynomit jakozto funkci. Na
to jste asi zvykli ze skoly (stfedni). Tteba jste fikali, ze 2% + 2z + 3 je kvad-
ratickd funkce a kreslili jste jeji graf atd.

Necht R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem, f je
polynom nad R a ¢ € R. Déle, necht

f=f(@)=fo+ fix+ for® + - + fra"

Klademe
fle) = fo+ fic+ fo? + -+ frc®

Vypocty se provadéji v okruhu R. Z¥ejmé f(c) € R; f(c) nazyvame hodnota
polynomu f v (bodé) c. Nyni lze tedy f chapat také jako zobrazeni R do
R, tj. f: R— R.

Zde je potieba dat velky pozor! Rizné polynomy nad R mohou urcovat
tutéz funkei! Napiiklad polynomy 23 a x nad Zs urcuji tutéz funkci Zs na Zs —
provérte to. Pritom se evidentné jednd o rtizné polynomy — prvni je kubicky,
druhy je linedrni. Zdiraznéme, Ze algebraické chipani polynomu nad R je
primarné chapani polynomu jako posloupnosti prvki okruhu R.
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Dobrovolny tkol. Prostudujte formalné presné zavedeni polynomt — na-
piiklad v [5], Kapitola XI, ¢ v [7]. Vyhodou druhé publikace je snadnéa a
legélni dostupnost na internetu v Czech Digital Mathematics Library (coz
mimochodem je vyborna véc a méli byste ji vyuzivat).

Cviceni.

1. Necht R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Do-
kazte, ze operace nasobeni formalnich mocninnych fad nad okruhem R
je asociativni, tj. dokazte, ze pro vSechna a,b,c € R|[[x]] plati

a-(b-c)=(a-b)-c

2. Necht R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Necht
f a g jsou polynomy nad R. Dokazte, ze —f a f+ g jsou polynomy nad
R.

3. Necht R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Necht
r,s € R. Dokazte, ze

(r,0,0,...)-(s,0,0,...)=(r-s,0,0,...)

4. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht a, b jsou nenu-
lové polynomy nad /. Pak plati:

a+b=0nebo a+b+#0,deg(a+b) < max{deg(a),deg(b)}

Dokazte.

3.6 Euklidtv algoritmus pro polynomy

V kapitole o celych cislech jsme zkoumali délitelnost — zabyvali jsme se vécmi
jako déleni se zbytkem, nejvétsi spolecny délitel, Euklidiv algoritmus. Uvi-
dite ted, Ze paralelné miZeme zkoumat délitelnost ve struktufe polynomi
nad télesem. Domnivam se, Ze v této kapitole budete ve studiu postupovat
rychle, protoze pojmy, vypocty, dliikazy budou vétSinou analogické pojmiim,
vypo¢tium, dikazim, které jste jiz délali v oboru celych ¢isel (jen misto s¢i-
tani a nasobeni ¢isel budete s¢itat a nésobit polynomy).
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4.5.1. Definice. Necht [ je obor integrity s jednotkovym prvkem, a,b € I[z].
Rikdme, 7e a d&li b (a je délitelem b, b je délitelné a, b je nasobkem a), a
piseme a/b, pokud existuje g € I[z] tak, ze b = qa.

4.5.2. Pozndmka. Vsimnéte si, Ze pro vSechna a € I[z], a/0 (0 = 0 - a).
Avsak pouze 0 je nasobkem polynomu 0.

4.5.3. Tvrzeni. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht
a,b,c,B,v € I[z]. Jestlize a/b a a/c, pak a/Bb+ vc.

Diikaz tvrzeni je jednoduchy, jisté jej dokazete udélat sami. Zkuste to!

4.5.4. Véta (algoritmus déleni). Necht T je téleso. Necht a,b € T[x], a #
0. Pak existuji polynomy q,r nad télesem T takové, Ze

b=aq+r, r=0V(r#0A(deg(r) < deg(a)))
Polynomy q,r jsou urceny jednoznacne.

DUkAz. Nejprve dokdZzeme jednoznacnost.
Necht g1, 71, g2, 72 jsou polynomy nad télesem T takové, ze

b=aq; +ri, r; =0V (r; # 0A (deg(r;) < deg(a)))

pro ¢ = 1,2. Pak

aqp +711 = age + 7o
agy —aga = T2 —1T
algr —q2) = ra—n

Predpokladejme, ze r1 # ro. Pak 19 — 11 # 0, ¢ — q2 # 0, deg(re — ry) =

deg(a(qr — q2)) = deg(a) + deg(qy — g2) > deg(a), deg(a) < deg(ry — r1).
Mohou nastat tii pripady, vSsechny vSak daji spor. Z toho pak vyplyne, Ze
ry = To.

o 1 # 0,7 # 0:deg(ro—r1) < max{deg(r1),deg(rs)} < deg(a), deg(ra—
r1) < deg(a), spor

o1y # 0,1y =0:deg(ry — 1) = deg(0 — 1) = deg(—r1) = deg(ry) <
deg(a), deg(ry —r1) < deg(a), spor
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e 1 =0,7y #0: deg(ry — 1) = deg(rs — 0) = deg(rs) < deg(a), deg(ry —
r1) < deg(a), spor

Ukazali jsme, 7e r; = ry. Pak ro —r; = 0, a(q1 — q2) = 0; jelikoz a # 0, je
@ —¢=0,q=q¢.

Nyni dokazeme existenci.

Jestlize b = 0, polozime ¢ = 0, r = b.

Necht nyni b # 0. Postupujme indukei vzhledem k deg(b). Jestlize deg(b) <
deg(a), polozime ¢ = 0, r = b. Necht deg(b) > deg(a). Polozme

b* = b — le(b)le(a) Lades®)—desla),
Rozlisime dva piipady:

e b*=0: Je
b= lc(b)lc(a)_1xdeg(b)—d€9(a)a

a vezmeme ¢ = lc(b)lc(a) " pdes®)=desl@)  — 0,

e b* # 0: Protoze polynom lc(b)lc(a) ™ tzde9®)=d9(@)q m4 stupenn deg(b) a
vedouci koeficient lc(b), je deg(b*) < deg(b). Dle indukéniho predpo-
kladu existuji polynomy ¢*,r* nad télesem T takové, ze

b*=aq"+r", " =0V (r* #0A (deg(r*) < deg(a)))
Méame

h — b*—l—lC() ( ) 1 deg(b deg(a)a
= aq* +r* + le(b)lc(a)Lades®)=des(a)
— (lC(b)lC( ) lxdeg(b) deg(a )—I—q*)—i-r*

a vezmeme q = lc(b)lc(a) ' ades®)=degla) 4 gx p = p¥,

Polynom ¢ se nazyva (neuplny) podil a polynom r se nazyva zbytek
pii déleni polynomu b polynomem a (oznaceni: r = b mod a).

4.5.5. Poznamka.
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1. Véta 4.5.4 si opravdu zaslouzi nazev ”algoritmus déleni”, protoze jeji
ditkaz je vlastné rekurzivnim algoritmem pro vypocet podilu a zbytku.
Pro nenulovy polynom b vypocitdme polynom b*, ktery je nulovy (a v
tom piipadé algoritmus konci) nebo je nenulovy stupné mensiho nez je
stupeni polynomu b a na polynom b* aplikujeme tyz postup (rekurze).
Po kone¢né mnoha krocich musi vypocet skoncit — kdyby vzdy bylo
b* # 0, dostévali bychom neustale polynomy mensiho a mensiho stupné.

2. Mozna jste se ve Skole ucili délit polynom polynomem se zbytkem.
Rozmyslete si, Ze jste postupovali stejné jako zde uvedeny algoritmus
pro déleni polynomi se zbytkem. Rozdil byl samoziejmé v tom, ze ve
skole jste pracovali s polynomy s racionalnimi, redlnymi ¢i maximalné
komplexnimi koeficienty, kdezto my ted uvazujeme polynomy nad libo-
volnym télesem.

3. Proc¢ ve vété 4.5.4 pracujeme s polynomy nad télesem? Algoritmus pra-
cuje s prvkem lc(a)™! a jeho existence v télese je zarucena. Na druhé
strané, pro zadny jiny prvek inverzi algoritmus nepotiebuje. Lze tedy
algoritmus déleni se zbytkem aplikovat i tehdy, pokud I je obor in-
tegrity s jednotkovym prvkem, a,b € I[z], a # 0, vedouci koeficient
polynomu a je invertibilnim prvkem oboru integrity I (coZ je specielné
splnéno vzdy, kdyZ polynom a je monicky). Takze napiiklad polyno-
mem z° — 222 + 3z — 4 1ze se zbytkem vydélit libovolny polynom ze
Z[z] (a podil a zbytek budou mit vSechny koeficienty celo¢iselné!).

4.5.6. Poznamka. Necht T je téleso. Necht a,b € T'[z], a # 0. Pak

1. a/b—bmoda

2.0=0V (b#0Adeg(b) < deg(a)) <= bmod a ="b
4.5.7. Véta. Necht T je téeleso. Necht a,b € T|x], a # 0 nebo b # 0. Pak
existuje jeding monicky polynom d € T[x] takovy, Ze

1. d/aAd/b

2. (VeeT[z]) ¢c/anc/b=c/d

DUKAz. Nejdrive dokdZeme jednoznacnost.
Necht d; € T[z], d; je monicky,
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2. (VeeT[z]) c/anc/b= c/d;

pro i = 1,2. Chceme: d; = ds.
Informace

1. di/aAdy/b

2. (Ve € Tlz]) ¢/a A c/b = c/ds
davé d, /ds,

1. dy/a Ndy/b

2. (Ve € T[x]) ¢/a A /b= c/d;

dava dg/dl.

Celkem tedy di/ds a dy/d; a jelikoZ polynomy d;, dy jsou monické, je
d; = dy (viz cviceni).

Nyni dokazeme existenci.

Polozme

D ={sa+tb| s € T[z], t € T[z], sa+ tb+# 0}

Jestlize a # 0, pak a = la + 0b € D. Jestlize b # 0, pak b = 0a + 1b € D.
Jelikoz a # 0 nebo b # 0, je D # (). Také D C T[], 0 ¢ D.

Bud e polynom nejmensiho stupné v D, tedy e € D a pro v8echna f € D
je deg(e) < deg(f). Takovych polynomi e mize byt vic, my si vezmeme jeden
z nich.

Polozme d = lc(e)~te. Pak d je polynom nad télesem T, d je monicky,
deg(d) = deg(e), pro vechna f € D je deg(d) < deg(f). Ukdzeme, ze

1. dfaAdfb
2. (VeeTz]) c/anc/b=c/d
Protoze e € D, existuji polynomy s,t € T[z], e = sa + tb. Je
d=lc(e) 'e =lc(e) ' (sa+ tb) = lc(e) ' sa + lc(e)'tb

Polozme u = lc(e)™'s, v = lc(e)~ . Pak u,v € T[x], d = ua + vb.
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e Ukdzeme, Ze d/a.

Existuji ¢, € T|x], a = dg+r, r = 0 nebo r # 0, deg(r) < deg(d).
Predpokladejme, 7e r # 0. Je tedy deg(r) < deg(d). Po¢itejme:

a = dq+r
a = (ua+vb)g+r
a—(ua+vb)g = r
a—uaq—vbg = r
(1 -ug)a+ (—vg)b = r

Protoze 1 —uq € T|x], —vq € Tlz], r # 0, je r € D. Pak ovSem
deg(d) < deg(r), spor. Nutné tedy r = 0, a = dq, d/a.

Obdobné lze ukazat, ze d/b.
e Necht ¢ € T[z], ¢/a, ¢/b. Ukdzeme, ze c/d.
Staci si pfipomenout, Ze d = ua + vb, kde u,v € T[x].
4.5.8. Definice. Polynom d z véty 4.5.7 se nazyva nejvétsi spole¢ny dé-
litel polynomi a a b; piseme d = GCD(a,b).

4.5.9. Dusledek (dtkazu). Nechl T je téleso, a,b € T[z], a # 0 nebo
b # 0. Pak existuji u,v € T|x] takové, Ze

GCD(a,b) = ua + vb

4.5.10. Poznamka. Necht T je téleso. Necht a je polynom nad télesem T,
a # 0. Pak GC'D(a,0) = lc(a) a.

Euklidav algoritmus (pro polynomy)
VsTup: a,b € Tx] (T je téleso), a # 0, b#0
Vystup: GCD(a,b)

(a1, a2) «— (a,b)
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KONEC: a; =0
Je-1i ay # 0, provedeme iteraci:

a; =qag+r, ¢r € T[z], r=0V (r #0Adeg(r) < deg(as))

(a1,a2) — (G1,a2), G = ag, Gy =7

Jelikoz @y = 0 nebo @y # 0, deg(az) < deg(as), vypocet skon¢i po konecné
mnoha krocich. Béhem vypoctu stale je a; # 0.
Necht d € T'[z]. Plati:

dfay Ndfay <= d/as Nd/r
Zdtvodnéni:

1. Predpokladejme, ze d/ay Ad/as. Cheeme: d/as Ad/r. Je jasné, ze d/as.
Je r = ay 4+ (—q)ag. Protoze d/a; a d/as, méme d/r.

2. Predpokladejme, ze d/as Ad/r. Chceme: d/a; Ad/ay. Je jasné, ze d/as.
Je a1 = qag + r. ProtoZe d/ay a d/r, mame d/a;.

Tudiz:
GCD(CLl, CLQ) = GCD(G,Q, ’I") = GCD(dl,dg)

Pribéh vypocétu miizeme zapsat nasledovné:

(a,b) — - — (a,0)
Je GCD(a,b) = GCD(a,0) = lc(a) a (je a # 0),

| GCD(a,b) = lc(a) o |

4.5.11. P¥iklad. Pomoci Euklidova algoritmu vypocteme GC D(z? +z, % +
2), kde 2% + x a 2% + 2 jsou polynomy nad télesem Zs.

(2 + 2,2 +2) = (2®+ 2,2+ 1) = (2 +1,0)

Zaveér: GOD(2? + z, 22 +2) = o + 1.
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Rozsifeny Euklidtv algoritmus (pro polynomy)
VsTuP: a,b € T[x] (T je téleso), a #0,b#0

Vystur: GCD(a,b), s,t € T[x], GCD(a,b) = sa + tb

(a1,(12) — (fl» b)a (ppr) — (O, 1), (Q17Q2) — (LO)
KONEC: a9 =0

Je-li ay # 0, provedeme iteraci:

a; =qas+r, ¢r € T[z], r=0V (r #0Adeg(r) < deg(as))

(a1,a2) = (G1,G2), @1 =as, G =T
(p1,p2) = (P1,D2); D1 =DP2, D2 =DP1+qp2
(q17q2> — (qlqu)a ql = {2, 62 =q1 + qq2

Vime jiz, Ze vypocet skon¢i po koneéné mnoha krocich (viz Euklidtiv
algoritmus pro polynomy).

Doy + D@2 = (p1+qp2)as + por
= P10z + qp2a2 + par
= piag + pa(qaz +7)
= p1a2 + p2ay
= P2aj + p1ag

Ukazali jsme, ze béhem vypoctu algoritmu stéle plati

DGy + PG = p2ay1 + p1a2

Qo1 + Q102 = (q1 +qg2)as + gor
= 102 + QG202 + GoT
= qaz + q(qaz +7)
= 102 + G201
= G201 + 102
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Ukézali jsme, Ze béhem vypoctu algoritmu stédle plati

o1 + q1G2 = qza1 + q1a2

D1 — @by = (@1 +q92)p2 — g2(p1 + gp2)
= 1P2 + qq2p2 — q2P1 — G29D2
= qip2 — q2P1
= —(@p1 — qp2)

Ukézali jsme, Ze béhem vypoctu algoritmu stéle plati
@Dy — GP2 = —(@2p1 — q1p2)

Béhem vypoctu se tedy zachovavaji nasledujici invarianty:

1.

D@1 + PGz = p2a1 + p1a2
2.

o071 + @102 = @201 + q1 a2
3.

qoPy — ¢1Py = _(92291 - Q1p2)

Prabéh vypocétu miizeme zapsat nasledovné:

(a,b) —1 ... =, (a,0)
(0, 1) —> — (51,ﬁ2>
(L0) = ... = (n.72)

Vime jiz, ze

| GCD(a,b) = lc(a) o |

(viz Euklidiiv algoritmus pro polynomy).
Invariant 1 dava
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fora+01-0 = 1-a+0-b

Invariant 2 dava

Yora+v:-0 = 0-a+1-0
Yoor = b

Invariant 3 dava

Vb —mPe = (0-0—-1-1)-(=1)"
Y1 — P = (_1)n+1
Vb —fa = (—1)
Bi(ea) —1i(Bea) = (1)
Bib—ma = (=1)".
(—m)a+pb = (=1)
(=)™ (y)a+ (=) Bib = (=) (=)Mo
(=D)" ma+ (=1)""pib = a
(=)™ le(a) a4+ (=) le() ' Bib = le(a) ta
(=)™ le(a) 'y)a+ (=)™ - le(a)'B1)b = GCD(a,b)

Je tedy

’ s=(=1)"-lc(a) 1y, t = (=1)"" - le(a)7tp ‘

4.5.12. Priklad. Aplikujeme rozsireny Euklidiv algoritmus na vstup a =
2+ x, b = 2% + 2 (polynomy nad télesem Zj).

(2 +x,22+2) =1 (@®+2,2+1) =9 (z+1,0)
(0,1) > (1,1) > (1,z)
(1,0) > (0,1) = (L,z+2)
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Pomocné vypocty:

P4 = 1- (22 +2) +(x+1)
2’ +2 = (x+2)-(x+1)+0

Zaver: GOD(x?+z,2°+2) =x+1,s=1,t =2, 1- (2®+2)+2- (22 +2) =
x+ 1.

Cviceni.

1. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Jestlize f, g jsou mo-
nické polynomy nad oborem integrity I, f/g a g/ f, pak f = g. Dokazte.

2. Najdéte nejvétsi spoleény délitel polynomitl 22+ +1 a x+1 nad télesem
Z,. Najdéte polynomy s, ¢t nad télesem Z, takové, ze GCD(x? + x +
Lz+1)=s(?+z+1)+tx+1).

3. Najdéte nejvétsi spoleény délitel polynomtl 22+ +1 a x+1 nad télesem
Zs. Najdéte polynomy s, t nad télesem Zj takové, ze GCD(x? + x +
Lz+1)=s(z*+x+1)+t(x+1).

4 Samoopravné koédy

V této casti se budeme zabyvat pouze zdkladnimi bindrnimi kédy. Nas vyklad
je zaloZen predevsim na kapitole 1 knihy [3], jejimZ autorem je Elwyn R.
Berlekamp, ktery byl profesorem matematiky a informatiky na Kalifornské
université v Berkeley. Berlekamp byl Siroce znamy pro svou praci v oblasti
informatiky, teorie kédovani a kombinatorické teorie her. Z ceské literatury
doporucuji knihu [1] od Jiftho Adamka, v niZ také najdete hodné tloh k
procviceni.

4.1 Opakovaci kody a kédy kontroly parity

Predpokladejme, Ze chceme posilat bindrni posloupnosti (tj. posloupnosti nul
a jednicek) kanalem se sumem. Pokud posleme jednicku, jednicka pravdépo-
dobné bude piijata; pokud posleme nulu, nula pravdépodobné bude ptijata.
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Avsak obcas Sum kanélu zpusobi, ze posland jednicka bude chybné interpre-
tovana jako nula nebo posland nula bude chybné interpretovana jako jed-
nicka. Prestoze nejsme schopni kanalu zabranit ve zpiisobovani takovych
chyb, muzeme jejich nezddouci G¢inky omezit pomoci kdédovani. Zakladni
idea je jednoduché. Vezmeme posloupnost k ¢islic zpravy, kterou chceme
poslat, pripojime k nim r kontrolnich ¢islic a poSleme kandlem cely blok
n = k + r Cislic. Za predpokladu, ze Sum kanalu zméni dostate¢né malo z
téchto n poslanych ¢islic, mize r kontrolnich ¢islic poskytnout pfijimadi (pii-
jemci) dostatecné informace, které mu umozni detekovat a opravovat chyby
kanalu.

Vysila¢ musi mit néjaké pravidlo pro vybér r kontrolnich ¢islic, je-li dana
posloupnost k ¢islic zpravy. Tomu pravidlu (pfedpisu) se fika kddovdni. Jaké-
koli posloupnost n ¢islic, kterou muze kodér vyslat, se nazyva kddove slovo.
Ackoli existuje celkem 2" réiznych binarnich posloupnosti délky n, pouze 2 z
téchto posloupnosti jsou kédova slova, protoze r kontrolnich ¢islic v jakémkoli
kédovém slové je jednoznac¢né urceno k ¢islicemi zpravy. Soubor sklddajici se
z téchto 2F kédovych slov délky n se nazyva kdd.

Bez ohledu na to, které kddové slovo je poslano, mize byt ptijata jakdkoli
z 2™ binarnich posloupnosti délky n, pokud je v kanalu dostatecné velky
sum. Podle n pfijatych ¢islic se musi dekodér pokusit rozhodnout, které z 2%
moznych kédovych slov bylo vyslano.

Mezi nejjednodussi priklady binarnich kéda patii opakovaci kody, kde
k = 1, r je libovolné kladné celé cislo a n = &k +r = r + 1. Kdd obsa-
huje dvé kédova slova, posloupnost n nul a posloupnost n jednicek. Prvni
Cislici mzeme nazvat cislice zprdvy (informacni cislice); ostatnich r ¢islic
pak kontrolni cislice. Hodnota kazdé kontrolni ¢islice v opakovacim kddu je
totozna s hodnotou dislice zpravy. Dekodér miize pouzivat nasledujici pra-
vidlo: Spocitejte pocet nul a pocet jednicek v prijaté posloupnosti. Pokud
je prijato vice nul nez jednicek, rozhodnéte, ze bylo odeslano kddové slovo
slozené ze samych nul; pokud je vice jednic¢ek nez nul, rozhodnéte, ze bylo
odeslano kédové slovo slozené ze samych jednicek. Pokud se pocet nul rovna
poctu jednicek, nerozhodujte.

Je ztejmé, ze toto dekddovaci pravidlo bude dekédovat spravné ve vSech
pripadech, kdy Sum kanalu zméni méné nez polovinu ¢islic v bloku. Pokud
sum kanalu zméni presné polovinu ¢islic v bloku, dekodér se dopusti selhant,
tj. nebude dekdédovat. Pokud kandal zméni vice nez polovinu ¢islic v bloku,
dekodér se dopusti chyby, tj. dekéduje piijaté slovo jako Spatné (chybné)
kédové slovo. Pokud se chyby kanalu vyskytuji zridka, pravdépodobnost se-
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lhani dekédovani nebo chyby dekdédovani pro opakovaci kéd s velkym r je
jisté velmi mala.

Ackoli povazujeme selhani dekédovani za vhodnéjsi nez chybu dekddo-
vani, uptednostnili bychom spravné dekédovani pred kteroukoli z obou téchto
variant. Samoziejmé je ¢asto mozné provést néjaké presuny mezi chybami
dekédovani a selhanim dekédovani modifikaci dekdédovaciho algoritmu. Uva-
zujme naptiklad bindrni opakovaci kéd s délkou blokt n = 5. Nejprve pred-
pokladejme, ze vSechny pfijaté posloupnosti obsahujici 0, 1 nebo 2 jednicky
jsou dekddovany jako kédové slovo slozené ze samych nul a vSechny prijaté
posloupnosti obsahujici 3, 4 nebo 5 jednicek jsou dekddovany jako kédové
slovo slozené ze samych jednicek. Tento dekdédovaci algoritmus dekdduje ka-
7zdé mozné prijaté slovo jako jedno z moznych kédovych slov; je to uplny dekd-
dovaci algoritmus (dplné dekédovani). Uplné dekédovaci algoritmy nemohou
pii dekédovani selhat. Miizeme v8ak pouzit alternativni, nedpiny (cdstecny)
dekédovaci algoritmus pro stejny binarni opakovaci kdd s délkou blokti n = 5.
Mizeme napriiklad dekédovat vSechny prijaté posloupnosti obsahujici 0 nebo
1 jednicku jako kédové slovo slozené ze samych nul a v§echny posloupnosti ob-
sahujici 4 nebo 5 jednicek jako kédové slovo slozené ze samych jednic¢ek. Tento
algoritmus nedokaze dekédovat posloupnosti obsahujici 2 nebo 3 jednicky.
Prestoze mé tento netplny dekédovaci algoritmus kladnou pravdépodobnost
selhani dekdédovani, ma netplny algoritmus podstatné nizsi pravdépodobnost
chyby dekédovéani.

V nékterych aplikacich se chyba dekdédovani rovna katastrofé. Mize to
napiiklad vést k tomu, Ze raketa nebo vesmirna lod obdrzi nespravny prikaz.
Na druhou stranu selhani dekédovani miize mit za nasledek pouze ignorovani
prikazu. To miize predstavovat jen drobnou neptijemnost, kterou lze pieko-
nat pouhym opakovanim prikazu. V takovych aplikacich se preferuje velmi
netplny dekddovaci algoritmus, ktery zamérné odmitda dekédovat jakékoli
dostatecné nejednoznacné prijaté slovo.

V jinych aplikacich vS§ak nemusi byt mozné opakovat nedekédované zpravy.
V takovych pripadech je selhdni dekédovani témér stejné zavaznou katastro-
fou jako chyba dekédovani. V aplikacich tohoto typu je zaddouci maximali-
zovat pravdépodobnost spravného dekédovani. I kdyz informace obsazené v
prijatém slové mize byt dosti nepriitkaznd, aplny dekédovaci algoritmus se
nikdy nevzda. Bez ohledu na to, jaka posloupnost je ptijata, rozhodne se pro
urc¢ité kédové slovo, i kdyz jeho rozhodnuti je pouze inteligentni odhad.

Pro mnohé kédy je velmi obtizné rozsirit znamé dobré netaplné dekddo-
vaci algoritmy na dobré uplné dekédovaci algoritmy. AvSak obvykle je velmi
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jednoduché ziskat dobré netplné dekddovaci algoritmy z dobrého tplného
dekédovaciho algoritmu.

Vidéli jsme, ze 1ze bez obtizi formulovat Gplny dekédovaci algoritmus pro
binarni opakovaci kédy. Pokud délka bloku je dostatecné velka, pravdépo-
dobnost chyby dekédovani je velmi mala. Avsak tyto kédy maji velmi nizkou
ryclost pfenosu informace (informaéni pomer)

R=_
n

V opakovacim kédu jsou totiz vSechny ¢islice, az na jednu, kontrolni. Obvykle

se vice zajimame o kddy, které maji vyssi rychlost prenosu informace.

Extrémnim pftikladem takovych kéda s vysokou rychlosti pfenosu jsou
kody celkové kontroly parily, které obsahuji pouze jednu kontrolni ¢islici. Tato
kontrolni ¢islice je rovna sou¢tu n — 1 informacnich ¢&islic, pricemz s¢itame
modulo 2, tedy sc¢itdme v Zs. 7 toho plyne, 7ze v kazdém kdédovém slové kodu
celkové kontroly parity je sudy pocet jednic¢ek. Pokud prijaté slovo obsahuje
sudy pocet jednicek, dekodér ho dekéduje beze zmény (tj. jako ptijaté slovo),
avsak pokud prijaté slovo obsahuje lichy pocet jednic¢ek, dekodér ho nebude
dekdédovat. Toto netiplné dekddovaci pravidlo bude dekédovat spravné pouze
tehdy, kdyz se v ptijaté zpraveé nevyskytuje zadna chyba. Jakykoli lichy pocet
chyb povede k selhani dekdédovani. Jakykoli nenulovy sudy pocet chyb zpi-
sobi chybu dekddovani.

Tyto dva priklady, opakovaci kédy a kody kontroly parity, jsou extrémni,
relativné trividlni piiklady binarnich kédi. Opakovaci kédy maji obrovskou
schopnost opravy chyb, ale pouze jednu ¢islici zpravy na blok. Kédy kontroly
parity maji velmi vysokou rychlost prenosu informace, ale protoze obsahuji
pouze jednu kontrolni ¢islici na blok, nejsou schopny udélat vice nez dete-
kovat lichy pocet chyb. Abychom interpolovali mezi témito dvéma extrém-
nimi tf¥idami koda a nalezli kédy, které maji primérnou rychlost prenosu a
prumérnou schopnost korekce chyb, vezmeme v tvahu obecnéjsi tiidu linear-
nich kédi, jejichz specidlnimi piipady jsou opakovaci kédy a kédy kontroly
parity.

4.2 Linearni kédy

V kédu obsahujicim nékolik ¢islic zpravy a nékolik kontrolnich ¢islic musi
byt kazda kontrolni ¢islice néjakou funkei ¢éislic zpravy (tj. musi jimi byt
jednozna¢né urcena). V jednoduchém piipadé kédu celkové kontroly parity
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je jedina kontrolni ¢islice rovna binarnimu souctu vsech cislic zpravy. Pokud
chceme mit nékolik kontrol parity, je rozumné nastavit kazdou kontrolni ¢islici
jako binarni soucet néjaké podmnoziny ¢islic zpravy. Napriklad sestrojime
binarni kdéd s bloky délky n = 6 majici k = 3 ¢islice zpravy a r = 3 kontrolni
¢islice. TTi ¢islice zpravy oznacime cq, co a cg a tii kontrolni ¢islice oznacime
s, ¢5 a cg. Tyto kontrolni ¢islice ur¢ime podle nasledujicich pravidel:

c4 = ¢ + ©
Cy = (C + c3
Cg — c2 + c¢3
nebo, v maticové notaci,
Cy4 1 10 cy
Cs = 1 01 Co
Cg 011 Cs3

Celé kodové slovo sestava z Cislic ¢, ¢, c3, ¢4, c5, 6. Kazdé kédové slovo
musi splhovat nasledujici rovnice kontroly parity:

a1+ C + ¢ =
C1 + C3 + ¢5
Co + C3 + + Cg —

Il
coo

nebo, v maticové notaci,

110100 0
101010 ]|c"=1]0
01 1001 0
Zde ¢ oznacuje sloupcovy vektor, ktery je transpozici fadkového vektoru

C = (Clu Co, C3,Cy, Cs, C6)
Jesté strucnéji mizeme tuto rovnici napsat jako
He =0

kde 0 je tfirozmérny sloupcovy vektor, jehoz slozkami jsou samé nuly, a H
je kontrolni matice

110
H=|1 01
011

O O =
O = O

0
0
1
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Kdédovych slov je 23 = 8 a jsou to tato slova:
000000, 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, 111000

Poté, co je zprava zakédovana, je kddové slovo poslano kanalem se Sumem.
Kanal k nému pficte chybové slovo (slovo Sumu) e = (eq, ea, €3, €4, €5, €5) (zde
i jinde v této kapitole ”slovo”znamena totéz co ”vektor”), kde

e; =0 pokud kanal nezméni ¢ — tou ¢islici
e; =1 pokud kandal zméni ¢ — tou d¢islici

Piijaté slovo je posloupnost r = (rq,re, r3, 4,75, 76), kde r; = ¢;+¢;, nebo,

ve vektorové notaci, r = ¢ + e. Dekodér zacne vypoctem syndromu, ktery je

definovan rovnici
st = Hr"

V nasem prikladé tato rovnice vypada takto:

s 110100
ss |=1 101010 |r"
S3 011001

Aby dekodér dekédoval, musi nakonec odpovédét na otazku: ” Jaké kddové
slovo ¢ bylo vyslano?” Ukazuje se vSak, Ze je snaz$i nejprve odpovédét na
otazku: ” Jaké bylo chybové slovo e€?” Pokud je dekodér schopen najit spravny
chybovy vektor e, pak c lze ziskat ze vzorce ¢ = r —e. (V binarnim piipadé,
tedy v Zg, samoziejmé + je —, rozdil je soucet a ¢ = r—e znamena c = r+e.)

Jestlize r je prijaté slovo, pak mnozina moznych chybovych slov je pravé
mnozina vektorl, které maji tyz syndrom jako r. Proc?

e Piedpokladejme, 7e r = ¢ + e pro néjaké kédové slovo c. Chceme:
Hel = HrT.
Pocitejme: Hel = H(r—c)T = H(x" —cT) = HrT —Hc? = Hr' -0 =
Hr? He = HrT.

e Piedpokladejme, ze Hel = Hr’. Chceme: r = ¢ + e pro né&jaké kédové
slovo c.
Jer = (r —e) + e. Stadi tedy ukazat, ze r — e je kédové slovo. Je
Hr—e)l =HE" —el)=Hr" —Hel =0, H(r—e)T =0, r—e je
kédové slovo.

Predpokladejme napiiklad, Ze prijaté slovo je kédové slovo. Pak Hr? =0
a He” = 0, takze chybové slovo je také kédové slovo.
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Mnozina vSech n — rozmérnych binarnich vektori (tedy prvki vektorového
prostoru Z%), které maji nulovy syndrom, je pfesné mnozina v8ech kédovych
slov (tedy kéd). Nulovy vektor je kédové slovo; je — li x kédové slovo a
k € Zy, pak také kx je kédové slovo, jelikoz H(kx)T = H(kx') = k(HxT) =
kO = 0; jsou — li x a y kédova slova, pak také x 4+ y je kédové slovo, jelikoz
H(x+y)" = Hx"+Hy" = 0+0 = 0. MnoZina viech kédovych slov (tj. kéd)
tvoif tedy podprostor vektorového prostoru Z7. Rikdme proto, Ze mnoZina
vsech kédovych slov tvori linedrni kod.

Na mnoziné Z% definujeme binarni relaci ~ takto:

X ~y <= Hx' = Hy”

Snadno lze ukazat, Ze relace ~ je ekvivalence na mnoziné Z} (dokazte to!).
Tato ekvivalence ur¢uje rozklad Z%/ ~ a kazdou t¥idu tohoto rozkladu nazy-
vame {7ida podle kédu. Dva n — rozmérné binarni vektory lezi ve stejné tridé
pravé tehdy, kdyz maji stejny syndrom.
Ukézeme ted, Ze pocet vektort v kazdé tridé je roven poc¢tu kédovych slov,
tedy je roven 2¥. Z toho pak vyplyva, Ze pocet viech tifd je roven 2p = 2"*.
Necht T je tfida podle kédu. Sestrojime vzajemné jednoznacné zobrazeni

kédu na T'. Zvolme libovolné (ale pevné) néjaké v € T. Uvazme zobrazeni
X=X+ V

(x je kddové slovo).

Presvédéime se nejprve, ze x + v € T. Je H(x + v)T = H(x! +vT) =
HxT + HvT = 0+ Hv?T = Hv?. Vidime, Ze x + v m4 stejny syndrom jako
v, takze x +v e T.

e Zobrazeni je injekce: Necht x, y jsou kédova slova, x + v = y + v.
Chceme: x = y. To jisté plati.

e Zobrazeni je surjekce: Necht w € T'. Hledame kédové slovo x splnujici
X+v = w. Vezmeme X = w — V. Staci se presvédcit, ze w —v je kddové
slovo, tj. ze H(w — v)T = 0. Po¢itejme: H(w — v)T = H(w! —vT) =
Hw! —HvT = 0. Vyuzili jsme fakt, ze v,w € T a tudiz v, w maji tyz
syndrom.

Mozna chybova slova jsou prave slova z tridy, v niZ leZi prijaté slovo.
Dekodér tedy miize okamzité vyloucit vSechna chybova slova, ktera nelezi
ve stejné tridé jako prijaté slovo, tj. chybova slova, kterd maji jiné syndromy.
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V avahu vSak pripadaji vSechna chybové slova, ktera jsou ve stejné tridé jako
pfijaté slovo. Zadné z téchto chybovych slov nelze s jistotou vyloucit. Ale
protoze chyby kanalu jsou pomérné malo casté, néktera chybova slova z dané
tfidy jsou mnohem méné pravdépodobnd nez jinad. Obecné plati, ze chybova
slova s malym poctem jednicek jsou pravdépodobnéjsi nez chybova slova s
mnoha jedni¢kami. Pfesnéji, definujeme vdhu libovolného n — rozmérného
binarniho vektoru jako pocet jednicek v tomto vektoru. V libovolné tridé
miizeme vybrat vektor s nejmensi vahou jako reprezentanta t¥idy. Jednim z
nejpravdepodobnéjsich chybovych slov je reprezentant tridy obsahugici prijaté
slovo.
V nasem prikladu je

H:

e i g—
_ o =
e )
S O =
o= o
— o O

Tridy podle kédu jsou v tadcich néasledujici tabulky. V prvnim fadku je
tfida majici nulovy syndrom, tedy mnozina kédovych slov. V soupisu slov
tfidy je na prvnim misté vzdy uveden reprezentant tridy. Kazdy prvek ta-
bulky je souc¢tem kddového slova, které je nahote v jeho sloupci, a reprezen-
tanta tiidy, ktery je nalevo v jeho radku. Pfipomenime si, ze pro kazdou tfidu
T av €T (za v mizeme vzit reprezentanta tiidy 7)) je zobrazeni x — x + v
bijekce mnoziny vSech kédovych slov na T'.

Slepianova standardni tabulka

syndromy slova
000 000000 001011 010101 O11110 100110 101101 110011 111000
001 000001 001010 010100 011111 100111 101100 110010 111001
010 000010 001001 010111 011100 100100 101111 110001 111010
011 001000 000011 011101 010110 101110 100101 111011 110000
100 000100 001111 010001 011010 100010 101001 110111 111100
101 010000 011011 000101 001110 110110 111101 100011 101000
110 100000 101011 110101 111110 000110 001101 010011 011000
111 001100 000111 O11001 010010 101010 100001 111111 110100

Budeme pouzivat (a jiz jsme vlastné pouzivali) terminologii z nasledujici
definice.

5.2.1. Definice. Kéd se nazyva linearni pravé tehdy, kdyz jeho mnozina

kédovych slov je rovna mnozing viech vektort ¢, které spliwuji rovnici Hel =
0, kde H je binarni matice. Matice H se nazyva kontrolni matice. Délka

102



blok kédu, oznacena n, je rovna poctu sloupcii matice H. Pocet kontrolnich
¢islic kédu, oznaceny r, je roven hodnosti matice H. Pocet informacnich ¢islic
kédu, oznaceny k, je dan vztahem k = n —r. Syndrom slova r je definovan
vztahem sT = Hr?. T¥ida sestava ze vSech slov majicich dany syndrom.
Véaha slova je pocet vSech jednicek mezi jeho n cislicemi. V kazdé t¥idé je
vybrano slovo majici nejmensi vahu jako reprezentant tiidy.

V8echny lineadrni kédy maji dilezité vlastnosti shrnuté v nasledujici véte.

5.2.2. Véta. Jestlize r je prijate slovo, pak mmnoZina mozniych chyboviych
slov je rovna tridé osahujici r. Nejpravdépodobnejsim chybovym slovem je
reprezentant tridy obsahujici r. Dekodovat muzZeme ndsledovne: Vypoctéte
syndrom, najdéte reprezentanta tridy magici tento syndrom a odectéte re-
prezentanta této tridy od prijatého slova, abyste ziskali nejpravdépodobneéjsi
vyslané kodove slovo.

Najednou vyvstavaji dva hlavni problémy: (1) jak vybrat matici H a (2)
jak urcit reprezentanta tiidy, je — 1i dan syndrom?

Pro mald n 1ze na tyto otazky odpovédét vycerpavajicim (exhaustivnim)
hledanim — vyzkousenim vSech moznosti. Pro velka n, k a r jsou vsak oba tyto
problémy obecné nevytesené. Je vSak zndmo velké mnozstvi ”dobrych” metod
vybéru kontrolni matice a nalezeni reprezentanta tridy, znadme — li syndrom.

Trivialni priklady dobrych linearnich kédi jsou opakovaci kédy a kédy
celkové kontroly parity, které jsme predstavili v predchozi c¢asti. Kontrolni
matice pro kody celkové kontroly parity mé pouze jeden radek a n sloupcti

H = (1111...11)

Kontrolni matice pro opakovaci kéd ma n — 1 radki a n sloupct. Pro
n =o:

117000
10100
= 10010
1 0001

Cviceni.
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1. Kolik kédovych slov maji kédy definované kazdou z nasledujicich kon-
trolnich matic?

Ha

I
O = = O
O O = =
— = O O
—_ o O -
— O = O
S O = =
=)
— O O R
—_ O = O
O O = =

Ho =

OO = O
o~ O
O = O O
O O = =
— o
—_ -0 O
o O O =
— O o R
_ o O O

2. Pro kéd definovany kontrolni matici Hs ze cviceni 1 najdéte reprezen-
tanta tiidy obsahujici nasledujici slovo:

e r=111101000
e r = 110101011
e r = 100010001
e r = (10010010

4.3 Hammingovy kody

Pti extrémné nizkych nebo extrémné vysokych rychlostech prenosu je po-
mérné snadné najit dobré linedrni kédy. Abychom interpolovali mezi témito
dvéma extrémy, mohli bychom pouzit jeden ze dvou piistupt: (1) zadit s
nizkorychlostnimi kédy a postupné zvysovat k pridavanim dalsich a dalsich
kédovych slov, ve snaze udrzet velkou schopnost opravy chyb, nebo (2) za-
¢it s vysokorychlostnimi kédy a postupné zvysovat schopnost opravy chyb
a snazit se pritom pridat méalo kontrolnich ¢islic (tj. mélo dalsich kontrol
parity).

Historicky se druhy pristup ukézal jako tispésnéjsi. Toto je pristup, ktery
budeme néasledovat. Zac¢indme sestrojenim jistych kédi pro opravu jednodu-
chych chyb, Hammingovych kédi.

Syndrom chybového slova je ddn rovnici s = He”. Prava strana této
rovnice mize byt napsana jako e; krat prvni sloupec matice H plus ey krat
druhy sloupec matice H plus ez krat treti sloupec matice H plus .... Napfi-
klad, jestlize
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110100
ST = 101010 (61,62,63,64,65,66)T
01 1001
pak
$1 1 1 0 1 0 0
S =e; | 1 |+ea |l O J+e3| 1 |+es| O |4es| 1 |4es| O
S3 0 1 1 0 0 1

Syndrom lze tedy povazovat za soucet téch sloupcti matice H, kde doslo k
chybam kanalu. Pokud je néktery sloupec matice H nulovy, pak chyba na této
pozici nebude mit zadny vliv na syndrom. Kéd na takové pozici nedokaze ani
detekovat chybu. Pokud jsou dva sloupce matice H identické, pak jednoducha
chyba na jedné z téchto dvou pozic mé stejny syndrom jako jednoducha chyba
na druhé z téchto pozic. Obé chybova slova lezi ve stejné tiidé. Vzhledem k
tomu, ze pouze jedno z nich miize byt vybrano jako reprezentant tiidy, muze
byt opravena pouze jedna z chyb. Ptijaté slovo s druhou jednoduchou chybou
bude dekédovano nespravné. Linearni kéd tedy neni schopen opravit vSechny
jednoduché chyby, pokud sloupce jeho kontrolni matice H nejsou vzajemné
rizné a nenulové.

A naopak, predpoklddejme, ze vSechny sloupce matice H jsou nenulové a
vzajemné rizné. Pak jednoducha chyba na jakékoli pozici ma za nasledek jiny
(a nenulovy) syndrom nez jednoducha chyba na jakékoli jiné pozici. Kazdy
chybovy vektor s jednou chybou je reprezentantem tridy a kod je schopen
opravit vSechny jednoduché chyby.

Dokazali jsme nasledujici vétu:

5.3.1. Véta. Linearni kod je schopen opravit vsechna prijata slova s nejvyse
jednou chybou prave tehdy, kdyz vsechny sloupce matice H jsou nenulové a
v2Ajemne Triuzne.

Pti dekédovani dekodér vypocita syndrom piijatého slova. Pokud je syn-
drom nulovy, dekodér predpoklada, ze nedoslo k zadné chybé. Pokud je syn-
drom nenulovy a roven nékterému sloupci matice H, pak dekodér predpo-
klada chybu na prislusné pozici. Pokud je syndrom nenulovy a nerovna se
zddnému sloupci matice H, pak tento netplny dekédovaci algoritmus selze.
Selhani a chyby dekédovani mohou nastat pouze v piipadé, ze dojde ke dvéma
nebo vice chybam. Predpokladejme naptiklad, ze
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011 11
1 11 10
1 10 11

o = O

H:

_— o O O
= =0 O
o O O

1 00 1 01

Jestlize prijaté slovo je r = 101000101, pak dekodér vypocita s = 1100.
Protoze s’ je rovno patému sloupci matice H, rozhodneme se, Ze

e = 000010000, ¢ = 101010101

Jestlize v3ak piijaté slovo je r = 111001111, pak s = 1101. Protoze s”
neni rovno zadnému sloupci matice H, dekédovaci algoritmus selze, zjisti, Ze
v prijatém slovu jsou aspon dvé chyby.

Zeptejme se nyni: " Jaka je nejvétsi moznd délka bloku v linedrnim kédu
opravujicim jednu chybu, ktery ma r kontrolnich ¢islic?” Protoze pocet kont-
rolnich ¢islic je roven maximélnimu poc¢tu linedrné nezavislych radki matice
H, je tato otazka prakticky totoznd s otazkou: ,Jaky je maximalni pocet
vzdjemné riznych nenulovych sloupci, které se mohou vyskytovat v binarni
matici s 7 Fadky?” Odpovéd je jasna: 2" — 1. Predpoklddejme, Ze sloupce ma-
tice H jsou sestaveny ze vSech 2" — 1 nenulovych binarnich r—tic, usporada-
nych v libovolném poradi. Linearni kéd definovany takovou matici se nazyva
Hamminguv kod.

Pro kazdé kladné celé ¢islo r existuje bindrni Hammingtv kéd majici r
kontrolnich ¢islic. Délka bloki tohoto kédu je n = 2" — 1 a pocet informac-
nich &islic (Eislic zpravy) je roven k =n —r = 2" — 1 — r. Kéd je schopen
opravit jednoduchou chybu na jakékoli pozici. Navic, jelikoz kazdy mozny
nenulovy syndrom je roven néjakému sloupci matice H, dekédovani nikdy
neselze. Dekdédovaci algoritmus je uplny. Kazda tfida mé reprezentanta, je-
hoZ véha je nula nebo jedna. Zadné chybové slovo vahy aspoii dva nemiize
byt ani objeveno ani opraveno.

Aby byla zajisténa ochrana proti dvojnasobnym chybam, je nékdy k Ha-
mmingovu kédu pripojena dodatecna kontrola celkové parity. Vysledny kod
mé bloky délky n = 2™, r = m + 1 kontrolnich ¢islic a k = 2™ — 1 — m in-
formacnich c¢islic. Napriklad, Hammingtiv kéd s bloky délky 15 ma kontrolni
matici
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00000001 1111111
y_|0001 11100001111
“"l0o110011001100711

101010101010101

Ptipojenim celkové kontroly parity se ziskd rozsireny Hammingtv kéd s
délkou blokt 16, jehoz kontrolni matice je

11111111111 11T1T171
0o0o0o000O0OO0O1TT1TT1TT1TT1T1T11
H=]10000111100001T1T171
00110011001 1O00O0T11
0601 01010101O01O01O01

Kazdy sloupec kontrolni matice rozsiteného Hammingova kédu ma v hor-
nim fadku 1 a soucet libovolnych dvou sloupcti ma nahote 0. 7Z tohoto di-
vodu se syndrom jakéhokoli chybového slova vahy 2 bude lisit od kteréhokoli
sloupce matice H. Je také nenulovy, jelikoz zadné dva sloupce matice H
nejsou stejné. Jakékoli prijaté slovo s 2 chybami musi zpiisobit selhani de-
kédovani. Rozsitené Hammingovy koédy jsou tedy schopny opravit vsechny
jednoduché chyby a detekovat vSechna chybova slova o vaze 2 (jsou — li v
piijatém slové dvé chyby, dekédovani selze).

Ackoli sloupce kontrolni matice Hammingova kédu mohou byt uspora-
dany v libovolném potadi, nékterd usporadani vedou k mnohem jednodussi
praci nez jinad. Vazny (ale opravdu vazny) zajemce si o tom mize piecist v
Casti 5.1 v [3].

Hammingtv kéd majici bloky délky n = 2™ — 1 ma rychlost pfenosu
informace

R:EZZm—l—mzl_ m
n 2m —1 2m — 1

I kdyz mizeme konstruovat Hammingovy kédy s vétsimi a vétsimi dél-
kami bloki, delsi kédy budou mit rychlost prenosu blizici se 1. Prestoze
jsou tedy velkym krokem vpied od kddu celkové kontroly parity, Hammin-
govy kédy jsou stéle tfidou kodi s velmi vysokou rychlosti prenosu infor-
mace. Nejsou schopny opravit zadné dvojnasobné nebo vicenasobné chyby.
Abychom opravili takové chyby, musime hledat kédy s vétsim poctem kont-
rolnich cislic.
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Pomérné velka slozitost nejjednodussich znamych binarnich kéda opravu-
jicich dvojnasobné chyby ostie kontrastuje s jednoduchosti Hammingovych
kéda. Velké mnozstvi prace v konstruktivni teorii kédovani nasledovalo po
publikovani Hammingova prikopnického ¢lanku v roce 1950. Bylo zavedeno
mnoho novych typi kdédi, ale az na nékolik dilezitych vyjimek byla vétSina
novych konstrukei specializovanymi kédy pro velmi specializované tucely. Do-
konce i dalsi nejjednodussi problém, konstrukce binarnich kédi s relativné
vysokou rychlosti prenosu informace, které by opravovaly jakékoli dvojné-
sobné chyby, zistaval nevytesen. Kdyz Bose a Chaudhuri v roce 1960 a Ho-
cquenghem v roce 1959 konec¢né objevili kédy pro opravu dvojnasobnych
chyb, okamzité nasledovalo zobecnéni pro opravy chyb ¢ — nasobnych, pro
vSechna t.

V mnoha ohledech predstavuje propast mezi Hammingovymi kédy z roku
1950 a BCH kédy z roku 1960 dokonce vice nez deset let vyzkumu. Ve sku-
tecnosti vétsinu Hammingovych vysledki predvidal v trochu jiném kontextu
jiz Fisher v roce 1942 v ¢lanku, ktery Bose dobie znal.

Cviceni.

1. Uvazte tfi Hammingovy kédy definované nasledujicimi kontrolnimi ma-
ticemi:

0 1 111
Hi=101 10011
1 10101
111100

Ho=| 1 11010
1101001
1111000

Hs=| 11 0110

1010101

e Pro kazdy z danych tii kéd dekdédujte prijata slova ry = 1110000
a ro = 1111000.

e Ukazte, ze dvé z danych tii matic definuji tyz kdd.

108



4.4 TUvod do BCH kédu pro opravu dvojniasobnych
chyb

Toto je rozsitujici latka a text bude napsan pozdéji.

5 Koreny polynomt

Cim se budeme zabyvat v posledni ¢asti tohoto textu? To je prece jasné,
¢ekaji nds kofeny polynomi (a problematika s nimi souvisejici). Necht f
je polynom nad R, kde R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym
prvkem. Co je to kofen polynomu f7 Je to takovy prvek ¢ € R, pro ktery je
f(c) =0. Coje to f(c)? Pro

flz) =apa™ + -+ a1z + ap
je

fle) =anc"+---+aic+agp
Hledat koreny polynomu f tedy znamend fesSit rovnici

ap " + -+ axr+ag=0

s neznamou x. (Rovnice tohoto typu se nazyvaji algebraické.)

5.1 Nasobnost a pocet korentl polynomu

Jiz na stfedni skole jste hledali kofeny kvadratickych polynomi (tj. fesili jste
kvadratické rovnice). Zjistili jste tehdy, ze kvadraticky polynom s redlnymi
koeficienty nemé zadny redlny koren, nebo ma jeden redlny koten, nebo mé
dva redlné koreny, avsak nikdy nema vice nez dva kofeny. V této ¢4sti (mimo
jiné) dokézeme obecné tvrzeni: Jestlize f je polynom nad oborem integrity /
s jednotkovym prvkem a f mé stupen n, pak f ma nejvyse n kotent v I.

6.1.1. Véta. Nechl R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym pru-
kem, f je polynom nad R, ¢ € R. Plati:

fle) =0 =z —c/f(x)
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DUKAZ.

<=: Necht x — ¢/ f(z). Existuje g € R[z], f(x) = (x — ¢)g(z). Pak f(c) =
(¢ —c)g(c) =0-g(c) = 0.

—: Necht f(c) = 0. Pfedpokladejme nejprve, ze polynom f je konstantni.
Pak f(x) = a,kde a € R. Je f(c) = a, takze a = 0 a f je nulovy polynom. Pak
je jasné, 7ze z — ¢/ f(x). Predpoklddejme nyni, Ze polynom f neni konstantni.
Pak f(z) = apa™ + ap_ 12" ' + -+ + a1 + ap, kde n je celé &islo, n > 1,
ag, - .., a, € R, a, # 0. Pocitejme:

f(x) = f(x)-0
= flz)—=f(o)
= (ap2" + ap_12" 7+ arr +ag)
(A" + Gy Fare + ag)
= " — ap F a2 — a1+ ayr — aje+ ag — ag

= (2" — ") Fap (2" ="+t a(z— o)

Nyni si sta¢i uvédomit, ze pro kazdé kladné celé ¢islo k plati x —c/x* —c*. Pak
totiz & —c déli kazdy scitanec v a, (2" —c")+ a1 (z" P =" N+ +ay(x—c)
a tedy = — ¢ déli soucet, ¢ili x — ¢ déli f(x).

Pro¢ x — ¢/x* — ¢*? Pro k = 1 je to jasné, pro k > 1 uvaZte rovnost

b — = (- a2 e a4 T

Nyni jiz dokadzeme vétu o poctu kofenti polynomu.

6.1.2. Véta. Necht I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht f je
nenulovy polynom nad oborem integrity I. Jestlize f ma stupen n, pak f ma
nejuysSe n korenu v I.

DUkAz. Postupujme indukci vzhledem k n.

n = 0: Necht f mé stupen 0. Je f(z) = a, kde a € I, a # 0. Pro kazdé c € I
je f(c) = a # 0, takze f nema v I 7adny kofen a tedy ma v I nejvyse n
kofenii.

n > 0: Necht f mé stupen n. Mnozinu v8ech kofenti polynomu f v oboru
integrity I ozna¢me A. Chceme: |A| < n. Jsou dvé moZnosti:
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o A=10:Je|A] =0, takze |A| < n.

o A : Zvolme ¢ € A. Je f(c) = 0 a dle véty 6.1.1. pak = — ¢/ f(z).
Potom f(z) = (x —¢)g(x) pro néjaky polynom ¢ nad I. Mnozinu vSech
kofenii polynomu ¢ v oboru integrity I oznac¢me B. Protoze polynom
f je nenulovy, je také polynom g nenulovy. Plati: n = deg(f(x)) =
deg((x —c)g(x)) = deg(x — ¢) + deg(g(z)) = 1 + deg(g(x)). Vidime, ze
polynom g méa stupen n — 1. Dle indukéniho predpokladu |B| < n — 1.
Ukézeme ted, ze A C {c}U B. Zvolme libovolné¢ d € A. Musime ukézat,
ze d € {c}UB. Protoze d € A, je f(d) =0. OvSem f(x) = (z —c)g(x),
takze f(d) = (d—c)g(d), (d—c)g(d) = 0. JelikoZ g je polynom nad I a
del,jeg(d) €l Tudizd—ce I, g(d) € I, (d—c)g(d) = 0. Protoze [
je obor integrity, dostdvame d — ¢ = 0 nebo g(d) = 0. Pokud d — ¢ = 0,
je d =catedy d € {c} UB. Pokud g(d) = 0, je d € B a tedy také
d € {c} U B. Nyni vime: |B| <n—1a A C {c} UB. Proto

Al <H{dUBl<{e}[+[Bl=1+[B[<1+(n—1)=mn, [A[<n

6.1.3. Poznamka.

1. Samoziejmé se mize stat, ze polynom méa méné kofeni, nez je jeho
stupen. Napfiklad kvadraticky polynom 22+ 1 je polynom nad télesem
R, ktery neméa zadny kofen v R.

2. V dikazu véty 6.1.2. bylo podstatné, Ze I byl obor integrity. Z (d —
c)g(d) = 0 jsme mohli odvodit, 7ze d — ¢ = 0 nebo g(d) = 0. Pokud
bychom uvazovali polynomy nad komutativnimi asociativnimi okruhy s
jednotkovym prvkem, nebude véta 6.1.2. platit — naptiklad kvadraticky
polynom z? + z nad Zg ma 4 kofeny v Zg (najdéte je!).

Nakonec jesté budeme definovat nasobnost kotene (nebot je slibeno v
nazvu, ze se v této ¢asti o nasobnosti korene aspon néco fekne).

6.1.4. Definice. Necht R je komutativni asociativni okruh s jednotkovym
prvkem. Necht f je polynom nad R, ¢ € R, k je nezidporné celé ¢islo. Rikdme,
ze prvek c je k-nasobnym kotfenem polynomu f, pokud

(@ =)/ f@) A =((z =)/ f(2)
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6.1.5. Poznamka. O nasobnosti kofene polynomu si miizete piecist v pa-
ragrafu 1 N&asobnost kofene polynomu. Hornerovo schéma v kapitole XV
Vlastnosti kofent polynomi v ucebnici [5]. Pfectete si tam napiiklad to, jak
miuzete nasobnost kotfene zjistit pomoci Hornerova schématu.

Cviceni.
1. Zjistéte nasobnost koreni ¢; = %, ¢y = —2 polynomu
f(x) = 82" + 425 — 22° + 32" — 62° — 227 + 4o — 1 € Q|7]
2. Necht f je polynom nad oborem integrity / s jednotkovym prvkem,

c € I, k je nezaporné celé cislo. Dokazte: ¢ je k-nasobnym kofenem
polynomu f pravé tehdy, kdyz existuje g € I[z] takovy, zZe

f(@) = (z—c)g(x) A g(c) #0

5.2 Zakladni véta algebry

Pod nazvem Zakladni véta algebry se skryva nésledujici tvrzeni:

6.2.1. Véta. (Zakladni véta algebry) Kazdy nekonstantni polynom s kom-
plexnimi koeficienty md aspon jeden komplexni kofen.

Zakladni vétu algebry dokazovat nebudeme. Vétu poprvé presvédciveé do-
kazal C. F. Gauss v roce 1799. Prestoze tvrzeni Zakladni véty algebry je
snadno pochopitelné i pro stiedoskolského studenta, pro jeji dikazy to v
zadném pripadé neplati.

Zakladni véta algebry ma zajimavé a vyznamné disledky. Jeden z nich
uvedeme a také dokazeme.

6.2.2. Disledek. Necht f je nekonstantni monicky polynom stupné n s
komplexnimi koeficienty. Pak f lze v Clz] rozlozit na soucin n monickgjch
linearnich polynomu, pricemz tento rozklad je jednoznacny az na poradi.

DUKAZ.
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1. Existence: Postupujme indukei vzhledem k deg(f) = n. Pro deg(f) =
1 neni co fesit, hledanym rozkladem je "rozklad” f = f. Necht tedy
deg(f) = n > 1. Dle Zakladni véty algebry existuje komplexni ¢islo
¢, f(c) = 0. Pak x — ¢/f (viz 6.1.1) a tedy f = (x — ¢)g pro né&jaky
polynom g nad C. Je f # 0, takze g # 0, 1 = lc(f) = le((x — ¢)g) =
le(x—c)le(g) = 1-le(g) = le(g). Vidime, Ze g je monicky polynom. Déle,
n=deg(f) = deg((x—c)g) = deg(x—c)+deg(g) = 1+deg(g), deg(g) =
n — 1. Dle indukéniho predpokladu existuji monické linearni polynomy
hi,... hy1 € Clx], g=hy-- hy_q. Takze f = (x — c)hy -+ hy_1.

2. Jednoznac¢nost: Necht g1 ---g, = hy---hy, kde g1,...,9, a hy,..., h,
jsou monické lineadrni polynomy nad C. Chceme: Existuji i1, ...,7, € Z,
{1,...,n} ={i1, .- in}t, g1 = hiyy - -+, gn = hy,. Je g1 = x+c pro néjaké
c € C. Pak g1(—c) = 0 atedy také (g1--- gn)(—c) =0, (hy - hy)(—c) =
0, hi(—c) - hp(—c) = 0. Existuje iy € {1,...,n}, h;y(—c) = 0. OvSem
hi;; = x + d pro néjaké d € C. Pak 0 = h;,(—¢) = —c+d, 0 = —c + d,
c=d, g1 = hy. Je

9192 Gn = hl"'hilflhilhi1+1"'hn
9192 9n = hi---hy_1g1hi 41 hy
Go G = hl"'hil—lhi1+1"'hn

Nyni obdobné postupujeme déle. Najdeme is € {1,...,n} —{i1}, go =
h;,, atd.

129

5.3 Binomické rovnice
Rovnice
" —a=0

kde n je kladné celé ¢islo a « je nenulové komplexni ¢islo, se nazyva bi-
nomickda rovnice. Chceme najit vSechna feSeni binomické rovnice v oboru
komplexnich ¢isel. ReSeni rovnice 2" — a = 0 nazyvame n-té odmocniny z .

Ukol. Prostudujte paragraf 1 Binomické rovnice v kapitole XVII Algebraické
feSeni algebraickych rovnic v knize [5]. Alternativné mizete prostudovat ¢asti
2 Druhd odmocnina komplexniho ¢isla, 8 Odmocniny komplexnich ¢isel s
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celymi kladnymi odmocniteli a 10 Binomické rovnice v kapitole 2 ReSeni
nékterych specidlnich typt algebraickych rovnic v knizce [11]; najdete tam
téZ hodné prikladd i cvifeni. Vyhodou knizky [11] je volnd dostupnost na
internetu.

Cviceni.

1. Najdéte viechna Fegeni binomické rovnice z* — 1 = 0 v oboru komplex-
nich ¢isel.

2. Najdéte vSechna FeSeni binomické rovnice 2 — 1 = 0 v oboru komplex-
nich ¢isel.

5.4 Kwvadratické a kubické rovnice

Jak vite, kvadraticka rovnice je rovnice
ar* +bx+c=0

kde a, b, ¢ jsou komplexni ¢isla, a # 0.
Kubicka rovnice pak je rovnice

ar® +br’ +cx+d=0

kde a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla, a # 0.

Chceme najit vSechny koteny kvadratické rovnice i kubické rovnice v
oboru komplexnich ¢isel.

Jiz na stfedni skole jste se naucili, jak postupovat pii feseni kvadratické
rovnice. Ted si tento postup zopakujete a také se naucite tzv. Cardanovy
vzorce pro vypocet kofentt polynomu stupné tietiho.

Ukol. Prostudujte ¢asti 1 Kvadratické rovnice s realnymi koeficienty, 3 Kva-
dratické rovnice s komplexnimi koeficienty a 9 Kubické rovnice a rovnice
¢tvrtého stupné v kapitole 2 Reseni nékterych specidlnich typt algebraic-
kych rovnic v knizce [11]. Opét konstatuji, ze knizka [11] je snadno a legalné
dostupna na internetu a obsahuje hodné ptikladi i cviceni. Také v ni v kapi-
tole 2 najdete dal$i zajimavé informace souvisejici s pravé probiranou latkou
— napiiklad ¢asti 4 Reseni nékterych rovnic prevedenim na kvadratickou rov-
nici, 5 Slovni tlohy vedouci na kvadratickou rovnici, 13 Reciproké rovnice
tretiho stupné, 14 Reciproké rovnice ¢tvrtého stupné, 15 Reciproké rovnice
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patého stupné. Muzete si také precist paragraf 2 Algebraicka feSitelnost rov-
nic 2., 3. a 4. stupné v kapitole XVII Algebraické feseni algebraickych rovnic

vvvvvv

Cviceni.
1. Vyieste rovnici 2 + 2z + 3 = 0 v oboru komplexnich &isel.

2. Vyfeste rovnici 23 — 62 — 9 = 0 v oboru komplexnich ¢isel.

5.5 Koreny polynomt nad celymi cCisly

Zde vyslovime a dokdzeme jednoduché tvrzeni, které lze pouzit k nalezeni
vSech racionalnich kotfent polynomu s celociselnymi koeficienty.

6.5.1. Tvrzeni. Necht n je kladné celé cislo. Necht
f(2) = anz™ + ap_12" - 4+ a1z + ag

je polynom nad celymi cisly, tj. ag, . .., a, jsou cela ¢isla. Necht r,s jsou cela
cisla, s > 0, v a s jsou nesoudélnd. Jestlize f(£) =0, pak r|ag a s|a,.

DUKAz. Predpokladejme, ze f(Z) = 0. Pak

T\ " 7\ "1 T
CLn(—) +(ln_1<—> +---+a1(—)+a0:0
S S S

Rovnost vynasobime ¢islem s™. Dostaneme

™+ apy 7"l s+ ags" =0

s, .. airs™ !, takze r|ags™.

Cislo r déli vSechny sc¢itance a,r™, a,_ 17"~
Jelikoz r_Ls, mame r|ay.
Cislo s déli viechny séitance a, 17" 's, ..., a;rs"" !, aps”, takie s|a,r™.

Jelikoz rLs, mame s|a,.

Jak nam pomize tvrzeni 6.5.1 pii hledani racionalnich kotfenid polynomu
f(x) = apa™ + ap_12™ 1 + - - + ayx + ag? Jisté lze predpokladat, ze a, # 0.
Piedpokladejme také, ze ag # 0. Jestlize f(%) =0 (r,s € Z, s > 0, r Ls), pak
dle 6.5.1 mame r|ag a s|a,. OvSem r|ag dava |r| < |ag| a s|a, dava |s| < |a,].

115



Dostaneme tak konecny pocet kandidatt na raciondlni kofen polynomu f(z)
a dosazenim zjistime, ktery z kandidati opravdu je korenem.

Mozna namitnete, 7ze mize byt ag = 0. Pak pro kazdé celé c¢islo r mame
rlag a mame nekonecné mnoho kandidati na kofen polynomu f(x). Ano,
avSak i v pripadé ap = 0 nadm tvrzeni 6.5.1 pomuze ziskat pouze konecny
pocet kandidati na koten. Jak? Na to jisté prijdete sami.

Cviceni.
1. Najdéte viechny raciondlni kofeny polynomu 2z° — 3z% + 223 — x + 1.

2. Necht n je kladné celé ¢islo. Necht
f(x) = apa" + ap 2" P+ a4 ag

je polynom nad celymi ¢isly, tj. ag,...,a, jsou celd ¢isla. Necht r,s
jsou celd Cisla, s > 0, 7 a s jsou nesoudélna. Jestlize f(%) = 0, pak 7 —
ms/ f(m) pro libovolné celé ¢&islo m. Specielné r—s/f(1) ar+s/f(—1).
Dokazte.

3. Najdéte vsechny racionalni kofeny polynomu 3 — 622 + 15z — 14.

4. Najdéte viechny komplexni kofeny polynomu 3 — 2% + 3z + 5. Po-

znamka: Mozna se vam bude hodit algoritmus déleni pro polynomy
(véta 4.5.4).

5. Najdéte viechny komplexni kofeny polynomu z* — 223 — 422 — 162.

5.6 Hornerovo schéma

Necht n je kladné celé ¢islo, I je obor integrity s jednotkovym prvkem. Necht
f(x) = anz™ + ap_12" 7t + -+ a1z + ag

je polynom nad oborem integrity I, tj. ag,...,a, € I.

Hornerovo schéma je efektivni algoritmus pro uréeni hodnoty f(c), kde
¢ € I. Kdy se ndm to bude hodit? Napiiklad tehdy, kdyz budeme chtit zjistit,
zda ¢ je kofenem polynomu f(zx).

Myslenku, na niz je Hornerovo schéma zalozeno, ukazeme nejprve pro
n = 4. Mame

f(z) = agz* + asx® + axx® + a1 + a
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P¥i naivnim vypoc¢tu hodnoty f(c) postupujeme takto:
f(c) = agecee + agece + asee + ajc + ag

Vidime, 7ze potifebujeme provést 10 nasobeni a 4 s¢itani. Pti chytiejsim poci-
tani postupné vypoéitame cc = 2, c?c = ¢ a ¢*c = ¢* — k tomu potiebujeme
3 ndsobeni. No a pak spofteme asc* + asc® + asc® + ajc+ ag = f(c) - ted
jsme potiebovali 4 ndsobeni a 4 s¢itani. Celkem jsme tedy pro vypocet f(c)
potfebovali 7 nasobeni a 4 sc¢itani.

Mizeme postupovat jesté chytieji? Ano, a to s vyuzitim vztahu
f(2) = ayr* + as2® + as2® + a1 + ag = (((a4z + as)x + az)x + ay)x + ag

Tento vztah je zdkladem Hornerova schématu pro n = 4. Vidime, ze k vy-
poctu f(c) ted potfebujeme 4 ndsobeni a 4 s¢itani.
Obecné, zakladem Hornerova schématu je vztah

fl@)=(..(((apx + ap_1)x + apn_o)xr + ay_3)x + - -+ a)x + ap

Dle Hornerova schématu pro vypocet hodnoty f(c) je potFeba n nasobeni a
n scitani.

Lze dokonce dokézat, ze Hornerovo schéma je nejlepsi algoritmus pro vy-
hodnoceni polynomu — neexistuje zadny algoritmus, ktery by pouzival méné
nez n scéitani a také neexistuje zadny algoritmus, ktery by pouzival méné nez
n nasobeni.

Na zavér si jesté pov§imnéte, ze pii naivnim vypoc¢tu f(c) (pouhym do-
sazenim za x) je potfeba % nasobeni a n s¢itani, a pfi vypoctu, v némz
si nejdifve postupné uréime hodnoty 2,3, ..., c", pak pouZijeme 2n — 1 né-
sobeni a n sc¢itani.

6.6.1. Poznamka. Muzete si precist pomérné podrobné pojednani o Horne-
rové schématu v paragrafu 1 Nasobnost kofene polynomu. Hornerovo schéma
v kapitole XV Vlastosti kofentt polynomi v knize [5]. Tam se také doctete,
jak lze Hornerovo schéma vyuzit pii urc¢ovani nasobnosti kotene.

Cviceni.
1. Uzitim Hornerova schématu uréete kofeny polynomu z*—a3 —722+246.
2. Kterd 7 ¢isel —3,-2,0, 1,2, 3,4 jsou kofeny polynomu p(x)?
p(r) = 2° — 2* — 102® — 52 — 21z + 36
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6 Pokyny (doporuceni) k tempu studia

Mnozi si jisté sami dobie rozdélite ¢as vénovany (samo)studiu predmétu Al-
gebra s aplikacemi. Nékterou latku pochopite rychleji (poznate to napiiklad
z toho, ze snadno vytesite cviceni ¢i budete schopni samostatné dokazat tvr-
zeni nebo aspon dikazim dobfe porozumite), nékteré latce budete muset
vénovat vice Casu.

Pti studiu pfredmétu na univerzité budete samoziejmé mit svého konkrét-
nitho vyucujiciho, ktery vam (moznd) da pokyny ¢i doporuceni k organizaci
studia prfedmétu nebo se s nim aspon budete moci poradit.

NizZe najdete doporuceni k tempu studia. Latka, obsazend v této studijni
opote, je rozdélena do 13 tydni, nebot pravé tolik tydnt ma vyukova Céast
semestru. Nedivte se, ze néktery tyden byste méli prostudovat 16 stran a v
jiném tydnu 1 stranu — souvisi to samoziejmé s tim, ze néktera latka je v
opofre primo vylozena, kdezto jinou latku méate celou studovat z jiného textu.

Navrh rozdéleni studia predmétu Algebra s aplikacemi do 13
tydnt:

Jestlize jste jesté necetli kapitolu 1 Uvod (strany 2 — 6), pak si ji uréité
prectéte.

1. 2.1 Uvod, 2.2 Indukce, 2.3 Algoritmus déleni: GCD a LCM
strany 6 — 22

2. 2.4 Prvocisla, 2.5 Modularni aritmetika
strany 22 — 35

3. 2.6 Refeni linedrnich kongruenci, 2.7 Eulerova véta
strany 35 - 51

4. 2.8 Kryptografie s vefejnym klicem
strany 52 — 65

5. 3.1 Zakladni pojmy teorie grup
strany 66 — 67

6. 3.2 Priklady grup
strany 67 — 68
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10.

3.3 Lagrangeova véta a jeji dusledky, 3.4 Cyklické grupy
strana 68

. 4.1 Definice algebraické struktury, 4.2 Pologrupy a monoidy, 4.3 Okruhy

a télesa
strany 68 — 78

. 4.4 Algebra polynomi, 4.5 Euklidiv algoritmus pro polynomy

strany 79 — 96

5.1 Opakovaci kédy a kédy kontroly parity, 5.2 Linedrni kédy, 5.3 Ha-
mmingovy kédy
strany 96 — 109

11. 6.1 Nasobnost a pocet kofeni polynomu, 6.2 Zakladni véta algebry, 6.3
Binomické rovnice
strany 110 — 115

12. 6.4 Kvadratické a kubické rovnice, 6.5 Kofeny polynomt nad celymi
¢isly, 6.6 Hornerovo schéma
strany 115 — 118

13. Casové rezerva.
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