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1 Úvod

Tento text má slou¾it studentùm jako pomùcka pøi studiu pøedmìtu Algebra
s aplikacemi.

Jednotlivé kapitoly (èásti) této studijní opory jsou zpracovány dvojím èi
vlastnì trojím zpùsobem. V nìkteré kapitole je probíraná látka v textu pøímo
vylo¾ena a výklad je doplnìn nìkolika cvièeními. Jindy je ètenáøi (studentovi)
po krátkém úvodu do problematiky ulo¾eno, kde a co pøesnì má nastudovat.
Nìkdy dokonce tento úvod do problematiky chybí a ètenáøi je pøímo ulo¾eno
samostudium, av¹ak takto postupuji pouze v tom pøípadì, kdy ètenáøe od-
kazuji na svùj studijní text [10]. Nìkdy následují dal¹í doporuèení, napøíklad
co dal¹ího by bylo dobré si pøeèíst. Ve vìt¹inì pøípadù je ulo¾eno studium z
textu [10]:

Martin Kuøil: Základy algebry.
https://kma.ujep.cz/administrace/uploads/8f878f1.pdf

Text je volnì dostupný na internetu. V pøípadì problémù s jeho získá-
ním mi napi¹te (adresu najdete na konci této studijní opory). Jde o studijní
text, který je zatím ve fázi pøípravy, av¹ak nìkteré kapitoly jsou ji¾ hotové,
napøíklad je hotová celá èást vìnovaná grupám (pochopitelnì, i hotové èásti
je¹tì mohou být zmìnìny { hlavnì budou opravovány pøípadné chyby). Text
je vhodný pro samostudium a jako studijní opora (nejen) pro studenty dista-
nèní a kombinované formy studia. Výklad je veden ve volném tempu a je
provázen mnoha pøíklady. Dùkazy tvrzení a vìt jsou a¾ nezvykle podrobné.
Výhodou také jistì je, ¾e studijní text, jak jsem se ji¾ zmínil, je volnì do-
stupný na internetu, a to na mé stránce na stránkách Katedry matematiky
Pøírodovìdecké fakulty UJEP.
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Ve dvou pøípadech je ètenáøi ulo¾eno studium z vysoko¹kolské uèebnice
[5]:

Jaroslav Bla¾ek, Milan Koman, Blanka Vojtá¹ková: Algebra a teoretická arit-
metika, II. díl. Státní pedagogické nakladatelství, Praha, 1985.

Jde sice o knihu star¹í, av¹ak stále (jak se domnívám) dobøe dostupnou {
napøíklad Vìdecká knihovna UJEP má ve svém fondu celkem 12 exempláøù
této uèebnice (stav ke dni 4.7.2022). Kniha byla v roce 1985 vydána jako
celostátní vysoko¹kolská uèebnice pro studenty matematicko-fyzikálních, pøí-
rodovìdeckých a pedagogických fakult studijního oboru Uèitelství v¹eobecnì
vzdìlávacích pøedmìtù aprobaèního pøedmìtu matematika.

Jak je na pøíslu¹ných dvou místech uvedeno, alternativnì je místo uèeb-
nice [5] mo¾no pou¾ít kní¾ku [11]:

Miroslav ©isler: O øe¹ení algebraických rovnic. Mladá fronta, Praha, 1966.
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403551

Jde sice opìt o publikaci star¹í, av¹ak velmi dobøe dostupnou { kní¾ka je
volnì dostupná na internetu na stránce Czech Digital Mathematics Library
https://dml.cz/. Je to webová stránka nabízející otevøený pøístup k plným
textùm matematických èasopisù, sborníkù a knih vydávaných v historii v
èeských zemích. Velmi vám doporuèuji vyu¾ívat zmínìnou stránku!

Publikace Miroslava ©islera o øe¹ení algebraických rovnic je souèástí edice

”
©kola mladých matematikù". Tato edice byla zalo¾ena roku 1961 na pod-
nìt Ústøedního výboru Matematické olympiády, která tehdy v Èeskosloven-
sku ji¾ deset let úspì¹nì probíhala. Byla urèena støedo¹kolským studentùm,
roz¹iøovala a prohlubovala jejich matematické vìdomosti a pøiná¹ela øadu
zajímavých pøíkladù.

Je jasné, ¾e budete také potøebovat úlohy k procvièení probírané látky.
Zde v této studijní opoøe najdete øadu cvièení, a to pøedev¹ím v tìch kapi-
tolách, ve kterých je látka pøímo vylo¾ena. Pøed chvíli jsem uvedl, ¾e bude
ulo¾eno samostudium z nìkolika vý¹e uvedených textù. Z nich se úlohy k pro-
cvièení vyskytují v uèebnici [5] a v kní¾ce [11]. Kde vzít dal¹í cvièení (úlohy)?
Jistì vám úlohy dá pøímo vá¹ vyuèující nebo vám doporuèí konkrétní (dou-
fejme, ¾e dobøe dostupné) zdroje úloh. Já vám rozhodnì doporuèuji sbírku
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David Stanovský: Pøíklady z algebry. Pracovní verze sbírky pøíkladù k zá-
kladní pøedná¹ce z obecné algebry.
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~stanovsk/vyuka/sbirka.pdf

Ve sbírce najdete celkem 741 úloh. K nìkterým jsou na konci uvedeny
návody, k mnohým jsou uvedena øe¹ení. Sbírka je volnì dostupná na internetu
na stránkách jejího autora (stav ke dni 4.7.2022).

Existují také dal¹í dobré a rozsáhlé sbírky úloh z algebry, napøíklad

A. K. Faddejev, J. S. Sominskij: Zbierka úloh z vy¹¹ej algebry. ALFA, Brati-
slava 1968.

Jde o slovenský pøeklad z ruského originálu. Sbírka obsahuje 1184 cvièení
a také návody a výsledky k vìt¹inì uvedených pøíkladù. Bohu¾el se v¹ak k
této sbírce pravdìpodobnì dostanete jen s velkými obtí¾emi, napøíklad ve
fondu Vìdecké knihovny UJEP se nachází pouze jediný výtisk.

Dobrá je také sbírka úloh

J. Weil, J. Hocquemillerová, D. Allouch, A. Mézard, J.-C. Vaillant, Ch. De-
lorme, Ch. Lavitová, J.-C. Raoult: Rozpracovaná øe¹ení úloh z vy¹¹í algebry.
Academia, Praha, 1987.

Jak název napovídá, øe¹ení úloh jsou podrobnì rozpracována. Fond Vì-
decké knihovny UJEP v¹ak obsahuje pouze tøi výtisky.

Nìkteøí z vás mo¾ná rádi ètou anglicky psanou literaturu. Tìm mohu
doporuèit následující dva texty { jsou dobré a snadno se k nim dostanete:

Frederick M. Goodman: Algebra: Abstract and Concrete. Edition 2.6. Semi-
Simple Press, Iowa City, IA, 2015.
https://homepage.divms.uiowa.edu/~goodman/algebrabook.dir/book.2.6.pdf

Text poskytuje dùkladný úvod do abstraktní algebry. Kniha se vìnuje té-
matùm grupy, okruhy, tìlesa. Kniha obsahuje spoustu cvièení. První a druhé
vydání textu bylo publikováno nakladatelstvím Prentice-Hall. Souèasná verze
je volnì dostupná na internetu na stránkách autora knihy.

Druhým textem pak je

Thomas W. Judson: Abstract Algebra: Theory and Applications
http://abstract.ups.edu/
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Judsonùv text je urèen pro jedno- nebo dvousemestrální bakaláøský kurz
abstraktní algebry. Text obsahuje aplikace, jako je teorie kódování a krypto-
gra�e. Na konci ka¾dé kapitoly je sada cvièení. Povaha cvièení se pohybuje
v nìkolika kategoriích: výpoèetní, koncepèní a teoretické problémy. Na konci
textu je èást s radami a øe¹eními mnoha cvièení. Èasto je v øe¹eních dù-
kaz pouze naèrtnutý a je na studentovi, aby uvedl podrobnosti. Cvièení se
pohybují v obtí¾nosti od velmi jednoduchých a¾ po velmi nároèné.

Jednotlivé èíselné obory budeme znaèit následovnì:

� N { mno¾ina v¹ech pøirozených èísel, N = {0, 1, 2, 3, . . . }

� Z { mno¾ina v¹ech celých èísel, Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . }

� Q { mno¾ina v¹ech racionálních èísel, Q = {a
b
| a, b ∈ Z, b 6= 0}

� R { mno¾ina v¹ech reálných èísel

� C { mno¾ina v¹ech komplexních èísel, C = {a+ bi| a, b ∈ R}

Pøipomeòme: Pro mno¾iny A,B zápis A ⊆ B znamená, ¾e mno¾ina A je
podmno¾inou mno¾iny B (tedy: pro ka¾dý prvek x ∈ A platí, ¾e x ∈ B).
Zápis A ⊂ B znamená, ¾e A ⊆ B a souèasnì A 6= B.

Platí:

∅ ⊂ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

Také budeme pou¾ívat následující znaèení:

� Z+ { mno¾ina v¹ech kladných celých èísel, Z+ = {x ∈ Z| x > 0}

� Z− { mno¾ina v¹ech záporných celých èísel, Z− = {x ∈ Z| x < 0}

� Q+ { mno¾ina v¹ech kladných racionálních èísel, Q+ = {x ∈ Q| x > 0}

� Q− { mno¾ina v¹ech záporných racionálních èísel,Q− = {x ∈ Q| x < 0}

� R+ { mno¾ina v¹ech kladných reálných èísel, R+ = {x ∈ R| x > 0}

� R− { mno¾ina v¹ech záporných reálných èísel, R− = {x ∈ R| x < 0}
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Nezapomeòte na to, ¾e pokud budete na univerzitì studovat, pak budete
mít svého konkrétního vyuèujícího tohoto pøedmìtu. V kontaktní èásti výuky
vám nìkterou èást látky vylo¾í sám, mù¾e vám dát jiné odkazy na literaturu,
ne¾ jsou ty zde uvedené, mù¾ete s ním konzultovat.

V poslední kapitole najdete pokyny (doporuèení) k tempu studia.
Toto je první verze studijní opory. Budou asi následovat verze dal¹í, snad

lep¹í. Jistì v textu najdete nìjaké chyby, nepøesnosti, . . . . Omlouvám se za
nì a budu rád, kdy¾ mi o nich dáte vìdìt.

2 Celá èísla

2.1 Úvod

V této kapitole budeme studovat vlastnosti mno¾iny celých èísel

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }

a podmno¾iny N ⊂ Z pøirozených èísel neboli nezáporných celých èísel

N = {0, 1, 2, 3, . . . }

Pøedpokládám, ¾e znáte elementární logiku, mno¾inovou notaci a základní
vlastnosti binárních operací sèítání (+) a násobení (·) a relaci uspoøá-
dání men¹í nebo rovno (≤) na mno¾inì celých èísel.

Tudí¾ hlavním objektem na¹eho studia v této kapitole bude uspoøádaná
ètveøice

(Z,+, ·,≤)

Tøi dal¹í relace uspoøádání souvisejí s ≤: <, ≥, >.

Princip dobrého uspoøádání:
Ka¾dá neprázdná podmno¾ina mno¾iny N má nejmen¹í prvek.

Poznámka. Princip dobrého uspoøádání lze formulovat také pro mno¾inu Z.
Jestli¾e S ⊆ Z, S 6= ∅, S je zdola omezená, pak S má nejmen¹í prvek.

Cvièení.

1. Zformulujme princip dobrého uspoøádání pro mno¾inu Q: Jestli¾e S ⊆
Q, S 6= ∅, S je zdola omezená, pak S má nejmen¹í prvek. Uka¾te na
pøíkladu (vèetnì øádného zdùvodnìní), ¾e tento "princip"neplatí.

2. Pomocí operace + de�nujte relaci < na mno¾inì N.
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2.2 Indukce

V¹imli jste si asi v pøedchozí èásti a v¹imnete si asi také v této èásti, ¾e
zde nejsou èíslovaná tvrzení, vìty, poznámky. Je tomu tak proto, ¾e teï se
zabýváme základy, principy, nevytváøíme zatím sérii tvrzení. V dal¹í èásti ji¾
èíslovat zaèneme.

Princip dobrého uspoøádání je ekvivalentní s principem indukce.

Princip indukce:
Nech» S ⊆ N. Pøedpokládejme, ¾e S splòuje

1. 0 ∈ S

2. (∀n ∈ N) n ∈ S =⇒ n+ 1 ∈ S

Pak S = N.

Z principu dobrého uspoøádání plyne princip indukce:
Nech» S ⊆ N, S splòuje

1. 0 ∈ S

2. (∀n ∈ N) n ∈ S =⇒ n+ 1 ∈ S

Chceme: S = N.
Pøedpokládejme, ¾e S 6= N. Polo¾me T = N−S. Je T ⊆ N, T 6= ∅ (jeliko¾

S ⊆ N, S 6= N). Dle principu dobrého uspoøádání existuje a = minT . Proto¾e
a ∈ T , a /∈ S, a 6= 0 (je toti¾ 0 ∈ S). Pak existuje b ∈ N, a = b+ 1. Jsou dvì
mo¾nosti, obì dají spor:

� b /∈ S: Pak b ∈ T , a ≤ b, b+ 1 ≤ b, 1 ≤ 0, spor.

� b ∈ S: Pak b+ 1 ∈ S, a ∈ S, spor.

Nutnì tedy S = N. To jsme chtìli.

Z principu indukce plyne princip dobrého uspoøádání. To doka-
zovat nebudeme.

Princip dobrého uspoøádání a princip indukce jsou axiomy {
podstatnì charakterizují pøirozená èísla.
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Princip indukce se èasto pou¾ívá k dùkazu tvrzení o pøirozených
èíslech.
Nech» pro ka¾dé n ∈ N je dáno tvrzení P (n).

Uká¾eme:

1. P (0) (platí, je pravdivé)

2. (∀n ∈ N) P (n) =⇒ P (n+ 1)

Pak P (n) platí pro v¹echna n ∈ N.

Proè to tak je? Proè to funguje?
Ke zdùvodnìní pou¾ijeme princip indukce.
Buï S = {n ∈ N| P (n)}, tj. S je mno¾ina v¹ech pøirozených èísel n, pro

nì¾ platí P (n). Je S ⊆ N. Dále,

1. 0 ∈ S, proto¾e P (0) platí

2. (∀n ∈ N) n ∈ S =⇒ n+ 1 ∈ S
Zdùvodnìní: Buï n ∈ N, n ∈ S. Tak¾e P (n) platí. Pak ov¹em P (n+ 1)
platí, n+ 1 ∈ S.

Máme tedy:

1. 0 ∈ S

2. (∀n ∈ N) n ∈ S =⇒ n+ 1 ∈ S

Princip indukce dává S = N, {n ∈ N| P (n)} = N, P (n) platí pro v¹echna
n ∈ N.

Poznámka. Obdobnì postupujeme v pøípadì, kdy a ∈ Z a pro ka¾dé n ∈ Z,
a ≤ n, je dáno tvrzení P (n). Chceme dokázat, ¾e P (n) platí pro ka¾dé n ∈ Z,
a ≤ n. Dùkaz lze udìlat tak, ¾e uká¾eme dvì vìci:

1. P (a) platí

2. (∀n ∈ Z) a ≤ n ∧ P (n) =⇒ P (n+ 1)

Princip dobrého uspoøádání (a tedy také princip indukce) je ekvivalentní
s následujícím principem:

Princip silné indukce:
Nech» pro ka¾dé n ∈ N je dáno tvrzení P (n). Pøedpokládejme, ¾e
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1. P (0) platí (je pravdivé)

2. (∀n ∈ N) P (0) ∧ P (1) ∧ · · · ∧ P (n) =⇒ P (n+ 1)

Pak P (n) platí pro v¹echna n ∈ N.

Indukce je technika dokazování tvrzení P (n) o pøirozených èíslech (èi o
celých èíslech n, kde a ≤ n pro nìjaké dané celé èíslo a). Nejdøíve vám musí
nìkdo (tøeba vyuèující) dát P (n) a pokyn "Doka¾te, ¾e pro v¹echna pøirozená
èísla n platí P (n)!". Jistì, tento pokyn se vám èasto nebude líbit (napøíklad v
písemce). Nebo sami pøidete k tomu, ¾e by se hodilo nìco dokázat indukcí. Pøi
jaké pøíle¾itosti? Indukce není technika objevování. Nìjak, tøeba zkoumáním
mnoha konkrétních pøípadù, stanovíte hypotézu "Pro v¹echna pøirozená èísla
n platí tvrzení P (n)."a pak teprve se indukcí pokusíte dokázat její platnost.
Jeden malý a jednoduchý konkrétní pøíklad si teï uvedeme.

Pøíklad. Zkoumejme souèty po sobì jdoucích lichých èísel, poèínaje èíslem
1:

1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 = 16

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25

Myslím, ¾e hypotéza se ihned nabízí: Souèet prvních n lichých èísel je roven
n2. Hypotézu se pokusíme dokázat. Nabízí se indukce, proto¾e se jedná o
tvrzení o pøirozených èíslech. Nejdøíve bychom v¹ak mìli hypotézu poøádnì
napsat. Zøejmì n{té kladné sudé èíslo je 2n a první kladné liché èíslo tìsnì
pøedchází první sudé èíslo (1 je 2 − 1), tak¾e n{té liché èíslo (bereme teï v
úvahu pouze kladná celá èísla) je rovno 2n−1. Nyní ji¾ mù¾eme zformulovat
na¹i hypotézu:

Nech» P (n) je tvrzení

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2

Na¹e hypotéza H tedy tvrdí: P (n) platí pro v¹echna kladná celá èísla n.
Teï se mù¾eme pokusit o dùkaz hypotézy H indukcí. Postupujeme ve

dvou krocích:
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1. P (1): 1 = 12 { to zøejmì platí

2. (∀n ∈ Z) 1 ≤ n ∧ P (n) =⇒ P (n+ 1): Nech» n je kladné celé èíslo, pro
nì¾ platí P (n), tj. 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2. Chceme ukázat, ¾e platí
P (n+ 1), tj. 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) + (2n+ 1) = (n+ 1)2. Poèítejme:

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) + (2n+ 1) = [1 + 3 + · · ·+ (2n− 1)] + (2n+ 1)

= n2 + (2n+ 1)

= n2 + 2n+ 1

= (n+ 1)2

Pøi výpoètu jsme jednou pou¾ili informaci, ¾e platí P (n) { najdete to
místo? Výpoètem jsme tedy ukázali, ¾e 1+3+· · ·+(2n−1)+(2n+1) =
(n+ 1)2, tedy ukázali jsme, ¾e platí P (n+ 1).

Nyní si mù¾eme být jisti, ¾e na¹e hypotéza H opravdu platí { dokázali jsme
ji indukcí. Není to ji¾ hypotéza, ale je to dokázaný matematický poznatek
(vìta).

Poznámka. Struktura N pøirozených èísel je jedna z nejdùle¾itìj¹ích ma-
tematických struktur. Vá¾ným pokusem o axiomatizaci struktury N je Pea-
nova aritmetika PA. Studium Peanovy aritmetiky patøí pøedev¹ím do logiky.
Pøístupnì jsou základy teorie PA vylo¾eny v kapitole V Pøirozená èísla v
uèebnici [4]. Zájemce o podrobnìj¹í a hlub¹í studium Peanovy aritmetiky
mohu odkázat na knihu [12], pøedev¹ím na kapitolu 4 Peanova a Robinso-
nova aritmetika.

Cvièení.

1. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo n platí

03 + 13 + · · ·+ n3 =
∑

0≤k≤n

k3 =
1

4
n2(n+ 1)2

2. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé celé èíslo n, 1 < n, platí

1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
n

=
∑

1≤k≤n

1√
k
>
√
n
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3. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé celé èíslo n, 4 ≤ n, platí

2n ≥ n2

4. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo n platí

6/n3 + 11n

Poznámka: Pro a, b ∈ Z zápis a/b znamená (∃q ∈ Z) b = qa.

5. Fibonacciho èísla Fn, n ∈ N, jsou de�nována následovnì:

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 2

Doka¾te, ¾e pro ka¾dé kladné celé èíslo n platí

Fn ≤ φn−1

Poznámka: Zde φ = 1+
√
5

2
. Pravdìpodobnì pou¾ijete princip silné in-

dukce.

6. Je F 2
n+F 2

n+1 v¾dy Fibonacciho èíslem? Odpovìï zdùvodnìte. Poznámka:
Toto je úloha pro výzkumníky. Nejdøíve si vytvoøte hypotézu.

2.3 Algoritmus dìlení: GCD a LCM

2.3.1. De�nice. Nech» a, b ∈ Z. Øíkáme, ¾e a dìlí b (a je dìlitelem b, b je
dìlitelné a, b je násobkem a), a pí¹eme a/b, pokud existuje q ∈ Z tak, ¾e
b = qa.

2.3.2. Poznámka.

1. V¹imnìte si, ¾e pro v¹echna a ∈ Z, a/0 (0 = 0 · a). Av¹ak pouze 0 je
násobkem èísla 0.

2. Varování: Nezamìòujte symboly a/b a a
b
.

2.3.3. Tvrzení. Nech» a, b, c, β, γ ∈ Z. Jestli¾e a/b a a/c, pak a/βb+ γc.

Dùkaz. Sami jako cvièení.
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2.3.4. Vìta (algoritmus dìlení). Nech» a, b ∈ Z, a > 0. Pak existují celá
èísla q, r taková, ¾e

b = aq + r, 0 ≤ r < a

Èísla q, r jsou urèena jednoznaènì.

Dùkaz.

1. Existence: Vyu¾ijeme rekurzi vzhledem k b.

� 0 ≤ b:

b < a: q = 0, r = b

a ≤ b: Je 0 ≤ b − a < b a existují q′, r′ ∈ Z, b − a = aq′ + r′,
0 ≤ r′ < a. Polo¾íme q = q′ + 1, r = r′.

� b < 0:

a/b: q = b
a
, r = 0

¬(a/b): Je 0 < −b a existují q′, r′ ∈ Z, −b = aq′ + r′, 0 ≤ r′ < a.
Polo¾íme q = −q′ − 1, r = a− r′.

2. Jednoznaènost:

Nech» q, r, q′, r′ jsou celá èísla, b = aq + r, 0 ≤ r < a, b = aq′ + r′,
0 ≤ r′ < a. Chceme: q = q′, r = r′.

aq + r = aq′ + r′

r − r′ = aq′ − aq
r − r′ = a(q′ − q)

Vidíme, ¾e a/r − r′. Dále,

0 ≤ r < a
0 ≤ r′ < a
0 ≤ r < a
−a < −r′ ≤ 0
−a < r − r′ < a

Teï víme, ¾e a/r − r′ a −a < r − r′ < a. Z toho plyne, ¾e r − r′ = 0,
r = r′. Dále, aq = aq′, q = q′.
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2.3.5. Pøíklad. Pro a = 3, b = 17, je q = 5, r = 2 (17 = 3 ·5+2, 0 ≤ 2 < 3).

Èíslo q se nazývá (neúplný) podíl a èíslo r se nazývá zbytek pøi dìlení
èísla b èíslem a (oznaèení: r = b mod a).

2.3.6. Poznámka. Nech» a, b ∈ Z, a > 0. Pak

1. a/b− b mod a

2. 0 ≤ b < a⇐⇒ b mod a = b

2.3.7. Vìta. Nech» a, b ∈ Z, a 6= 0 nebo b 6= 0. Pak existuje jediné d ∈ Z,
d > 0, takové, ¾e

1. d/a ∧ d/b

2. (∀c ∈ Z) c/a ∧ c/b =⇒ c/d

Dùkaz.

1. Existence:

Polo¾me
M = {sa+ tb| s ∈ Z ∧ t ∈ Z ∧ sa+ tb > 0}

Uká¾eme, ¾e M 6= ∅. Rozli¹íme tøi pøípady:

� a > 0: Je 1 · a+ 0 · b = a > 0, a ∈M .

� a = 0: Je b 6= 0. Jestli¾e b > 0, je 0 · a + 1 · b = b > 0, b ∈ M .
Jestli¾e b < 0, je 0 · a+ (−1) · b = −b > 0, −b ∈M .

� a < 0: Je (−1) · a+ 0 · b = −a > 0, −a ∈M .

Je tedy M ⊆ N, M 6= 0. Tak¾e existuje d = minM . Je d ∈ M , tudí¾
d ∈ Z, d > 0. Dále d = ua+ vb pro nìjaká u, v ∈ Z.

� d/a: Existují q, r ∈ Z, a = dq + r, 0 ≤ r < d. Pøedpokládejme,
¾e r 6= 0. Pak r > 0, r = a − dq = a − (ua + vb)q = a − uaq −
vbq = (1 − uq)a + (−vq)b, (1 − uq)a + (−vq)b = r > 0. Jeliko¾
1 − uq,−vq ∈ Z, je r ∈ M . Pak d ≤ r, spor. Nutnì tedy r = 0,
a = dq, d/a.
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� d/b: Postupujeme obdobnì jako v dùkazu tvrzení d/a.

� Buï c ∈ Z, c/a, c/b. Chceme: c/d. Staèí si uvìdomit, ¾e d =
ua+ vb.

2. Jednoznaènost:

Nech» d, e ∈ Z, d > 0, e > 0. Nech»

(I) d/a ∧ d/b
(II) (∀c ∈ Z) c/a ∧ c/b =⇒ c/d

(III) e/a ∧ e/b
(IV) (∀c ∈ Z) c/a ∧ c/b =⇒ c/e

Chceme: d = e. Z (I) a (IV) plyne, ¾e d/e. Z (III) a (II) plyne, ¾e e/d.
Celkem: d > 0, e > 0, d/e, e/d. Pak d = e (viz cvièení).

2.3.8. De�nice. Èíslo d z vìty 2.3.7 se nazývá nejvìt¹í spoleèný dìlitel
èísel a a b; pí¹eme d = GCD(a, b).

2.3.9. Dùsledek (dùkazu). Pro v¹echna a, b ∈ Z, a 6= 0 nebo b 6= 0,
GCD(a, b) je nejmen¹í kladná celoèíselná lineární kombinace èísel a, b.

2.3.10. De�nice. Nech» a, b jsou celá èísla. Øíkáme, ¾e èísla a a b jsou
nesoudìlná (pí¹eme: a ⊥ b), pokud pro v¹echna kladná celá èísla d platí:

d/a ∧ d/b =⇒ d = 1

2.3.11. Poznámka. Nech» a, b jsou celá èísla, a 6= 0 nebo b 6= 0.

1.
a ⊥ b⇐⇒ GCD(a, b) = 1

2. Nech» a′ = a
GCD(a,b)

, b′ = b
GCD(a,b)

. Pak a′ ⊥ b′.
Zdùvodnìní: Existují celá èísla u, v tak, ¾e GCD(a, b) = ua + vb (viz
2.3.9). Pak 1 = ua′ + vb′ a tedy GCD(a′, b′) = 1, a′ ⊥ b′.

2.3.12. Poznámka.
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1. Nech» a je celé èíslo, a 6= 0. Pak GCD(a, 0) = |a|.

2. Nech» a, b jsou celá èísla, a 6= 0 nebo b 6= 0. PakGCD(a, b) = GCD(|a|, |b|).
Staèí tedy umìt poèítat nejvìt¹ího spoleèného dìlitele pro kladná celá
èísla.

Euklidùv algoritmus

Vstup: a, b ∈ Z+, a > b

Výstup: GCD(a, b)

(a1, a2)←− (a, b)

Konec: a2 = 0

Je-li a2 6= 0, provedeme iteraci:

a1 = qa2 + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < a2

(a1, a2) 7→ (a1, a2), a1 = a2, a2 = r

Jeliko¾ a2 = 0 nebo 0 < a2 < a2, výpoèet skonèí po koneènì mnoha
krocích. Bìhem výpoètu stále je a1 > a2.

Nech» d ∈ Z. Platí:

d/a1 ∧ d/a2 ⇐⇒ d/a2 ∧ d/r

Zdùvodnìní:

1. Pøedpokládejme, ¾e d/a1∧d/a2. Chceme: d/a2∧d/r. Je jasné, ¾e d/a2.
Je r = a1 + (−q)a2. Proto¾e d/a1 a d/a2, máme d/r.

2. Pøedpokládejme, ¾e d/a2∧d/r. Chceme: d/a1∧d/a2. Je jasné, ¾e d/a2.
Je a1 = qa2 + r. Proto¾e d/a2 a d/r, máme d/a1.
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Tudí¾:
GCD(a1, a2) = GCD(a2, r) = GCD(a1, a2)

Prùbìh výpoètu mù¾eme zapsat následovnì:

(a, b) 7→ · · · 7→ (α, 0)

Je GCD(a, b) = GCD(α, 0) = |α| = α (je α > 0),

GCD(a, b) = α

2.3.13. Pøíklad. Pomocí Euklidova algoritmu vypoèteme GCD(172, 30).

(172, 30) 7→ (30, 22) 7→ (22, 8) 7→ (8, 6) 7→ (6, 2) 7→ (2, 0)

Závìr: GCD(172, 30) = 2.

Roz¹íøený Euklidùv algoritmus

Vstup: a, b ∈ Z+, a > b

Výstup: GCD(a, b), s, t ∈ Z, GCD(a, b) = sa+ tb

(a1, a2)←− (a, b), (p1, p2)←− (0, 1), (q1, q2)←− (1, 0)

Konec: a2 = 0

Je-li a2 6= 0, provedeme iteraci:

a1 = qa2 + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < a2

(a1, a2) 7→ (a1, a2), a1 = a2, a2 = r
(p1, p2) 7→ (p1, p2), p1 = p2, p2 = p1 + qp2
(q1, q2) 7→ (q1, q2), q1 = q2, q2 = q1 + qq2

Víme ji¾, ¾e výpoèet skonèí po koneènì mnoha krocích (viz Euklidùv
algoritmus).
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p2a1 + p1a2 = (p1 + qp2)a2 + p2r

= p1a2 + qp2a2 + p2r

= p1a2 + p2(qa2 + r)

= p1a2 + p2a1

= p2a1 + p1a2

Ukázali jsme, ¾e bìhem výpoètu algoritmu stále platí

p2a1 + p1a2 = p2a1 + p1a2

q2a1 + q1a2 = (q1 + qq2)a2 + q2r

= q1a2 + qq2a2 + q2r

= q1a2 + q2(qa2 + r)

= q1a2 + q2a1

= q2a1 + q1a2

Ukázali jsme, ¾e bìhem výpoètu algoritmu stále platí

q2a1 + q1a2 = q2a1 + q1a2

q2p1 − q1p2 = (q1 + qq2)p2 − q2(p1 + qp2)

= q1p2 + qq2p2 − q2p1 − q2qp2
= q1p2 − q2p1
= −(q2p1 − q1p2)

Ukázali jsme, ¾e bìhem výpoètu algoritmu stále platí

q2p1 − q1p2 = −(q2p1 − q1p2)

Bìhem výpoètu se tedy zachovávají následující invarianty:

1.
p2a1 + p1a2 = p2a1 + p1a2
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2.
q2a1 + q1a2 = q2a1 + q1a2

3.
q2p1 − q1p2 = −(q2p1 − q1p2)

Prùbìh výpoètu mù¾eme zapsat následovnì:

(a, b) 7→1 . . . 7→n (α, 0)
(0, 1) 7→ . . . 7→ (β1, β2)
(1, 0) 7→ . . . 7→ (γ1, γ2)

Víme ji¾, ¾e

GCD(a, b) = α

(viz Euklidùv algoritmus).
Invariant 1 dává

β2 · α + β1 · 0 = 1 · a+ 0 · b
β2α = a

Invariant 2 dává

γ2 · α + γ1 · 0 = 0 · a+ 1 · b
γ2α = b

Invariant 3 dává
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γ2β1 − γ1β2 = (0 · 0− 1 · 1) · (−1)n

γ2β1 − γ1β2 = (−1)n+1

γ2β1α− γ1β2α = (−1)n+1 · α
β1(γ2α)− γ1(β2α) = (−1)n+1 · α

β1b− γ1a = (−1)n+1 · α
(−γ1)a+ β1b = (−1)n+1 · α

(−1)n+1 · (−γ1)a+ (−1)n+1 · β1b = (−1)n+1 · (−1)n+1 · α
(−1)n · γ1a+ (−1)n+1 · β1b = α

((−1)n · γ1)a+ ((−1)n+1 · β1)b = GCD(a, b)

Je tedy

s = (−1)n · γ1, t = (−1)n+1 · β1

2.3.14. Pøíklad. Aplikujeme roz¹íøený Euklidùv algoritmus na vstup a =
172, b = 30.

(172, 30) 7→1 (30, 22) 7→2 (22, 8) 7→3 (8, 6) 7→4 (6, 2) 7→5 (2, 0)
(0, 1) 7→ (1, 5) 7→ (5, 6) 7→ (6, 17) 7→ (17, 23) 7→ (23, 86)
(1, 0) 7→ (0, 1) 7→ (1, 1) 7→ (1, 3) 7→ (3, 4) 7→ (4, 15)

Pomocné výpoèty:

172 = 5 · 30 + 22

30 = 1 · 22 + 8

22 = 2 · 8 + 6

8 = 1 · 6 + 2

6 = 3 · 2 + 0

Závìr: GCD(172, 30) = 2, s = −4, t = 23, (−4) · 172 + 23 · 30 = 2.

2.3.15. Vìta. Nech» a, b, c ∈ Z.
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1. a/bc ∧ a ⊥ b =⇒ a/c

2. a/c ∧ b/c ∧ a ⊥ b =⇒ ab/c

Dùkaz.

1. Pøedpoklad: a/bc ∧ a ⊥ b. Chceme: a/c. Jeliko¾ a ⊥ b, je a 6= 0 nebo
b 6= 0 a GCD(a, b) = 1. Pak existují u, v ∈ Z tak, ¾e ua+ vb = 1.

ua+ vb = 1

(ua+ vb)c = 1 · c
uac+ vbc = c

(uc)a+ v(bc) = c

.

Proto¾e a/a a a/bc, máme a/c.

2. Pøedpoklad: a/c∧ b/c∧ a ⊥ b. Chceme: ab/c. Je c = bu pro nìjaké celé
èíslo u. Tak¾e a/bu, a ⊥ b. Pak a/u (viz ji¾ dokázanou èást 1). Je tedy
u = av pro nìjaké celé èíslo v. Pak bu = bav, c = abv, ab/c.

2.3.16. De�nice. Nech» a, b ∈ Z, a > 0, b > 0. Celé èíslo m, m > 0, se
nazývá nejmen¹í spoleèný násobek èísel a, b, pokud

1. a/m ∧ b/m

2. (∀l ∈ Z) a/l ∧ b/l =⇒ m/l

2.3.17. Vìta. Nech» a, b ∈ Z, a > 0, b > 0. Nejmen¹í spoleèný násobek èísel
a, b existuje a je urèen jednoznaènì.

Dùkaz.

� Existence: Nech» d = GCD(a, b). Polo¾me m = ab
d
. Jeliko¾ d/a, je

m ∈ Z. Jeliko¾ a > 0, b > 0, d > 0, je m > 0. Uká¾eme, ¾e m je
nejmen¹í spoleèný násobek èísel a, b. Je tøeba ukázat dvì vìci:

1. a/m ∧ b/m: Proto¾e d/a, existuje u ∈ Z, a = du. Pak m = ab
d

=
dub
d

= ub, m = ub, b/m. Obdobnì lze ukázat, ¾e a/m.
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2. (∀l ∈ Z) a/l ∧ b/l =⇒ m/l: Pøedpoklad: a/l ∧ b/l. Chceme: m/l.
Existují u, v ∈ Z, l = au, l = bv. Jeliko¾ d/a, existuje a′ ∈ Z,
a = da′. Jeliko¾ d/b, existuje b′ ∈ Z, b = db′. Pak da′u = db′v,
a′u = b′v. Pøedpokládejme, ¾e a′ ⊥ b′. Proto¾e a′/b′v, máme a′/v,
v = a′w pro nìjaké w ∈ Z. Je tedy l = bv = ba′w = ba

d
w = ab

d
w =

mw, l = mw, m/l. Zbývá ukázat, ¾e a′ ⊥ b′. Existují celá èísla
x, y taková, ¾e d = xa+ yb, d = xda′ + ydb′, 1 = xa′ + yb′. Odtud
ji¾ plyne, ¾e a′ ⊥ b′.

� Jednoznaènost: Nech» m, n jsou celá èísla, m > 0, n > 0. Pøedpoklá-
dejme, ¾e

1. a/m ∧ b/m
2. (∀l ∈ Z) a/l ∧ b/l =⇒ m/l

3. a/n ∧ b/n
4. (∀l ∈ Z) a/l ∧ b/l =⇒ n/l

Chceme: m = n. Z 1 a 4 dostáváme n/m, n ≤ m. Z 3 a 2 dostáváme
m/n, m ≤ n. Celkem tedy n ≤ m, m ≤ n, n = m.

Jednoznaènì urèený nejmen¹í spoleèný násobek kladných celých èísel a,
b budeme oznaèovat LCM(a, b).

2.3.18. Dùsledek (dùkazu). Nech» a, b ∈ Z, a > 0, b > 0. Pak

LCM(a, b) =
ab

GCD(a, b)
, LCM(a, b) ·GCD(a, b) = ab

Cvièení.

1. Nech» a, b, c, β, γ ∈ Z. Jestli¾e a/b a a/c, pak a/βb+ γc. Doka¾te.

2. Nech» d, e ∈ Z, d > 0, e > 0, d/e, e/d. Pak d = e. Doka¾te.
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2.4 Prvoèísla

Aditivní struktura kladných celých èísel je pomìrnì jednoduchá. Ka¾dé kladné
celé èíslo n získáme z èísla 1 (vezmeme n kopií tohoto èísla) pomocí n − 1
sèítání:

n = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

Multiplikativní struktura kladných celých èísel je slo¾itìj¹í. Budeme se
teï zabývat multiplikativními stavebními kameny kladných celých èísel {
prvoèísly.

2.4.1. De�nice. Celé èíslo p, p > 1, je prvoèíslo, pokud pro v¹echna kladná
celá èísla d platí:

d/p =⇒ d = 1 ∨ d = p

2.4.2. Poznámka.

1. Èíslo 1 má také vlastnost, ¾e pro v¹echna kladná celá èísla d platí
implikace d/1 =⇒ d = 1 ∨ d = 1. Pøesto v¹ak èíslo 1 není prvoèíslo
(neplatí 1 > 1).

2. Celé èíslo s, s > 1, které není prvoèíslo, se nazývá slo¾ené èíslo.

2.4.3. Tvrzení. Nech» s je celé èíslo, s > 1. Pak s je slo¾ené èíslo právì
tehdy, kdy¾ s = de pro nìjaká celá èísla d, e, 1 < d < s, 1 < e < s.

Dùkaz.

1. Pøedpoklad: s je slo¾ené èíslo. Chceme: existují d, e ∈ Z, s = de, 1 <
d < s, 1 < e < s. Proto¾e s není prvoèíslo, existuje d ∈ Z, d > 0, d/s,
d 6= 1, d 6= s. Jeliko¾ d > 0, d/s, je 1 ≤ d ≤ s. Celkem tedy 1 < d < s.
Existuje e ∈ Z, s = de. Proto¾e d > 0, s > 0, je e > 0. Jeliko¾ e/s, je
1 ≤ e ≤ s. Staèí je¹tì vylouèit pøípady e = 1 a e = s. Pøedpokládejme,
¾e e = 1. Pak d = s, spor. Pøedpokládejme, ¾e e = s. Pak d = 1, spor.

2. Pøedpoklad: existují d, e ∈ Z, s = de, 1 < d < s, 1 < e < s. Chceme: s
je slo¾ené èíslo. Staèí si uvìdomit, ¾e d > 0, d/s, d 6= 1, d 6= s. Tak¾e s
není prvoèíslo, s je slo¾ené èíslo.
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Nyní uká¾eme, ¾e prvoèísla opravdu jsou multiplikativními stavebními
kameny mno¾iny v¹ech kladných celých èísel.

2.4.4. Vìta. Nech» n je celé èíslo, n > 1. Pak n je souèinem jednoho nebo
více prvoèísel.

Dùkaz. Nech»M je mno¾ina v¹ech celých èísel vìt¹ích ne¾ jedna, která nelze
zapsat ve tvaru souèinu prvoèísel. Chceme:M = ∅. Provedeme dùkaz sporem.
Pøedpokládejme tedy, ¾e M 6= ∅. Je M neprázdná podmno¾ina mno¾iny N.
Podle principu dobrého uspoøádání má mno¾inaM nejmen¹í prvek; oznaème
jej m. Je m ∈ M , tak¾e m je celé èíslo, m > 1, m nelze zapsat ve tvaru
souèinu prvoèísel. Specielnì tedy m není prvoèíslo. Pak m je slo¾ené èíslo,
m = de, kde d ∈ Z, e ∈ Z, 1 < d < m, 1 < e < m (viz tvrzení 2.4.3.). Proto¾e
d < m, e < m, máme d /∈ M , e /∈ M . Tedy èísla d, e jsou souèinem nìkolika
prvoèísel, d = p1 · · · pk, e = q1 · · · ql, p1, . . . , pk, q1, . . . , ql jsou prvoèísla. Pak

m = de = p1 · · · pkq1 · · · ql

Vidíme, ¾e m lze zapsat ve tvaru souèinu prvoèísel. To je ve sporu s tím, ¾e
m ∈M .

2.4.5. Poznámka. Pøipomeòme, ¾e prázdný souèin je roven èíslu 1. Tak¾e
také èíslo 1 je souèinem nìkolika prvoèísel, a to 0 prvoèísel.

Nyní doká¾eme klasickou vìtu, kterou poprvé dokázal øecký matematik
Eukleidés (325 pø.n.l. { 260 pø.n.l.).

2.4.6. Vìta. (Eukleidés) Existuje nekoneènì mnoho prvoèísel.

Dùkaz. Sporem. Pøedpokládejme, ¾e existuje pouze k prvoèísel, kde k ∈ Z,
k ≥ 1 (aspoò jedno prvoèíslo existuje, je jím napøíklad èíslo 2). Tato prvoèísla
oznaème p1, . . . , pk. Polo¾me

n = p1p2 · · · pk + 1

Èíslo n je celé, n > 1. Je tedy n souèinem nìkolika prvoèísel, jedno z nich
oznaème q. Tak¾e q/n. Proto¾e q je prvoèíslo a p1, . . . , pk jsou v¹echna pr-
voèísla, je q = pi pro nìjaké i ∈ {1, . . . , k}. Pak q/p1p2 . . . pk. Platí:

1 = n+ (−1) · p1 · · · pk, q/n, q/p1p2 · · · pk
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Pak q/1, q = 1, spor.

K dispozici máme pomìrnì efektivní metodu k nalezení v¹ech prvoèísel
a¾ do jistého pøedem daného n. Autorem metody je Eratosthenés, který se
narodil mezi lety 276 { 272 pø.n.l. v Kyrénì a zemøel roku 194 pø.n.l. v
Alexandrii.

Eratosthenovo síto

Vstup: n ∈ Z, n ≥ 4

Výstup: mno¾ina M v¹ech prvoèísel p takových, ¾e p ≤ n

M ←− {2, 3, 4, . . . , n}

Pro k = 2, 3, . . . , b
√
nc dìlej:

Jestli¾e k ∈M , pak M ←M − {kl| l ∈ Z, k ≤ l}, jinak M ←M .

Konec.

Nech» P je mno¾ina v¹ech prvoèísel p takových, ¾e p ≤ n. Mno¾inu M po
skonèení výpoètu oznaème M ′. Chceme: M ′ = P .

Bìhem výpoètu se mno¾ina M sice mìní, av¹ak stále je P ⊆ M . Proè?
Je tomu tak na poèátku i po ka¾dé zmìnì mno¾iny M , proto¾e èíslo kl, kde
k ∈ Z, l ∈ Z, 2 ≤ k ≤ l, není prvoèíslo.

Je tedy také P ⊆M ′. Chceme: M ′ ⊆ P .
Postupujme sporem. Nech» m ∈ M ′, m /∈ P . Je m ∈ {2, 3, 4, . . . , n},

m /∈ P , tak¾e m není prvoèíslo. Polo¾me

D = {d ∈ Z| d > 0, d 6= 1, d 6= m, d/m}

Jeliko¾ m není prvoèíslo, je D 6= ∅. Buï k = minD. Existuje l ∈ Z, kl = m.
Proto¾e m > 0, k > 0, je l > 0. Jistì l/m, 1 ≤ l ≤ m. Pøedpokládejme, ¾e
l = 1. Pak k = m, spor. Nutnì tedy l 6= 1. Pøedpokládejme, ¾e l = m. Pak
k = 1, spor. Nutnì tedy l 6= m. Celkem: l ∈ Z, l > 0, l 6= 1, l 6= m, l/m.
Tudí¾ l ∈ D. Pak k ≤ l. Máme:

2 ≤ k ≤ l ≤ m ≤ n

Pak k2 ≤ kl, k2 ≤ m, k2 ≤ n, k ≤
√
n, k ≤ b

√
nc.
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Uká¾eme teï, ¾e èíslo k je prvoèíslo. Pøedpokládejme naopak, ¾e èíslo k
je slo¾ené. Pak existují celá èísla e, f , 1 < e < k, 1 < f < k, k = ef . Je
m = kl = efl, tak¾e f/m. Proto¾e f < k ≤ m, je f 6= m. Celkem: f ∈ Z,
f > 0, f 6= 1, f 6= m, f/m. Pak f ∈ D, k ≤ f . To je spor. Opravdu tedy k
je prvoèíslo.

Proto¾e 2 ≤ k ≤ n, k je prvoèíslo, je k ∈ P a tedy stále bìhem výpoètu je
k ∈ M . V k-tém kroku výpoètu bylo z mno¾iny M odstranìno èíslo kl = m
(pokud nebylo ji¾ odstranìno døíve). Pak ov¹em m /∈M ′, spor.

2.4.7. Pøíklad. Buï n = 80. Pomocí Eratosthenova síta urèíme v¹echna
prvoèísla p splòující p ≤ 80.

Je 64 < 80 < 81, tak¾e 8 <
√

80 < 9, b
√

80c = 8.

M ← {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80}

k = 2:
2 ∈M , tak¾e M ←M − {2l| l ∈ Z, 2 ≤ l}, tj.

M ← {2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19,
21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39,
41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59,
61, 63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77, 79}

k = 3:
3 ∈M , tak¾e M ←M − {3l| l ∈ Z, 3 ≤ l}, tj.

M ← {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 25, 29, 31, 35, 37,
41, 43, 47, 49, 53, 55, 59,
61, 65, 67, 71, 73, 77, 79}

k = 4:
4 /∈M , tak¾e M ←M
k = 5:
5 ∈M , tak¾e M ←M − {5l| l ∈ Z, 5 ≤ l}, tj.
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M ← {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 49, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 77, 79}

k = 6:
6 /∈M , tak¾e M ←M
k = 7:
7 ∈M , tak¾e M ←M − {7l| l ∈ Z, 7 ≤ l}, tj.

M ← {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79}

k = 8:
8 /∈M , tak¾e M ←M .
Závìr: Mno¾ina v¹ech prvoèísel p takových, ¾e p ≤ 80:

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79}

2.4.8. Vìta. Nech» p je prvoèíslo, a, b jsou celá èísla. Pak

p/ab =⇒ p/a ∨ p/b

Dùkaz. Pøedpoklad: p/ab. Chceme: p/a ∨ p/b. Rozli¹íme dva pøípady:

1. p/a: Jsme hotovi.

2. ¬(p/a): Uká¾eme, ¾e p ⊥ a. Nech» d ∈ Z, d > 0, d/a, d/p. Chceme:
d = 1. Proto¾e p je prvoèíslo, máme d = 1 nebo d = p. Staèí tedy
vylouèit pøípad d = p. Pøedpokládejme naopak, ¾e d = p. Víme, ¾e
d/a, tak¾e p/a, spor. Nutnì tedy d 6= p. Celkem: p/ab, p ⊥ a. Dle vìty
2.3.15. p/b.
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Víme, ¾e existuje nekoneènì mnoho prvoèísel. První prvoèíslo oznaèíme
p1 (tak¾e p1 = 2), druhé prvoèíslo oznaèíme p2 (tak¾e p2 = 3), tøetí prvoèíslo
oznaèíme p3 (tak¾e p3 = 5), atd.

Ji¾ jsme vidìli (viz vìtu 2.4.4.), ¾e ka¾dé kladné celé èíslo lze získat z
prvoèísel pomocí násobení. Doká¾eme teï dokonce, ¾e ka¾dé kladné celé èíslo
lze setavit z prvoèísel pouze jediným zpùsobem.

2.4.9. Vìta (Základní vìta aritmetiky). Nech» p1 < p2 < p3 < . . . je
soupis v¹ech prvoèísel. Ka¾dé kladné celé èíslo n lze vyjádøit ve tvaru

n =
∏
1≤i

paii = pa11 p
a2
2 p

a3
3 · · ·

kde ai, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾ pouze koneènì mnoho
je vìt¹ích ne¾ 0. Pøitom èísla ai jsou urèena jednoznaènì.

Dùkaz. Existence vyjádøení èísla n v uvedeném tvaru vyplývá z vìty 2.4.4.
Nyní doká¾eme jednoznaènost. Nech»

n =
∏
1≤i

paii =
∏
1≤i

pbii

kde ai, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾ pouze koneènì mnoho
je vìt¹ích ne¾ 0, a také bi, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾
pouze koneènì mnoho je vìt¹ích ne¾ 0. Chceme: pro ka¾dé i ∈ Z, 1 ≤ i, je
ai = bi.

Existuje celé èíslo k, k > 1, takové, ¾e pro v¹echna celá èísla i, k < i, je
ai = bi = 0. Máme tedy

n =
∏

1≤i≤k

paii =
∏

1≤i≤k

pbii

Zbývá ukázat, ¾e pro v¹echna celá èísla i, 1 ≤ i ≤ k, je ai = bi. Postupujme
sporem. Pøedpokládejme tedy, ¾e existuje celé èíslo s, 1 ≤ s ≤ k, as 6= bs.
Nech» napøíklad as < bs. ∏

1≤i≤k

paii =
∏

1≤i≤k

pbii

pass ·
∏

1≤i≤k,i6=s

paii = pbss ·
∏

1≤i≤k,i6=s

pbii∏
1≤i≤k,i6=s

paii = pbs−ass ·
∏

1≤i≤k,i6=s

pbii
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Jeliko¾ bs − as > 0, máme
ps/

∏
1≤i≤k,i6=s

paii

Z vìty 2.4.8. vyplývá, ¾e ps/p
aj
j pro nìjaké j ∈ Z, 1 ≤ j ≤ k, j 6= s. Jsou dvì

mo¾nosti, obì dají spor. Tím bude vìta dokázána.

� aj = 0: Máme ps/1, ps = 1, spor (ps je toti¾ prvoèíslo).

� aj > 0: Z vìty 2.4.8. vyplývá, ¾e ps/pj. Proto¾e pj je prvoèíslo, je ps = 1
nebo ps = pj. Pøípad ps = 1 dává spor, proto¾e ps je prvoèíslo. Pøípad
ps = pj dává spor, proto¾e s 6= j.

2.4.10. Pøíklad. Je 2022 = 2 · 3 · 337, 2 = p1, 3 = p2, 337 = p68, tak¾e
pro n = 2022 máme a1 = 1, a2 = 1, a68 = 1, ai = 0 pro i ∈ Z, 1 ≤ i,
i /∈ {1, 2, 68}.

Na závìr této èásti doká¾eme známé vzorce pro výpoèet GCD(m,n) a
LCM(m,n), které jsme se kdysi nauèili ve ¹kole. Jejich praktické pou¾ívání
je v¹ak zásadnì omezeno tím, ¾e musíme znát prvoèíselné rozklady èísel m a
n.

2.4.11. Vìta. Nech» p1 < p2 < p3 < . . . je soupis v¹ech prvoèísel. Nech»
m,n jsou kladná celá èísla,

m =
∏
1≤i

paii , n =
∏
1≤i

pbii

kde ai, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾ pouze koneènì mnoho
je vìt¹ích ne¾ 0, a také bi, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾
pouze koneènì mnoho je vìt¹ích ne¾ 0. Potom

1.
m/n⇐⇒ ai ≤ bi pro i = 1, 2, 3, . . .

2.
GCD(m,n) =

∏
1≤i

p
min{ai,bi}
i

3.
LCM(m,n) =

∏
1≤i

p
max{ai,bi}
i
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Dùkaz.

1. � Pøedpoklad: m/n. Chceme: ai ≤ bi pro i = 1, 2, 3, . . . . Existuje
kladné celé èíslo s, n = ms. Je s =

∏
1≤i p

ti
i , kde ti, i = 1, 2, 3, . . . ,

jsou nezáporná celá èísla, z nich¾ pouze koneènì mnoho je vìt¹ích
ne¾ 0. Máme ∏

1≤i

pbii =
∏
1≤i

paii ·
∏
1≤i

ptii∏
1≤i

pbii =
∏
1≤i

pai+tii

Zvolme libovolné celé èíslo i, 1 ≤ i. Je ai + ti = bi. Ov¹em 0 ≤ ti,
ai ≤ ai + ti, ai ≤ bi.

� Pøedpoklad: ai ≤ bi pro i = 1, 2, 3, . . . . Chceme: m/n. Uvìdomme
si, ¾e bi − ai, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾
pouze koneènì mnoho je vìt¹ích ne¾ 0. Polo¾me s =

∏
1≤i p

bi−ai
i .

Zøejmì s je kladné celé èíslo. Máme∏
1≤i

pbii =
∏
1≤i

p
ai+(bi−ai)
i∏

1≤i

pbii =
∏
1≤i

paii ·
∏
1≤i

pbi−aii

n = m · s

Vidíme, ¾e m/n.

2. Polo¾me
d =

∏
1≤i

p
min{ai,bi}
i

Uká¾eme, ¾e d = GCD(m,n). Jistì d je kladné celé èíslo. Zbývá ukázat
dvì vìci:

� d/m∧ d/n: Pro ka¾dé kladné celé èíslo i je min{ai, bi} ≤ ai a také
min{ai, bi} ≤ bi, tak¾e dle ji¾ dokázané èásti 1 máme d/m a d/n.
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� (∀c ∈ Z) c/m ∧ c/n =⇒ c/d: Pøedpokládejme, ¾e c je celé èíslo,
c/m, c/n. Chceme: c/d. Jeliko¾ m 6= 0, je c 6= 0. Pak |c| > 0,

|c| =
∏
1≤i

ptii

pro nìjaká nezáporná celá èísla ti, i = 1, 2, 3, . . . , z nich¾ pouze
koneènì mnoho je vìt¹ích ne¾ 0. Proto¾e |c|/c, máme |c|/m a |c|/n.
Dle ji¾ dokázané èásti 1 platí: ti ≤ ai a ti ≤ bi pro i = 1, 2, 3, . . . .
Pak ov¹em ti ≤ min{ai, bi} pro i = 1, 2, 3, . . . a tedy |c|/d. Jeliko¾
c/|c|, dostáváme c/d, co¾ jsme chtìli.

3. Polo¾me
e =

∏
1≤i

p
max{ai,bi}
i

Uká¾eme, ¾e e = LCM(m,n). Jistì e je kladné celé èíslo. Zbývá ukázat
dvì vìci:

� m/e∧n/e: Pro ka¾dé kladné celé èíslo i je ai ≤ max{ai, bi} a také
bi ≤ max{ai, bi}, tak¾e dle ji¾ dokázané èásti 1 máme m/e a n/e.

� (∀l ∈ Z) m/l ∧ n/l =⇒ e/l: Pøedpokládejme, ¾e l je celé èíslo,
m/l, n/l. Chceme: e/l. Pokud l = 0, jsme hotovi (ka¾dé celé èíslo
dìlí nulu). Nech» tedy l 6= 0. Pak |l| > 0,

|l| =
∏
1≤i

ptii

pro nìjaká nezáporná celá èísla ti, i = 1, 2, 3, . . . , z nich¾ pouze
koneènì mnoho je vìt¹ích ne¾ 0. Proto¾e l/|l|, máme m/|l| a n/|l|.
Dle ji¾ dokázané èásti 1 platí: ai ≤ ti a bi ≤ ti pro i = 1, 2, 3, . . . .
Pak ov¹em max{ai, bi} ≤ ti pro i = 1, 2, 3, . . . a tedy e/|l|. Jeliko¾
|l|/l, dostáváme e/l, co¾ jsme chtìli.

2.4.12. Poznámka. Nech» p1 < p2 < p3 < . . . je soupis v¹ech prvoèísel.
Nech» m,n jsou kladná celá èísla,

m =
∏
1≤i

paii , n =
∏
1≤i

pbii
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kde ai, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾ pouze koneènì mnoho
je vìt¹ích ne¾ 0, a také bi, i = 1, 2, 3, . . . , jsou nezáporná celá èísla, z nich¾
pouze koneènì mnoho je vìt¹ích ne¾ 0. Víme ji¾ dlouho, ¾e LCM(m,n) ·
GCD(m,n) = mn (viz 2.3.18). Tuto rovnost lze s vyu¾itím vìty 2.4.11 do-
kázat velmi snadno:

LCM(m,n) ·GCD(m,n) =
∏
1≤i

p
max{ai,bi}
i ·

∏
1≤i

p
min{ai,bi}
i

=
∏
1≤i

p
max{ai,bi}+min{ai,bi}
i

=
∏
1≤i

pai+bii

=
∏
1≤i

paii ·
∏
1≤i

pbii

= mn

Pøi výpoètu jsme pou¾ili fakt, ¾e max{k, l}+ min{k, l} = k+ l pro libovolná
dvì celá èísla k, l.

2.4.13. Pøíklad. Nech» m = 113366, n = 224455. Pak

m = 2 · 11 · 5153, n = 5 · 7 · 112 · 53

m = 21 · 50 · 70 · 111 · 530 · 51531, n = 20 · 51 · 71 · 112 · 531 · 51530

a tedy
GCD(m,n) = 20 · 50 · 70 · 111 · 530 · 51530 = 11

LCM(m,n) = 21 · 51 · 71 · 112 · 531 · 51531 = 2313233230

Cvièení.

1. Pomocí Eratosthenova síta najdìte v¹echna prvoèísla p taková, ¾e p ≤
500. Nalezená prvoèísla zapi¹te dle velikosti, od nejmen¹ího po nejvìt¹í.

2. Èíslo 1111111111111111111 je prvoèíslo. Doka¾te, ¾e pøi libovolném
základu b pozièní èíselné soustavy èíslo (11 . . . 1)b mù¾e být prvoèíslem
pouze tehdy, pokud obsahuje prvoèíselný poèet jednièek.
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2.5 Modulární aritmetika

V této èásti se budeme zabývat "ciferníkovou aritmetikou". Co to je? Cifer-
níková aritmetika se od klasické li¹í v tom, ¾e pou¾ívá jenom omezený rozsah
celých èísel, která mù¾eme uspoøádat do kruhu podobnì jako na ciferníku
hodin od 1 do 12. Platí zde jiný zpùsob poèítání. Napøíklad 7 + 8 = 3. Vý-
sledek získáme tak, ¾e zaèneme u sedmièky, na hodinách se posuneme o osm
míst a skonèíme u trojky. Podobnì mù¾eme odèítat i násobit. Jedná se o
aritmetiku na koneèných mno¾inách. Stane se napøíklad základem pro na¹e
(krátké) studium kryptogra�e v èásti 2.8.

2.5.1. De�nice. Nech» m ∈ Z, m > 0 a a, b ∈ Z. Øíkáme, ¾e a je kongru-
entní s b modulo m, pokud m/a − b, a pí¹eme a ≡ b (mod m) èi pouze
a ≡ b, je-li m známo z kontextu.

2.5.2. Tvrzení. Nech» m ∈ Z, m > 0 a a, b ∈ Z. Pak

a ≡ b (mod m)⇐⇒ a mod m = b mod m

Dùkaz.

1. Pøedpoklad: a ≡ b (mod m). Chceme: a mod m = b mod m. Nech»
a = mq1 + r1, kde q1, r1 ∈ Z, 0 ≤ r1 < m. Dále, nech» b = mq2 + r2,
kde q2, r2 ∈ Z, 0 ≤ r2 < m. Pak a − b = (mq1 + r1) − (mq2 + r2) =
m(q1−q2)+(r1−r2). Víme, ¾em/a−b. Tak¾e a−b = mk pro nìjaké celé
èíslo k. Je tedy m(q1− q2) + (r1− r2) = mk, r1− r2 = mk−m(q1− q2).
Vidíme, ¾e m/r1 − r2. Ov¹em

0 ≤ r1 < m
0 ≤ r2 < m
0 ≤ r1 < m
−m < −r2 ≤ 0
−m < r1 − r2 < m

Ukázali jsme, ¾e m/r1 − r2 a −m < r1 − r2 < m. Z toho plyne, ¾e
r1 − r2 = 0, r1 = r2. Nyní si staèí uvìdomit, ¾e a mod m = r1 a
b mod m = r2.
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2. Pøedpoklad: a mod m = b mod m. Chceme: a ≡ b (mod m). Nech»
a = mq1 + r1, kde q1, r1 ∈ Z, 0 ≤ r1 < m. Dále, nech» b = mq2 + r2,
kde q2, r2 ∈ Z, 0 ≤ r2 < m. Pak a − b = (mq1 + r1) − (mq2 + r2) =
m(q1−q2)+(r1−r2). Proto¾e a mod m = r1 a b mod m = r2, je r1 = r2,
r1 − r2 = 0, a− b = m(q1 − q2), m/a− b, a ≡ b (mod m).

Relace ≡ se chová podobnì, jako relace =.

2.5.3. Vìta. Relace ≡ je ekvivalence na mno¾inì Z.

Dùkaz.

1. Relace ≡ je reexivní: Nech» a ∈ Z. Chceme: a ≡ a (mod m). Chceme
tedy: m/a− a, m/0. To jistì platí.

2. Relace ≡ je symetrická: Nech» a, b ∈ Z, a ≡ b (mod m). Chceme: b ≡ a
(mod m). Víme, ¾e m/a− b. Proto a− b = km pro nìjaké celé èíslo k.
Pak −(a− b) = −km, b− a = (−k)m, m/b− a, b ≡ a (mod m).

3. Relace ≡ je tranzitivní. Nech» a, b, c ∈ Z, a ≡ b (mod m), b ≡ c
(mod m). Chceme: a ≡ c (mod m). Víme, ¾e m/a − b, m/b − c. Pak
m/(a− b) + (b− c), m/a− c, a ≡ c (mod m).

Podobnost relace ≡ s relací = jde je¹tì dále { rovnosti mù¾eme sèítat a
násobit a také kongruence mù¾eme sèítat a násobit. Dále, v rovnosti mù¾eme
krátit (nikoli v¹ak ka¾dým èíslem { èíslo, kterým krátíme, musí být nenulové)
a také v kongruenci mù¾eme krátit (nikoli v¹ak ka¾dým èíslem { èíslo, kterým
krátíme, musí být nesoudìlné s modulem). To v¹e vyslovíme a doká¾eme v
následující vìtì.

2.5.4. Vìta. Nech» m ∈ Z, m > 0, a, b, c, d ∈ Z. Platí:

1. a ≡ b (mod m) ∧ c ≡ d (mod m) =⇒ a+ c ≡ b+ d (mod m)

2. a ≡ b (mod m) ∧ c ≡ d (mod m) =⇒ ac ≡ bd (mod m)

3. ca ≡ cb (mod m) ∧ c ⊥ m =⇒ a ≡ b (mod m)

Dùkaz.
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1. Pøedpoklad: a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m). Chceme: a + c ≡ b + d
(mod m). Víme: m/a − b, m/c − d. Pak m/(a − b) + (c − d), m/(a +
c)− (b+ d), a+ c ≡ b+ d (mod m).

2. Pøedpoklad: a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m). Chceme: ac ≡ bd (mod m).
Víme:m/a−b,m/c−d. Je ac−bd = ac−bc+bc−bd = (a−b)c+b(c−d).
Jeliko¾ m/a− b a m/c− d, dostáváme m/ac− bd, ac ≡ bd (mod m).

3. Pøedpoklad: ca ≡ cb (mod m) a c ⊥ m. Chceme: a ≡ b (mod m).
Víme: m/ca− cb, m/c(a− b). Jeliko¾ m ⊥ c, dostáváme m/a− b, a ≡ b
(mod m).

2.5.5. Vìta. Nech» m,n ∈ Z, m > 0, n > 0, m ⊥ n, a, b ∈ Z. Pak

a ≡ b (mod mn)⇐⇒ a ≡ b (mod m) ∧ a ≡ b (mod n)

Dùkaz.

1. Pøedpoklad: a ≡ b (mod mn). Chceme: a ≡ b (mod m) ∧ a ≡ b
(mod n). Víme: mn/a−b. Pak m/a−b a n/a−b, tak¾e a ≡ b (mod m)
a a ≡ b (mod n).

2. Pøedpoklad: a ≡ b (mod m) ∧ a ≡ b (mod n). Chceme: a ≡ b
(mod mn). Víme: m/a − b, tak¾e a − b = mk pro nìjaké celé èíslo
k. Víme také, ¾e n/a − b. Dostáváme: n/mk. Jeliko¾ m ⊥ n, máme
n/k, k = nl pro nìjaké celé èíslo l. Pak a− b = mk = mnl, mn/a− b,
a ≡ b (mod mn).

Následující vìta má velmi jednoduchý dùkaz { udìlejte jej jako cvièení.

2.5.6. Vìta. Nech» m,n ∈ Z, m > 0, n > 0, a, b ∈ Z. Pak

an ≡ bn (mod mn)⇐⇒ a ≡ b (mod m)

Na závìr této èásti je¹tì zformulujeme jedno jednoduché a èasto pou¾ívané
tvrzení.
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2.5.7. Tvrzení. Nech» m, a ∈ Z, m > 0. Pak

a ≡ a mod m (mod m)

Dùkaz. Staèí se odvolat na první èást poznámky 2.3.6.

Cvièení.

1. Doka¾te vìtu 2.5.6.

2.6 Øe¹ení lineárních kongruencí

V této èásti se budeme zabývat øe¹ením lineárních kongruencí ax ≡ b (mod m).
Vyslovíme nejprve kritérium øe¹itelnosti lineárních kongruencí.

2.6.1. Vìta. Nech» m ∈ Z, m > 0, a, b ∈ Z. Pak lineární kongruence ax ≡ b
(mod m) má øe¹ení právì tehdy, kdy¾ GCD(a,m)/b.

Dùkaz. Pro struènost polo¾me d = GCD(a,m).

1. Pøedpoklad: Kongruence ax ≡ b (mod m) má øe¹ení. Chceme: d/b.
Existuje u ∈ Z, au ≡ b (mod m). Pak m/au − b, au − b = mk pro
nìjaké celé èíslo k. Je b = au−mk. Proto¾e d/a a d/m, máme d/b.

2. Pøedpoklad: d/b. Chceme: Kongruence ax ≡ b (mod m) má øe¹ení.
Jeliko¾ d/b, je b = kd pro nìjaké celé èíslo k. Existují celá èísla s, t
taková, ¾e sa+tm = d (viz 2.3.9). Pak k(sa+tm) = kd, ksa+ktm = b,
a(ks)− b = (−kt)m, m/a(ks)− b, a(ks) ≡ b (mod m), Vidíme, ¾e celé
èíslo ks je øe¹ením kongruence ax ≡ b (mod m).

2.6.2. Poznámka. Druhá èást dùkazu vìty 2.6.1 dává návod, jak najít
jedno øe¹eni x0 kongruence ax ≡ b (mod m) v pøípadì, kdy d/b (je d =
GCD(a,m)) { najdeme celá èísla s, t taková, ¾e sa + tm = d (napøíklad
roz¹íøeným Euklidovým algoritmem), a polo¾íme x0 = b

d
s.

2.6.3. Vìta. Nech» m ∈ Z, m > 0, a, b ∈ Z.Nech» d = GCD(a,m). Pøed-
pokládejme, ¾e d/b. Pak lineární kongruence ax ≡ b (mod m) má pøesnì d
øe¹ení modulo m, a to

x0 + k
m

d
, k = 0, 1, . . . , d− 1
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kde x0 ∈ Z je libovolné øe¹ení kongruence ax ≡ b (mod m).

Dùkaz. Je tøeba dokázat tøi vìci.

1. a(x0 + km
d

) ≡ b (mod m) pro k = 0, 1, . . . , d− 1:
Je a(x0 + km

d
) = ax0 + a

d
km ≡ ax0 ≡ b (mod m), a(x0 + km

d
) ≡ b

(mod m).

2. ¬(x0 + km
d
≡ x0 + lm

d
(mod m)) pro k, l ∈ Z, 0 ≤ k < d, 0 ≤ l < d,

k 6= l:
Postupujme sporem. Pøedpokládejme, ¾e k, l ∈ Z, 0 ≤ k < d, 0 ≤ l < d,
k 6= l, x0 + km

d
≡ x0 + lm

d
(mod m). Pak m/(x0 + km

d
) − (x0 + lm

d
),

m/km
d
− lm

d
, m/(k − l)m

d
, (k − l)m

d
= qm pro nìjaké celé èíslo q. Pak

(k − l)m = qmd, k − l = qd, d/k − l. Dále

0 ≤ k < d
0 ≤ l < d
0 ≤ k < d
−d < −l ≤ 0
−d < k − l < d

Celkem d/k − l, −d < k − l < d a tedy k − l = 0, k = l, spor.

3. au ≡ b (mod m) (u ∈ Z) dává u ≡ x0+km
d

(mod m) pro nìjaké k ∈ Z,
0 ≤ k < d:
Pøedpokládejme, ¾e u ∈ Z, au ≡ b (mod m). Je ax0 ≡ b (mod m).
Tudí¾ au ≡ ax0 (mod m), m/au − ax0, m/a(u − x0), a(u − x0) = lm
pro nìjaké celé èíslo l. Pak a

d
(u−x0) = lm

d
, m
d
/a
d
(u−x0). Je a

d
⊥ m

d
(viz

2.3.11). Nyní víme toto: a
d
⊥ m

d
, m
d
/a
d
(u − x0). Pak ov¹em m

d
/u − x0,

u − x0 = sm
d
pro nìjaké celé èíslo s. Provedeme dìlení se zbytkem:

s = qd + k, q, k ∈ Z, 0 ≤ k < d. Dosazením za s dostaneme u − x0 =
(qd+k)m

d
= qm+km

d
, u−x0−kmd = qm, m/u−(x0+km

d
), u ≡ x0+km

d

(mod m); pøipomeòme je¹tì, ¾e k ∈ Z, 0 ≤ k < d.

Øe¹ení lineární kongruence ax ≡ b (mod m) nyní uká¾eme na dvou kon-
krétních pøíkladech.
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2.6.4. Pøíklad. Vyøe¹íme kongruenci 27x ≡ 1 (mod 47). Je a = 27, b = 1,
m = 47. Roz¹íøeným Euklidovým algoritmem vypoèteme d = GCD(27, 47).

(47, 27) 7→1 (27, 20) 7→2 (20, 7) 7→3 (7, 6) 7→4 (6, 1) 7→5 (1, 0)
(0, 1) 7→ (1, 1) 7→ (1, 2) 7→ (2, 5) 7→ (5, 7) 7→ (7, 47)
(1, 0) 7→ (0, 1) 7→ (1, 1) 7→ (1, 3) 7→ (3, 4) 7→ (4, 27)

Pomocné výpoèty:

47 = 1 · 27 + 20

27 = 1 · 20 + 7

20 = 2 · 7 + 6

7 = 1 · 6 + 1

6 = 6 · 1 + 0

Tak¾e: d = GCD(27, 47) = 1, (−4) · 47 + 7 · 27 = 1. Vidíme, ¾e x0 = 7
øe¹í kongruenci 27x ≡ 1 (mod 47). Dle vìty 2.6.3 má kongrunce 27x ≡ 1
(mod 47) právì jedno øe¹ení modulo 47, a to 7.

2.6.5. Pøíklad. Vyøe¹íme kongruenci 51x ≡ 9 (mod 69). Je a = 51, b = 9,
m = 69. Roz¹íøeným Euklidovým algoritmem vypoèteme d = GCD(51, 69).

(69, 51) 7→1 (51, 18) 7→2 (18, 15) 7→3 (15, 3) 7→4 (3, 0)
(0, 1) 7→ (1, 1) 7→ (1, 3) 7→ (3, 4) 7→ (4, 23)
(1, 0) 7→ (0, 1) 7→ (1, 2) 7→ (2, 3) 7→ (3, 17)

Pomocné výpoèty:

69 = 1 · 51 + 18

51 = 2 · 18 + 15

18 = 1 · 15 + 3

15 = 5 · 3 + 0

Tak¾e: d = GCD(51, 69) = 3, 3 ·69 + (−4) ·51 = 3, 9 ·69 + (−12) ·51 = 9.
Vidíme, ¾e x0 = −12 øe¹í kongruenci 51x ≡ 9 (mod 69). Je m

d
= 69

3
= 23.
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Dle vìty 2.6.3 kongrunce 51x ≡ 9 (mod 69) má pøesnì tøi øe¹ení modulo 69,
a to

−12 + 0 · 23, −12 + 1 · 23, −12 + 2 · 23

tj.
−12, 11, 34

Dle vìty 2.6.3 je x0 libovolné øe¹ení kongruence 51x ≡ 9 (mod 69), mù¾eme
tedy vzít tøeba x0 = 11. Pak dostaneme, ¾e kongruence 51x ≡ 9 (mod 69)
má pøesnì tøi øe¹ení modulo 69, a to

11, 34, 57

Uvìdomme si poøádnì, ¾e uvedené vyjádøení "kongruence 51x ≡ 9 (mod 69)
má pøesnì tøi øe¹ení modulo 69, a to 11, 34, 57"znamená tøi vìci:

� 51 · 11 ≡ 9 (mod 69) ∧ 51 · 34 ≡ 9 (mod 69) ∧ 51 · 57 ≡ 9 (mod 69)

� ¬(11 ≡ 34 (mod 69)) ∧ ¬(11 ≡ 57 (mod 69)) ∧ ¬(34 ≡ 57 (mod 69))

� (∀u ∈ Z) 51u ≡ 9 (mod 69) =⇒ u ≡ 11 (mod 69) ∨ u ≡ 34
(mod 69) ∨ u ≡ 57 (mod 69)

Samozøejmì, obdobný význam má vyjádøení "kongruence 51x ≡ 9 (mod 69)
má pøesnì tøi øe¹ení modulo 69, a to −12, 11, 34".

Na závìr této èásti se je¹tì budeme vìnovat speciálním systémùm linea-
árních kongruencí.

2.6.6. Vìta (Èínská vìta o zbytcích). Nech» mi ∈ Z, mi > 0 pro i ∈
{1, 2, . . . , k}. Nech» mi ⊥ mj pro i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j. Nech» ai ∈ Z pro
i ∈ {1, 2, . . . , k}. Polo¾me M = m1m2 · · ·mk. Pak systém kongruencí

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)
...

x ≡ ak (mod mk)

má právì jedno øe¹ení modulo M .

Dùkaz.
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1. Existence: Pro i ∈ {1, 2, . . . , k} polo¾me Mi = m1 · · ·mi−1mi+1 · · ·mk.
Buï d kladné celé èíslo, d/mi, d/Mi. Pøedpokládejme, ¾e d > 1. Pak
existuje prvoèíslo p, p/d. Pak p/mi a p/Mi. Jeliko¾ p je prvoèíslo,
p/m1 · · ·mi−1mi+1 · · ·mk, existuje j ∈ {1, 2, . . . , k}, j 6= i, p/mj. Zjistili
jsme, ¾e p/mi a p/mj, kde i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j. To je spor, nebo»
mi ⊥ mj pro i 6= j. Nutnì tedy d = 1 ami ⊥Mi. Pak 1 = sMi+tmi pro
nìjaká s, t ∈ Z. Polo¾me M ′

i = s; je M ′
iMi ≡ 1 (mod mi). Uká¾eme,

¾e x0 = a1M
′
1M1 + a2M

′
2M2 + · · · + akM

′
kMk je øe¹ení zadaného sys-

tému kongruencí. Zvolme libovolnì i ∈ {1, 2, . . . , k}. Chceme: x0 ≡ ai
(mod mi). JeM ′

iMi ≡ 1 (mod mi) a tedy aiM ′
iMi ≡ ai (mod mi). Pro

j ∈ {1, 2, . . . , k}, j 6= i, máme mi/Mj, Mj ≡ 0 (mod mi), ajM ′
jMj ≡ 0

(mod mi). Celkem

a1M
′
1M1 ≡ 0 (mod mi)

...

ai−1M
′
i−1Mi−1 ≡ 0 (mod mi)

aiM
′
iMi ≡ ai (mod mi)

ai+1M
′
i+1Mi+1 ≡ 0 (mod mi)

...

akM
′
kMk ≡ 0 (mod mk)

Seètením kongruencí dostaneme x0 ≡ ai (mod mi). To jsme chtìli.

2. Jednoznaènost: Nech» x1 ∈ Z, x1 ≡ ai (mod mi) pro v¹echna i ∈
{1, 2, . . . , k}. Chceme: x0 ≡ x1 (mod M). Je x0 ≡ x1 (mod mi) pro ka-
¾dé i ∈ {1, 2, . . . , k}. Pøipomeòme, ¾e mi ⊥ mj pro i, j ∈ {1, 2, . . . , k},
i 6= j. Aplikací vìty 2.5.5 dostaneme x0 ≡ x1 (mod m1m2 · · ·mk),
x0 ≡ x1 (mod M).

2.6.7. Poznámka. Nech» mi ∈ Z, mi > 0 pro i ∈ {1, 2, . . . , k}. Nech»
mi ⊥ mj pro i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j. Nech» ai ∈ Z pro i ∈ {1, 2, . . . , k}.
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Dùkaz vìty 2.6.6 poskytuje návod, jak najít nìjaké øe¹ení systému kongruencí

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)
...

x ≡ ak (mod mk)

Pro i ∈ {1, 2, . . . , k} polo¾íme Mi = m1 · · ·mi−1mi+1 · · ·mk. Je Mi ⊥ mi.
Pak urèíme celé èíslo M ′

i splòující M
′
iMi ≡ 1 (mod mi) { napøíklad pomocí

roz¹íøeného Euklidova algoritmu vypoèítáme s, t ∈ Z taková, ¾e sMi + tmi =
1, a polo¾íme M ′

i = s. Øe¹ením systému kongruencí pak bude èíslo

x0 = a1M
′
1M1 + a2M

′
2M2 + · · ·+ akM

′
kMk

Místo x0 mù¾eme vzít jakékoli celé èíslo x1 splòující x1 ≡ x0 (mod M),
kde M = m1m2 · · ·mk. Proè? Máme M/x1 − x0. Pro ka¾dé i ∈ {1, 2, . . . , k}
pak mi/M , tak¾e mi/x1− x0, x1 ≡ x0 (mod mi), x1 ≡ ai (mod mi) (je toti¾
x0 ≡ ai (mod mi)).

V¹imnìte si, ¾e pro výpoèet èísel M ′
i (i ∈ {1, 2, . . . , k}) vùbec nepotøebu-

jeme znát èísla ai. Jestli¾e tedy pøejdeme k systému kongruencí

x ≡ b1 (mod m1)

x ≡ b2 (mod m2)
...

x ≡ bk (mod mk)

máme ihned k dispozici jeho øe¹ení

b1M
′
1M1 + b2M

′
2M2 + · · ·+ bkM

′
kMk

2.6.8. Pøíklad. Vyøe¹íme systém kongruencí

x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 0 (mod 9)

2x ≡ 6 (mod 8)
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Nejprve tøetí kongruenci upravíme dle vìty 2.5.6 a dostaneme ekvivalentní
systém

x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 0 (mod 9)

x ≡ 3 (mod 4)

Èísla 7, 9, 4 jsou vzájemnì nesoudìlná, tak¾e dle Èínské vìty o zbytcích má
systém právì jedno øe¹ení modulo 7 · 9 · 4 = 252. Pojïme jej urèit (návod
máme v poznámce 2.6.7).

Je M1 = 9 · 4 = 36, M2 = 7 · 4 = 28, M3 = 7 · 9 = 63.
Nyní je tøeba urèit èísla M ′

1, M
′
2, M

′
3 taková, ¾e M ′

1 · 36 ≡ 1 (mod 7),
M ′

2 · 28 ≡ 1 (mod 9), M ′
3 · 63 ≡ 1 (mod 4). Pak èíslo

x0 = 2 ·M ′
1 · 36 + 0 ·M ′

2 · 28 + 3 ·M ′
3 · 63 = 2 ·M ′

1 · 36 + 3 ·M ′
3 · 63

bude øe¹ením zadaného systému kongruencí.
V¹imnìte si, ¾e èíslo M ′

2 nemusíme znát.
K urèení èísla M ′

1 pou¾ijeme roz¹íøený Euklidùv algoritmus { budeme jej
aplikovat na vstup 36, 7.

(36, 7) 7→1 (7, 1) 7→2 (1, 0)
(0, 1) 7→ (1, 5) 7→ (5, 36)
(1, 0) 7→ (0, 1) 7→ (1, 7)

Pomocné výpoèty:

36 = 5 · 7 + 1

7 = 7 · 1 + 0

Zjistili jsme, ¾e 1 = 1 · 36 + (−5) · 7; vezmeme tedy M ′
1 = 1.

K urèení èísla M ′
3 opìt pou¾ijeme roz¹íøený Euklidùv algoritmus { tento-

krát jej budeme aplikovat na vstup 63, 4.

(63, 4) 7→1 (4, 3) 7→2 (3, 1) 7→3 (1, 0)
(0, 1) 7→ (1, 15) 7→ (15, 16) 7→ (16, 31)
(1, 0) 7→ (0, 1) 7→ (1, 1) 7→ (1, 2)
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Pomocné výpoèty:

63 = 15 · 4 + 3

4 = 1 · 3 + 1

3 = 1 · 3 + 0

Zjistili jsme, ¾e 1 = (−1) · 63 + 16 · 4; vezmeme tedy M ′
3 = −1.

Nyní
x0 = 2 · 1 · 36 + 3 · (−1) · 63 = −117

Závìr: Systém kongruencí

x ≡ 2 (mod 7)

x ≡ 0 (mod 9)

2x ≡ 6 (mod 8)

má øe¹ení −117, co¾ je jidiné øe¹ení modulo 252. Místo èísla −117 mù¾eme
vzít jakékoli celé èíslo x1 splòující x1 ≡ −117 (mod 252), napøíklad 135.

Cvièení.

1. Vyøe¹te kongruenci
6x ≡ 9 (mod 21)

2. Vyøe¹te kongruenci
10x ≡ 5 (mod 21)

3. Vyøe¹te systém kongruencí

x ≡ 3 (mod 11)

x ≡ 6 (mod 8)

x ≡ 14 (mod 15)
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4. Vyøe¹te systém kongruencí

x ≡ 0 (mod 2)

x ≡ 0 (mod 3)

x ≡ 1 (mod 4)

2.7 Eulerova vìta

Jednou z nejdùle¾itìj¹ích funkcí teorie èísel je Eulerova ϕ funkce. Co je
to za funkci? De�nièním oborem funkce ϕ je mno¾ina v¹ech kladných celých
èísel a pro kladné celé èíslo n je ϕ(n) rovno poètu v¹ech kladných celých èísel,
která jsou men¹í nebo rovna n a nesoudìlná s n.

2.7.1. De�nice. Nech» n ∈ Z, n > 0. Pak klademe

ϕ(n) = |{k ∈ Z; 1 ≤ k ≤ n ∧ k ⊥ n}| = |{k ∈ Z; 0 ≤ k < n ∧ k ⊥ n}|

Hodnoty uvedené v následující tabulce si prosím samostatnì zkontrolujte.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
ϕ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18

2.7.2. Tvrzení. Nech» p je prvoèíslo, n je kladné celé èíslo. Pak

ϕ(pn) = pn − pn−1

Dùkaz. Celá èísla soudìlná s èíslem pn jsou právì násobky prvoèísla p. Zde
je soupis v¹ech celých èísel k, 1 ≤ k ≤ pn, p/k: 1p, 2p, 3p, . . . , pn−1 · p. Tìchto
èísel je celkem pn−1. Proto ϕ(pn) = pn − pn−1.

2.7.3. De�nice. Funkce f , jejím¾ de�nièním oborem je mno¾ina v¹ech klad-
ných celých èísel, se nazývá multiplikativní, pokud

(∀m ∈ Z+)(∀n ∈ Z+) m ⊥ n =⇒ f(mn) = f(m)f(n)
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2.7.4. Vìta. Eulerova ϕ funkce je multiplikativní.

Dùkaz. Nech» m,n ∈ Z, m > 0, n > 0, m ⊥ n. Chceme: ϕ(mn) =
ϕ(m)ϕ(n).

Polo¾me
A = {k ∈ Z; 0 ≤ k < m ∧ k ⊥ m},
B = {k ∈ Z; 0 ≤ k < n ∧ k ⊥ n},
C = {k ∈ Z; 0 ≤ k < mn ∧ k ⊥ mn}.

Je ϕ(m) = |A|, ϕ(n) = |B|, ϕ(mn) = |C|. Sestrojíme bijekci f : C →
A×B. Pak bude |C| = |A×B| = |A| · |B| a tedy ϕ(mn) = ϕ)(m)ϕ(n).

Pro k ∈ C polo¾me f(k) = (k mod m, k mod n). Nyní je tøeba ukázat
nìkolik vìcí.

� (∀k ∈ C) f(k) ∈ A×B:
Nech» k ∈ C. Jistì k mod m ∈ Z, 0 ≤ k mod m < m, k mod n ∈ Z,
0 ≤ k mod n < n. Zbývá ukázat, ¾e k mod m ⊥ m, k mod n ⊥ n.
Uká¾eme nejprve, ¾e k mod m ⊥ m. Buï d ∈ Z, d > 0, d/k mod m,
d/m. Chceme: d = 1. Je k = qm + k mod m pro nìjaké celé èíslo
q. Proto¾e d/m a d/k mod m, máme d/k. Také d/mn. Celkem: d/k,
d/mn. Jeliko¾ k ⊥ mn, dostáváme d = 1, co¾ jsme chtìli. Obdobnì se
doká¾e, ¾e k mod n ⊥ n.

� f je injekce:
Pøedpoklad: k, l ∈ C, f(k) = f(l). Chceme: k = l. Je (k mod m, k mod
n) = (l mod m, l mod n); k mod m = l mod m dává k ≡ l (mod m)
(viz 2.5.2), k mod n = l mod n dává k ≡ l (mod n). Tak¾e m/k − l,
n/k − l, m ⊥ n. Podle vìty 2.3.15 mn/k − l. Dále

0 ≤ k < mn
0 ≤ l < mn
0 ≤ k < mn
−mn < −l ≤ 0
−mn < k − l < mn

Celkem: −mn < k − l < mn, mn/k − l. Proto k − l = 0, k = l.

� f je surjekce:
Nech» i ∈ A, j ∈ B. Hledáme k ∈ C, f(k) = (i, j). Uva¾me systém
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kongruencí

x ≡ i (mod m)

x ≡ j (mod n)

Jeliko¾ m ⊥ n, má podle Èínské vìty o zbytcích tento systém nìjaké
øe¹ení x0. Polo¾me k = x0 mod mn. Je x0 = qmn+ k pro nìjaké q ∈ Z.
Uká¾eme, ¾e k ∈ C. Jistì k ∈ Z, 0 ≤ k < mn. Musíme je¹tì ukázat,
¾e k ⊥ mn. Buï d ∈ Z, d > 0, d/k, d/mn. Chceme: d = 1. Pøedpo-
kládejme, ¾e d > 1. Pak existuje prvoèíslo p, p/d. Pak p/k, p/mn. Je
x0 = qmn+ k, tak¾e p/x0. Proto¾e p je prvoèíslo, p/m nebo p/n. Uva-
¾me nejprve, ¾e p/m. Je x0 ≡ i (mod m), tak¾e m/x0 − i a tedy také
p/x0− i. Je i = (−1) ·(x0− i)+x0 a víme také, ¾e p/x0− i, p/x0. Z toho
plyne, ¾e p/i. Ov¹em také p/m a jeliko¾ i ⊥ m (je i ∈ A), dostáváme
spor. Obdobnì dostaneme spor v pøípadì p/n. Nutnì tedy d = 1.

Nyní je¹tì uká¾eme, ¾e f(k) = (i, j). Máme: mn/x0 − k, m/x0 − k,
x0 ≡ k (mod m), tak¾e k ≡ i (mod m), k mod m = i mod m = i (je
0 ≤ i < m). Dále, mn/x0 − k, n/x0 − k, x0 ≡ k (mod n), tak¾e k ≡ j
(mod n), k mod n = j mod n = j (je 0 ≤ j < n). Tudí¾ k mod m = i,
k mod n = j, f(k) = (k mod m, k mod n) = (i, j).

Dùkaz je hotov.

2.7.5. Tvrzení. Nech» f je multiplikativní funkce, p1, p2, . . . , pk jsou vzá-
jemnì rùzná prvoèísla, n1, n2, . . . , nk jsou kladná celá èísla. Pak

f(pn1
1 p

n2
2 · · · p

nk
k ) = f(pn1

1 )f(pn2
2 ) · · · f(pnk

k )

Dùkaz. Staèí si uvìdomit, ¾e pro i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j, je pni
i ⊥ p

nj

j .

2.7.6. Tvrzení. Nech» p1, p2, . . . , pk jsou vzájemnì rùzná prvoèísla, n1, n2, . . . , nk
jsou kladná celá èísla, n = pn1

1 p
n2
2 · · · p

nk
k . Pak

ϕ(n) = (pn1
1 − pn1−1

1 )(pn2
2 − pn2−1

2 ) · · · (pnk
k − p

nk−1
k )

= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
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Dùkaz. Pou¾ijeme 2.7.2, 2.7.4 a 2.7.5. Dále,

(pn1
1 − pn1−1

1 ) · · · (pnk
k − p

nk−1
k ) = pn1

1

(
1− 1

p1

)
· · · pnk

k

(
1− 1

pk

)
= pn1

1 · · · p
nk
k

(
1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
= n

(
1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)

2.7.7. Pøíklad.

1. ϕ(2022) = ϕ(2 · 3 · 337) = (2− 1) · (3− 1) · (337− 1) = 1 · 2 · 336 = 672.
Samozøejmì, dùle¾ité je vìdìt, ¾e èísla 2, 3 a 337 jsou prvoèísla.

2. Èíslo 1971 má pøesnì dva prvoèíselné dìlitele, a to 3 a 73. Tak¾e
ϕ(1971) = 1971 ·

(
1− 1

3

)
·
(
1− 1

73

)
= 1971 · 2

3
· 72
73

= 1296.

Nyní se koneènì dostáváme k vìtì, podle které se jmenuje tato kapitola,
tedy k vìtì Eulerovì. Je to základní vìta teorie èísel a má øadu aplikací,
napøíklad v kryptogra�i { jak brzy uvidíme.

2.7.8. Vìta (Eulerova vìta). Nech» n, a ∈ Z, n > 0, a ⊥ n. Pak

aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

Dùkaz. Buï A = {k ∈ Z; 0 ≤ k < n ∧ k ⊥ n}. Je ϕ(n) = |A|. Polo¾me
ϕ(n) = l, A = {a1, a2, . . . , al}.

Pro i = 1, 2, . . . , l je aia = nqi + ri, qi, ri ∈ Z, 0 ≤ ri < n.

� Pro i = 1, 2, . . . l je ri ⊥ n:

Buï d ∈ Z, d > 0, d/ri, d/n. Chceme: d = 1. Pøedpokládejme, ¾e d > 1.
Pak existuje prvoèíslo p, p/d. Pak p/ri, p/n. Z toho plyne, ¾e p/aia.
Proto¾e p je prvoèíslo, máme p/ai ∨ p/a. Obì mo¾nosti dají spor. To
bude znamenat, ¾e nutnì d = 1. Pokud p/ai, máme p/ai, p/n, spor
(pøipomeòme, ¾e ai ⊥ n, jeliko¾ ai ∈ A). Pokud p/a, máme p/a, p/n,
spor (pøipomeòme, ¾e a ⊥ n).
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� Pro i, j ∈ {1, 2, . . . , l}, i 6= j, je ri 6= rj:

Pøedpokládejme, ¾e ri = rj. Pak

aia− nqi = aja− nqj
aia− aja = nqi − nqj
(ai − aj)a = n(qi − qj)
(ai − aj)a ≡ 0 (mod n)

Proto¾e a ⊥ n, dostáváme ai − aj ≡ 0 (mod n), n/ai − aj.

0 ≤ ai < n
0 ≤ aj < n
0 ≤ ai < n
−n < −aj ≤ 0
−n < ai − aj < n

Celkem: n/ai − aj, −n < ai − aj < n. Tak¾e ai − aj = 0, ai = aj, spor,
proto¾e i, j ∈ {1, 2, . . . , l}, i 6= j. Nutnì tedy ri 6= rj.

Máme: 0 ≤ ri < n pro i = 1, 2, . . . , l, ri ⊥ n pro i = 1, 2, . . . , l, ri 6= rj pro
i, j ∈ {1, 2, . . . , l}, i 6= j. Z toho plyne, ¾e {r1, r2, . . . , rl} = A.

Je aia ≡ ri (mod n) pro i = 1, 2, . . . , l (proto¾e aia− ri = nqi). Pak

a1a2 · · · alal ≡ r1r2 · · · rl (mod n)

Polo¾me b = a1a2 · · · al = r1r2 · · · rl. Pak

bal ≡ b (mod n)

Uká¾eme, ¾e b ⊥ n. Buï d ∈ Z, d > 0, d/b, d/n. Chceme: d = 1. Pøedpo-
kládejme, ¾e d > 1. Pak existuje prvoèíslo p, p/d. Pak p/b, p/n. Proto¾e p/b
a p je prvoèíslo, existuje i ∈ {1, 2, . . . , l}, p/ai. Tak¾e p/ai p/n. To je spor,
jeliko¾ ai ⊥ n. Nutnì tedy d = 1.

Máme: bal ≡ b (mod n), b ⊥ n. Z toho plyne, ¾e al ≡ 1 (mod n), aϕ(n) ≡
1 (mod n). Dùkaz je hotov.

2.7.9. Dùsledek (Malá Fermatova vìta). Nech» p je prvoèíslo, a ∈ Z.
Pak

ap ≡ a (mod p)
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Pokud navíc ¬(p/a), pak

ap−1 ≡ 1 (mod p)

Dùkaz. Rozli¹íme dva pøípady.

1. p/a:

Je ap − a = a(ap−1 − 1), a/ap − a. Proto¾e p/a, dostáváme p/ap − a,
ap ≡ a (mod p).

2. ¬(p/a):

Je a ⊥ p a dle Eulerovy vìty aϕ(p) ≡ 1 (mod p). Je ϕ(p) = p− 1, tak¾e
ap−1 ≡ 1 (mod p). Pak a · ap−1 ≡ a · 1 (mod p), ap ≡ a (mod p).

Malou Fermatovu vìtu lze také dokázat indukcí { zkuste to!

Pøed následujícím pøíkladem bude vhodné zformulovat algoritmus umo-
còování. Vyu¾ijeme jej také pozdìji, napøíklad v èásti 2.8.

Chceme-li spoèítat napøíklad x100, mù¾eme samozøejmì postupnì poèítat
x, x2, x3, x4, x5, . . . a po 99 násobeních dostaneme výsledek. Mù¾eme ale
postupovat efektivnìji a postupnì spoèítat x, x2, x3, x6, x12, x24, x25, x50, x100.
Nyní jsme potøebovali pouze 8 násobení.

Algoritmus umocòování (rekurzivní)

Vstup: x (prvek algebraické struktury s asociativním násobením), n ∈ Z,
n ≥ 1

Výstup: xn

�

x1 = x

� pro n > 1:

xn =
(
x

n
2

)2
pokud n je sudé, xn =

(
x

n−1
2

)2
· x pokud n je liché
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Správnost algoritmu je zøejmá.
Oznaème T (n) poèet násobení pøi výpoètu xn. Uká¾eme teï, ¾e

T (n) ≤ 2blg nc

Postupujme indukcí. Je T (1) = 0, 2blg 1c = 2b0c = 2 · 0 = 0. Pøedpoklá-
dejme dále, ¾e n > 1. Potom máme dvì mo¾nosti:

1. n je sudé: Je T (n) = T (n
2
) + 1 ≤ 2blg n

2
c + 1 = 2blg n − 1c + 1 =

2(blg nc − 1) + 1 = 2blg nc − 2 + 1 = 2blg nc − 1 < 2blg nc.

2. n je liché: Je T (n) = T (n−1
2

)+2 ≤ 2blg n−1
2
c+2 = 2blg(n−1)−1c+2 =

2(blg(n− 1)c − 1) + 2 = 2blg(n− 1)c − 2 + 2 = 2blg(n− 1)c ≤ 2blg nc.

2.7.10. Pøíklad. Urèíme poslední dvojèíslí èísel 72962, 72962! a 62962. Nejprve
si uvìdomme, ¾e poslední dvojèíslí kladného celého èísla n je rovno zbytku
po dìlení èísla n èíslem 100, tj. je rovno èíslu n mod 100.

1. Zabývejme se teï èíslem 72962. Je 7 ⊥ 100, tak¾e dle Eulerovy vìty je
7ϕ(100) ≡ 1 (mod 100). Èíslo 100 má pøesnì dva prvoèíselné dìlitele, a
to 2 a 5, tudí¾ ϕ(100) = 100 · (1 − 1

2
) · (1 − 1

5
) = 100 · 1

2
· 4
5

= 40 (pøi
výpoètu jsme pou¾ili tvrzení 2.7.6). Je tedy 740 ≡ 1 (mod 100). Dále,
2962 = 74 · 40 + 2 a

72962 = 774·40+2 = (740)74 · 72 ≡ 174 · 72 = 72 = 49 (mod 100)

Tedy 72962 ≡ 49 (mod 100), 72962 mod 100 = 49 mod 100, 72962 mod
100 = 49.

Závìr: poslední dvojèíslí èísla 72962 je rovno 49.

2. Zøejmì 2962! = 40 · k pro nìjaké kladné celé èíslo k, tak¾e

72962! = 740k = (740)k ≡ 1k = 1 (mod 100)

Tedy 72962! ≡ 1 (mod 100), 72962! mod 100 = 1.

Závìr: poslední dvojèíslí èísla 72962! je rovno 01.

3. Zbývá nám urèit poslední dvojèíslí èísla 62962. Jeliko¾ ¬(6 ⊥ 100),
nemù¾eme postupovat obdobnì jako v pøedchozích dvou pøípadech.
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Ov¹em 62962 = 22962 · 32962, pøièem¾ 3 ⊥ 100, tak¾e opìt dle Eulerovy
vìty 340 ≡ 1 (mod 100) a

32962 = 374·40+2 = (340)74 · 32 ≡ 174 · 32 = 32 = 9 (mod 100)

Je tedy 32962 ≡ 9 (mod 100). Je¹tì se musíme vypoøádat s 22962. Tady
ji¾ nemù¾eme pou¾ít Eulerovu vìtu.

22962 = (21481)2

21481 = (2740)2 · 2
2740 = (2370)2

2370 = (2185)2

2185 = (292)2 · 2
292 = (246)2

246 = (223)2

223 = (211)2 · 2
211 = (25)2 · 2
25 = (22)2 · 2
22 = (21)2

21 = 2
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Je tedy

21 ≡ 02 (mod 100)

22 ≡ 04 (mod 100)

25 ≡ 32 (mod 100)

211 ≡ 48 (mod 100)

223 ≡ 08 (mod 100)

246 ≡ 64 (mod 100)

292 ≡ 96 (mod 100)

2185 ≡ 32 (mod 100)

2370 ≡ 24 (mod 100)

2740 ≡ 76 (mod 100)

21481 ≡ 52 (mod 100)

22962 ≡ 04 (mod 100)

Máme 22962 ≡ 4 (mod 100), 32962 ·22962 ≡ 9 ·4 = 36 (mod 100), 62962 ≡
36 (mod 100), 62962 mod 100 = 36.

Závìr: poslední dvojèíslí èísla 62962 je rovno 36.

Cvièení.

1. Jestli¾e f je nekonstantní multiplikativní funkce, pak f(1) = 1. Doka-
¾te.

2. Celé èíslo se nazývá bezètvercové, pokud není dìlitelné druhou moc-
ninou ¾ádného celého èísla vìt¹ího ne¾ 1. Pro n ∈ Z, n > 0, polo¾me
f(n) = 1 pokud n je bezètvercové, f(n) = 0 pokud n není bezètvercové.
Doka¾te, ¾e funkce f je multiplikativní.

3. Vypoètìte ϕ(15!).

4. Doka¾te Malou Fermatovu vìtu pro p = 2.

5. Doka¾te Malou Fermatovu vìtu indukcí. Rada: pou¾ijte binomickou
vìtu.
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2.8 Kryptogra�e s veøejným klíèem

2.8.1 RSA kryptosystém

Základní idea kryptosystému s veøejným klíèem, který navrhli Rivest, Shamir
a Adleman (1978), je velmi jednoduchá:

je snadné vynásobit dvì velká prvoèísla p a q, ale zdá se, ¾e je velmi
obtí¾né najít p, q, pokud je dán pouze jejich souèin n = pq a n je velké.

Návrh kryptosystému RSA

Zvolíme dvì velká prvoèísla p, q, p 6= q, polo¾íme

n = pq, ϕ(n) = (p− 1)(q − 1)

kde ϕ je Eulerova funkce.
Zvolíme velké celé èíslo d, 0 < d < ϕ(n), a celé èíslo e, 0 < e < ϕ(n), tak,

¾e
ed ≡ 1 (mod ϕ(n))

(pozdìji se zmíníme o tom, jak to udìlat).
Pak

n (modul), e (¹ifrovací exponent)

tvoøí veøejný klíè a

p, q, d (de¹ifrovací exponent)

tvoøí soukromý klíè.

Za¹ifrování:

Abychom získali ¹ifrový text c, zprávu w ∈ Z, 0 ≤ w < n, za¹ifrujeme
jako

c = we mod n

De¹ifrování:
w = cd mod n

52



Detaily a správnost: Zprávu nejprve zakódujeme jako slovo nad abe-
cedou {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, pak rozdìlíme do blokù délky i, kde i ∈ Z,
10i ≤ n < 10i+1. Ka¾dý blok pak bereme jako celé èíslo (je men¹í ne¾ 10i ≤ n)
a za¹ifrujeme ho modulárním umocòováním (viz vý¹e).

Správnost de¹ifrování vyplývá z následující vìty:

2.8.1. Vìta. Nech» p, q jsou prvoèísla, p 6= q, n = pq, d, e jsou celá èísla,
0 < d < ϕ(n), 0 < e < ϕ(n), ed ≡ 1 (mod ϕ(n)), w ∈ Z, 0 ≤ w < n,
c = we mod n. Pak w = cd mod n.

Dùkaz. Víme, ¾e ϕ(n)/ed − 1, tak¾e existuje j ∈ Z, ed − 1 = jϕ(n), ed =
1 + jϕ(n). Proto¾e e > 0, d > 0, je ed > 0, ed − 1 ≥ 0. Tak¾e jϕ(n) ≥ 0,
j ≥ 0 (je ϕ(n) > 0).

Je we ≡ we mod n (mod n) (viz 2.5.7), we ≡ c (mod n), (we)d ≡ cd

(mod n), wed ≡ cd (mod n). Rozli¹íme ètyøi pøípady:

1. ¬(p/w),¬(q/w):

Je w ⊥ n a dle Eulerovy vìty wϕ(n) ≡ 1 (mod n). Pak

wed = w1+jϕ(n) = w · (wϕ(n))j ≡ w · 1j = w (mod n)

Je tedy wed ≡ w (mod n), cd ≡ w (mod n), cd mod n = w mod n = w
(je 0 ≤ w < n), w = cd mod n.

2. p/w,¬(q/w):

Proto¾e p/w, máme p/wed−w, wed ≡ w (mod p). Dle Malé Fermatovy
vìty wq−1 ≡ 1 (mod q). Pak (wq−1)p−1 ≡ 1p−1 (mod q), w(p−1)(q−1) ≡ 1
(mod q), wϕ(n) ≡ 1 (mod q), tak¾e

wed = w · (wϕ(n))j ≡ w · 1j = w (mod q)

Ukázali jsme, ¾e wed ≡ w (mod q). Máme: wed ≡ w (mod p), wed ≡ w
(mod q). Proto¾e p 6= q, p, q jsou prvoèísla, je p ⊥ q, wed ≡ w (mod pq)
(viz 2.5.5). Je pq = n, tudí¾ wed ≡ w (mod n), cd ≡ w (mod n),
cd mod n = w mod n = w, w = cd mod n.

3. ¬(p/w), q/w:

Postupujeme obdobnì jako v pøípadu 2.
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4. p/w, q/w:

Pak pq/w, n/w. Jeliko¾ 0 ≤ w < n, je w = 0. Pak c = 0e (mod n),
c = 0 (mod n), c = 0. Chceme tedy ukázat, ¾e 0 = 0d (mod n). To
jistì platí, proto¾e 0d = 0.

Následující pøíklad je pøevzat z knihy [6] (Example 8.3.15, strana 485).

2.8.2. Pøíklad. Zvolme p = 41 a q = 61. Pak n = 2501 a ϕ(n) = 2400.
Dále zvolme d = 2087, e = 23. Je ed = 48001 = 20 · 2400 + 1, tak¾e ed ≡
1 (mod ϕ(n)). Dejme tomu, ¾e chceme za¹ifrovat zprávu "KARLSRUHE".
Nejprve reprezentujeme písmena èíslem jejich pozice v abecedì:

A B C D E F G H I J K L M
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
N O P Q R S T U V W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Zprávu zakódujeme jako

100017111817200704

Jeliko¾ 103 ≤ n < 104, zprávu rozdìlíme do blokù délky 3 a dostaneme

100 017 111 817 200 704

Abychom zprávu za¹ifrovali, musíme vypoèítat 10023 mod 2501, 1723 mod
2501, 11123 mod 2501, 81723 mod 2501, 20023 mod 2501, 70423 mod 2501.

Vyu¾ijeme rekurzivní algoritmus umocòování:

x23 = (x11)2 · x
x11 = (x5)2 · x
x5 = (x2)2 · x
x2 = (x1)2

x1 = x
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1001 ≡ 100 (mod 2501)

1002 ≡ 2497 (mod 2501)

1005 ≡ 1600 (mod 2501)

10011 ≡ 141 (mod 2501)

10023 ≡ 2306 (mod 2501)

171 ≡ 17 (mod 2501)

172 ≡ 289 (mod 2501)

175 ≡ 1790 (mod 2501)

1711 ≡ 421 (mod 2501)

1723 ≡ 1893 (mod 2501)

1111 ≡ 111 (mod 2501)

1112 ≡ 2317 (mod 2501)

1115 ≡ 1514 (mod 2501)

11111 ≡ 2024 (mod 2501)

11123 ≡ 621 (mod 2501)

8171 ≡ 817 (mod 2501)

8172 ≡ 2223 (mod 2501)

8175 ≡ 782 (mod 2501)

81711 ≡ 342 (mod 2501)

81723 ≡ 1380 (mod 2501)
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2001 ≡ 200 (mod 2501)

2002 ≡ 2485 (mod 2501)

2005 ≡ 1180 (mod 2501)

20011 ≡ 1153 (mod 2501)

20023 ≡ 490 (mod 2501)

7041 ≡ 704 (mod 2501)

7042 ≡ 418 (mod 2501)

7045 ≡ 1514 (mod 2501)

70411 ≡ 760 (mod 2501)

70423 ≡ 313 (mod 2501)

Vypoèítali jsme tedy, ¾e

10023 mod 2501 = 2306

1723 mod 2501 = 1893

11123 mod 2501 = 621

81723 mod 2501 = 1380

20023 mod 2501 = 490

70423 mod 2501 = 313

a máme ¹ifrový text

2306 1893 621 1380 490 313

Abychom zprávu de¹ifrovali, musíme vypoèítat
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23062087 mod 2501 = 100

18932087 mod 2501 = 17

6212087 mod 2501 = 111

atd.
Opìt jsme vyu¾ili rekurzivní algoritmus umocòování:

x2087 = (x1043)2 · x
x1043 = (x521)2 · x
x521 = (x260)2 · x
x260 = (x130)2

x130 = (x65)2

x65 = (x32)2 · x
x32 = (x16)2

x16 = (x8)2

x8 = (x4)2

x4 = (x2)2

x2 = (x1)2

x1 = x
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23061 ≡ 2306 (mod 2501)

23062 ≡ 510 (mod 2501)

23064 ≡ 2497 (mod 2501)

23068 ≡ 16 (mod 2501)

230616 ≡ 256 (mod 2501)

230632 ≡ 510 (mod 2501)

230665 ≡ 780 (mod 2501)

2306130 ≡ 657 (mod 2501)

2306260 ≡ 1477 (mod 2501)

2306521 ≡ 1937 (mod 2501)

23061043 ≡ 1082 (mod 2501)

23062087 ≡ 100 (mod 2501)

18931 ≡ 1893 (mod 2501)

18932 ≡ 2017 (mod 2501)

18934 ≡ 1663 (mod 2501)

18938 ≡ 1964 (mod 2501)

189316 ≡ 754 (mod 2501)

189332 ≡ 789 (mod 2501)

189365 ≡ 1069 (mod 2501)

1893130 ≡ 2305 (mod 2501)

1893260 ≡ 901 (mod 2501)

1893521 ≡ 2344 (mod 2501)

18931043 ≡ 1901 (mod 2501)

18932087 ≡ 17 (mod 2501)
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6211 ≡ 621 (mod 2501)

6212 ≡ 487 (mod 2501)

6214 ≡ 2075 (mod 2501)

6218 ≡ 1404 (mod 2501)

62116 ≡ 428 (mod 2501)

62132 ≡ 611 (mod 2501)

62165 ≡ 2146 (mod 2501)

621130 ≡ 975 (mod 2501)

621260 ≡ 245 (mod 2501)

621521 ≡ 621 (mod 2501)

6211043 ≡ 2307 (mod 2501)

6212087 ≡ 111 (mod 2501)

Cvièení.

1. Vezmìme p = 17, q = 23. Dostaneme n = 391, ϕ(n) = 352. Nech»
e = 29 a d = 85. Zpráva 100, 017, 111, 817, 200, 704 je za¹ifrována jako
104, 204, 314, 154, 064, 295. Po de¹ifrování jsme dostali 100, 017, 111,
035, 200, 313. Kde je problém?

2. Uva¾me RSA kryptosystém s p = 47, q = 71 a e = 79.

� Vypoètìte d.

� Za¹ifrujte zprávu "THE TRUTH IS MORE CERTAIN THAN
PROBABLE". Písmena reprezentujte èíslem jejich pozice v abe-
cedì (tak jako v pøíkladu 2.8.2), mezery ignorujte.

� De¹ifrujte

3301 13963 2120 1789 1701 2639 895 1150 742 1633 1572 1550
2668 2375 1643 108
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2.8.2 Analýza kryptosystému RSA

Pojïme si nyní popovídat o nìkolika pøedpokladech, které jsou zásadní pro
návrh RSA kryptosystému.

Prvním pøedpokladem je, ¾e umíme snadno nacházet velká prvoèísla.
Existuje nìkolik rychlých pravdìpodobnostních testù prvoèíselnosti. Je-

den si teï uká¾eme. Bude to pøekvapivì jednoduchá procedura.

Algoritmus P (Pravdìpodobnostní test prvoèíselnosti)
Je-li dáno liché celé èíslo n, n > 1, pokusí se tento algoritmus rozhodnout,

jestli je n prvoèíslem nebo ne. Nech» tedy n = 1 + 2kr, kde k je kladné celé
èíslo a r je liché kladné celé èíslo.

P1. [Vygenerování x.] Nech» x je náhodné celé èíslo, 1 < x < n.

P2. [Umocnìní.] Pøiøaïte j ← 0 a y ← xr mod n. (K výpoètu xr mod n
mù¾eme vyu¾ít rekurzivní algoritmus umocòování.)

P3. [Hotovo?] (Nyní je y = x2
jr mod n.) Je-li y = n − 1, nebo je-li y = 1

a j = 0, algoritmus konèí a oznámí "n je pravdìpodobnì prvoèíslem".
Je-li y = 1 a j > 0, jdìte na P5.

P4. [Zvìt¹ení j.] Zvìt¹ete j o 1. Je-li j < k, pøiøaïte y ← y2 mod n a vra»te
se na P3.

P5. [Není prvoèíslo.] Výpoèet ukonèete a oznamte, ¾e "n rozhodnì není pr-
voèíslem".

Øeknìme si teï, na jaké my¹lence je zalo¾en algoritmus P. Pøedpoklá-
dejme, ¾e xr mod n 6= 1 a n = 1 + 2kr je prvoèíslo. Pak posloupnost

xr mod n, x2r mod n, x4r mod n, . . . , x2
kr mod n

konèí èíslem 1 a hodnota tìsnì pøed prvním výskytem 1 bude n− 1. Proè?

� Proto¾e 1 < x < n, máme ¬(n/x) a dle Malé Fermatovy vìty (2.7.9)
xn−1 ≡ 1 (mod n), x2

kr mod n = 1.

� Buï j celé èíslo, 1 ≤ j ≤ k, x2
jr mod n = 1, x2

ir mod n 6= 1 pro v¹echna
celá èísla i, 0 ≤ i < j. Chceme ukázat, ¾e x2

j−1r mod n = n − 1.
Polo¾me y = x2

j−1r. Je y2 = x2
jr, y2 mod n = 1, y2 ≡ 1 (mod n),
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n/y2− 1, n/(y− 1)(y+ 1). Proto¾e n je prvoèíslo, máme n/y− 1 nebo
n/y+1. Pøedpokládejme, ¾e n/y−1. Pak y ≡ 1 (mod n), y mod n = 1,
x2

j−1r mod n = 1, spor. Nutnì tedy n/y + 1, Pak y ≡ −1 (mod n),
y mod n = −1 mod n = n− 1, x2

j−1r mod n = n− 1.

Lze dokázat následující základní fakt:
Nech» pn je pravdìpodobnost, s ní¾ se Algoritmus P pøi svém odhadu

mýlí, pokud n je liché celé èíslo, n > 1. Pak pro v¹echna n je pn < 1
4
.

My to zde dokazovat nebudeme, o dùkazu si mù¾ete pøeèíst v [8], kapitola
4.5.4, cvièení 22.

Podstatné je, ¾e pravdìpodobnost neúspìchu je ohranièená nezávisle na
hodnotì n.

Uva¾ujme nyní, ¾e algoritmus P spustíme opakovanì a ¾e pøi ka¾dém
vstupu do kroku P1 zvolíme x nezávisle a náhodnì. Pokud algoritmus by»
jednou oznámí, ¾e n není prvoèíslem, je tato odpovìï naprosto jistá. Jest-
li¾e ale tøeba desetkrát po sobì odpoví, ¾e n je pravdìpodobnì prvoèíslem,
mù¾eme øíci, ¾e je témìø jistì prvoèíslem. Pravdìpodobnost, ¾e algoritmus
dá nesprávnou odpovìï v 10 po sobì jdoucích pøípadech, je toti¾ men¹í ne¾(
1
4

)10
= 1

1048576
.

Nyní mù¾eme najít k-ciferné prvoèíslo metodou postupné volby. Vytvoøíme
náhodné k-ciferné liché celé èíslo a testem prvoèíselnosti zjistíme, zda je pr-
voèíslem. Pokud ne, vytvoøíme dal¹í náhodné k-ciferné liché celé èíslo, atd.
Pokusme se urèit prùmìrný poèet voleb potøebný k nalezení k-ciferného pr-
voèísla.

Poèet v¹ech k-ciferných lichých celých èísel je roven 1
2
(10k − 10k−1) =

9
2
· 10k−1. Je¹tì by to chtìlo znát, aspoò pøibli¾nì, poèet v¹ech k-ciferných

prvoèísel. K tomu vyu¾ijeme klasický výsledek teorie èísel, tzv. Prvoèíselnou
vìtu.

Pro reálné èíslo x oznaème π(x) poèet v¹ech prvoèísel men¹ích nebo rov-
ných èíslu x. Tak¾e napøíklad π(20) = 8, proto¾e existuje právì 8 prvoèísel
men¹ích nebo rovných dvaceti, toti¾ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Pøipomeòme
je¹tì, ¾e pro funkce f(x), g(x) zápis f(x) ∼ g(x) znamená limx→∞

f(x)
g(x)

= 1.

Prvoèíselná vìta
π(x) ∼ x

lnx
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Poèet v¹ech k-ciferných prvoèísel je tedy π(10k)−π(10k−1) a to je pøibli¾nì
rovno

10k

ln 10k
− 10k−1

ln 10k−1
=

10k

k ln 10
− 10k−1

(k − 1) ln 10

=
(k − 1)10k − k10k−1

k(k − 1) ln 10

=
10k−1((k − 1)10− k)

k(k − 1) ln 10

=
10k−1(9k − 10)

k(k − 1) ln 10

Prùmìrný poèet voleb potøebný k nalezení k-ciferného prvoèísla je tedy roven
9
2
· 10k−1

10k−1(9k−10)
k(k−1) ln 10

=
9 · 10k−1k(k − 1) ln 10

2 · 10k−1(9k − 10)
=

9k(k − 1) ln 10

18k − 20

Napøíklad prùmìrný poèet voleb potøebný k nalezení padesáticiferného pr-
voèísla je

9 · 50 · (50− 1) ln 10

18 · 50− 20
.
= 58

Dal¹í otázkou je, jak získáme celá èísla d, e, 0 < d < ϕ(n), 0 < e < ϕ(n)
(navíc, d by mìlo být velké), taková, ¾e

ed ≡ 1 (mod ϕ(n))

Zvolíme velké celé èíslo d, 0 < d < ϕ(n). Pøejeme si, aby d ⊥ ϕ(n).
Abychom provìøili, zda d ⊥ ϕ(n), pou¾ijeme roz¹íøený Euklidùv algorit-
mus. Pokud GCD(ϕ(n), d) 6= 1, zvolíme jiné d. Pokud GCD(ϕ(n), d) = 1,
roz¹íøený Euklidùv algoritmus nám také dal celá èísla s, t, sϕ(n) + td = 1.
Je td ≡ 1 (mod ϕ(n)). Polo¾me e = t mod ϕ(n). Je 0 ≤ e < ϕ(n). Dále
t ≡ t mod ϕ(n) (mod ϕ(n)), t ≡ e (mod ϕ(n)), td ≡ ed (mod ϕ(n)), 1 ≡ ed
(mod ϕ(n)). Zbývá si uvìdomit, ¾e e 6= 0. Pøedpokládejme naopak, ¾e e = 0.
Pak t mod ϕ(n) = 0, ϕ(n)/t a tedy ϕ(n)/1. To je v¹ak spor, proto¾e ϕ(n) =
(p − 1)(q − 1) > 1 (uvìdomme si, ¾e p, q jsou velká prvoèísla). Nutnì tedy
e 6= 0.

Je pøirozené se ptát, jak je obtí¾né najít velké celé èíslo d, 0 < d <
ϕ(n), d ⊥ ϕ(n). Z následující vìty vyplývá, ¾e je to pomìrnì jednoduché.
Pravdìpodobnost jevu A oznaèíme Pr(A).
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2.8.3. Vìta. Nech» u a v jsou náhodnì zvolená kladná celá èísla. Pak

Pr(u ⊥ v) =
6

π2

Dùkaz. Poznamenejme hned na poèátku, ¾e tento dùkaz nebude dùkaz,
ale pouze heuristické zdùvodnìní. S tím se nyní spokojíme. Pøedpokládejme
(bez dùkazu) existenci pravdìpodobnosti P jevu, ¾e u ⊥ v. Máme ukázat, ¾e
P = 6

π2 .
Nech» n je kladné celé èíslo. Oznaème pn poèet v¹ech uspoøádaných dvojic

(k, l) ∈ Z× Z takových, ¾e 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, k ⊥ l. Je

P = lim
n→∞

pn
n2

Buï d kladné celé èíslo. Oznaème Pd pravdìpodobnost toho, ¾e pro ná-
hodnì zvolená kladná celá èísla x a y je GCD(x, y) = d. Polo¾me

And = {(s, t) ∈ Z× Z| 1 ≤ s ≤ nd, 1 ≤ t ≤ nd, GCD(s, t) = d}

Je

Pd = lim
n→∞

|And|
(nd)2

Ov¹em

And = {(kd, ld)| (k, l) ∈ Z× Z, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, k ⊥ l}

Je tedy |And| = pn,

Pd = lim
n→∞

pn
n2d2

=
1

d2
· lim
n→∞

pn
n2

=
1

d2
· P =

P

d2

Nyní máme

P1 + P2 + P3 + P4 + . . . = 1
P

12
+
P

22
+
P

32
+
P

42
+ . . . = 1

P ·
(

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . .

)
= 1

P · π
2

6
= 1

P =
6

π6
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Pov¹imnìme si, ¾e 6
π2 = 0, 6079 . . . . Pro náhodnì zvolená kladná celá èísla

u a v je tedy Pr(u ⊥ v)
.
= 61%. Velké celé èíslo d, 0 < d < ϕ(n), d ⊥ ϕ(n),

mù¾eme hledat metodou postupné volby. Èíslo d zvolíme náhodnì a Eukli-
dovým algoritmem zjistíme, zda je nesoudìlné s ϕ(n). Pokud ne, náhodnì
zvolíme dal¹í d, atd.

2.8.4. Poznámka. V dùkazu vìty 2.8.3 hrál dùle¾itou roli fakt, ¾e

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · = π2

6

Øadu pøevrácených hodnot ètvercù kladných celých èísel poprvé seèetl Euler
v roce 1734. V knize [2] v kapitole 8 najdete tøi elegantní a chytré dùkazy
uvedené rovnosti (tøetí z dùkazù je zcela elementární). Knihu doporuèuji
v¹em, kteøí mají rádi skvìlé nápady a chytré postøehy.

Nyní se zdá, ¾e navrhnout RSA kryptosystém je zcela jednoduché. Ve
skuteènosti to v¹ak úplnì jednoduché není. Aby byl navr¾ený kryptosystém
dostateènì bezpeèný, èísla p, q, d a e musí být zvolena peèlivì - tak, aby byly
splnìny rùzné podmínky, napøíklad

1. Zmínili jsme ji¾ nìkolikrát, ¾e èíslo d má být velké. Proè? Jinak by se
toti¾ de¹ifrování dalo provést vyzkou¹ením v¹ech malých d. Lze ukázat,
¾e malé e by také mohlo být bezpeènostním rizikem.

2. Rozdíl |p− q| by nemìl být pøíli¹ malý. Proè? Pøedpokládejme, ¾e èíslo
|p− q| je malé a tøeba p > q. Pak èíslo p+q

2
je jen o málo vìt¹í ne¾

√
n,

jeliko¾ (p+q
2

)2 − n = (p−q
2

)2. Uvìdomme si, ¾e èísla p+q
2

a p−q
2

jsou celá,
jeliko¾ p a q jsou lichá celá èísla (jsou to velká prvoèísla). Testujeme
postupnì celá èísla x vìt¹í ne¾

√
n tak dlouho, a¾ x2 − n je ètvercem

nìjakého kladného celého èísla y. Do testováni lze zapojit modulární
aritmetiku, napøíklad musí být (x2−n) mod 5 ∈ {0, 1, 4}. Proto¾e èíslo
|p − q| je malé, najdeme èísla x a y "brzy". Pak bude x2 − n = y2,
x2 − y2 = n, (x + y)(x − y) = n, p = x + y, q = x − y (v pøípadì
x − y = 1 zvìt¹íme x o 1 a pokraèujeme dále). V podstatì se jedná o
Fermatovu metodu hledání prvoèíselného rozkladu - viz kapitolu 4.5.4
v knize [8].
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Mù¾e se zdát, ¾e znalost veøejného klíèe, tj. znalost èísel n a e, je posta-
èující pro de¹ifrování. Víme pøece, ¾e ed ≡ 1 (mod ϕ(n)). Tak¾e ϕ(n)/ed−1,
ed − 1 = ϕ(n)r pro nìjaké celé èíslo r. Z rovnosti ed − ϕ(n)r = 1 plyne,
¾e e ⊥ ϕ(n). Roz¹íøeným Euklidovým algoritmem urèíme celá èísla s, t,
sϕ(n) + te = 1 a pak d = t mod ϕ(n). Ov¹em k tomuto výpoètu èísla d
potøebujeme znát èíslo ϕ(n). Samozøejmì, ϕ(n) lze urèit snadno, známe-li
prvoèísla p a q. Av¹ak prvoèísla p a q nepatøí do veøejného klíèe, nebo» kryp-
tosystém RSA je zalo¾en právì na tom, ¾e je velmi obtí¾né najít p, q, pokud
je dán pouze jejich souèin n = pq a n je velké. Je mo¾né urèit ϕ(n) nìjak
snadnìji ne¾ tak, ¾e najdeme prvoèíselný rozklad èísla n? Následující tvrzení
ukazuje, ¾e to mo¾né není.

2.8.5. Vìta. Nech» p a q jsou prvoèísla, n = pq. Rozlo¾it èíslo n na souèin
prvoèísel je stejnì tì¾ké, jako vypoèítat ϕ(n).

Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e p ≥ q.

1. Pøedpokládejme, ¾e známe p a q. Pak ϕ(n) = (p− 1)(q − 1).

2. Pøedpokládejme, ¾e známe n a ϕ(n). Pak

ϕ(n) = (p− 1)(q − 1) = pq − p− q + 1 = n− (p+ q) + 1

a tedy
p+ q = n− ϕ(n) + 1

Dále

(p− q)2 = p2 − 2pq + q2 = p2 + 2pq + q2 − 4pq = (p+ q)2 − 4n

a tedy
p− q =

√
(p+ q)2 − 4n

Ze znalosti p+ q a p− q ji¾ snadno urèíme p a q.

Cvièení.

1. Pomocí algoritmu P rozhodnìte, zda 857 je prvoèíslo.

2. Pomocí algoritmu P rozhodnìte, zda 817 je prvoèíslo.
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3 Algebraické struktury

3.1 De�nice algebraické struktury

3.1.1. De�nice. Nech» A je neprázdná mno¾ina, n je kladné celé èíslo. Zob-
razení ∗ : An → A se nazývá (n{ární) operace na mno¾inì A. Libovolný
prvek a ∈ A pova¾ujeme za 0{ární operaci na mno¾inì A. Místo 0{ární ope-
race øíkáme èasto nulární operace, místo 1{ární operace øíkáme èasto unární
operace, místo 2{ární operace øíkáme èasto binární operace (a, pokud nemù¾e
dojít k nedorozumìní, øíkáme èasto pouze operace), místo 3{ární operace øí-
káme èasto ternární operace. Je { li ∗ binární operace na mno¾inì A, pak
místo ∗((x, y)) pí¹eme vìt¹inou x ∗ y (pro libovolná x, y ∈ A). Je { li ′ unární
operace na mno¾inì A, pak místo ′(x) pí¹eme èasto x′ èi také ′x (pro libovolné
x ∈ A).

3.1.2. De�nice. Nech» ∗ a � jsou binární operace na mno¾inì A.

1. Øíkáme, ¾e operace ∗ je asociativní, pokud pro v¹echna x, y, z ∈ A
platí

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.

2. Øíkáme, ¾e operace ∗ je komutativní, pokud pro v¹echna x, y ∈ A
platí

x ∗ y = y ∗ x.

3. Øíkáme, ¾e operace � je distributivní vzhledem k operaci ∗, pokud
pro v¹echna x, y, z ∈ A platí

x�(y ∗ z) = (x�y) ∗ (x�z), (y ∗ z)�x = (y�x) ∗ (z�x).

4. Nech» e ∈ A. Øíkáme, ¾e e je neutrální prvek operace ∗, pokud pro
v¹echna x ∈ A platí

e ∗ x = x, x ∗ e = x.

5. Nech» e, x, y ∈ A, e je neutrální prvek operace ∗. Øíkáme, ¾e prvek y je
inverzní (inverze) k prvku x vzhledem k operaci ∗, pokud platí

x ∗ y = e, y ∗ x = e.

3.1.3. Tvrzení. Nech» ∗ je binární operace na mno¾inì A. Pak platí:
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1. Operace ∗ má nejvý¹e jeden neutrální prvek.

2. Nech» e, x ∈ A, e je neutrální prvek operace ∗. Jestli¾e operace ∗ je
asociativní, pak v A existuje nejvý¹e jeden inverzní prvek k prvku x.

Dùkaz.

1. Nech» e, f ∈ A, e, f jsou neutrální prvky operace ∗. Jeliko¾ e je neut-
rální prvek, je e∗f = f . Jeliko¾ f je neutrální prvek, je e∗f = e. Tak¾e
e = f .

2. Pøedpokládejme, ¾e operace ∗ je asociativní. Nech» y, z ∈ A, y, z jsou
inverzní prvky k prvku x. Pak

y = y ∗ e = y ∗ (x ∗ z) = (y ∗ x) ∗ z = e ∗ z = z

3.1.4. De�nice. Algebraická struktura (algebra) je uspoøádaná (n+1){
ticeA = (A, ◦1, ◦2, . . . , ◦n), kde A je neprázdná mno¾ina, zvaná nosiè algebry
A, a ◦1, ◦2, . . . , ◦n jsou operace na mno¾inì A. Èasto místo A pí¹eme A, tedy
oznaèením nerozli¹ujeme mezi algebraickou strukturou a jejím nosièem.

V dal¹ích èástech kapitoly struènì probereme nìkteré významné alge-
braické struktury.

3.2 Pologrupy a monoidy

3.2.1. De�nice. Pologrupa S = (S, ·) je neprázdná mno¾ina S spolu s aso-
ciativní binární operací · (vìt¹inou tuto operaci nazýváme násobení). Mo-
noid M = (S, ·, 1) je pologrupa (S, ·) s neutrálním (jednotkovým) prvkem
1 ∈ S takovým, ¾e 1 · x = x · 1 = x pro v¹echna x ∈ S. Pologrupa (monoid)
se nazývá komutativní, pokud operace násobení je komutativní.

3.2.2. Pøíklady.

1. (N,+, 0), (Z,+, 0), (Q,+, 0), (R,+, 0), (C,+, 0), (N, ·, 1), (Z, ·, 1),
(Q, ·, 1), (R, ·, 1), (C, ·, 1) jsou komutativní monoidy.

2. Nech» n je kladné celé èíslo. Mno¾inu v¹ech ètvercových matic stupnì
n nad Z (tj. prvky matic jsou celá èísla) oznaème Mn(Z). Symbolem
O znaèíme nulovou matici, tj. matici, která má v¹echny prvky rovny 0.
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Symbolem E znaèíme jednotkovou matici, tj. matici splòující eii = 1
pro v¹echna i ∈ {1, . . . , n} a eij = 0 pro v¹echna i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.
Pak (Mn(Z),+, O) je komutativní monoid a (Mn(Z), ·, E) je monoid,
který pro n > 1 není komutativní.

3. (Z+,+) je pøíklad pologrupy, která není monoid, jeliko¾ operace + v
Z+ nemá neutrální prvek.

Uvedeme teï dùle¾itý pøíklad monoidu.
Abeceda je neprázdná mno¾ina.
Slovo nad abecedou Σ je koneèná posloupnost prvkù mno¾iny Σ. Délku

slova (posloupnosti) w znaèíme |w|, ε je prázdné slovo délky 0. Neprázdné
slovo w délky n nad Σ mù¾eme také chápat jako zobrazení w : {1, . . . , n} →
Σ, kde w(i) je i{tý symbol slova w.

Σ∗ oznaèuje mno¾inu v¹ech slov nad Σ a Σ+ oznaèuje mno¾inu v¹ech
neprázdných slov nad Σ.

Slo¾ením neprázdného slova u délky n1 a neprázdného slova v délky
n2 je slovo w délky n1 + n2 oznaèované u · v nebo pouze uv takové, ¾e pro
1 ≤ i ≤ n1 je w(i) = u(i) a pro n1 < i ≤ n1 + n2 je w(i) = v(i − n1). Dále
pro ka¾dé slovo w klademe εw = wε = w.

Jestli¾e Σ je abeceda, pak ka¾dá podmno¾ina L ⊆ Σ∗ se nazývá jazyk
nad abecedou Σ. Je tedy slovo koneèná posloupnost prvkù abecedy a jazyk
je mno¾ina slov!

3.2.3. Pøíklad. Jestli¾e Σ je abeceda, pak (Σ∗, ·, ε), kde · je skládání slov, je
monoid, který v pøípadì |Σ| > 1 není komutativní. Tento monoid se nazývá
volný monoid nad abecedou Σ.

Homomor�smusmonoiduM1 = (S1, ·1, 11) do monoiduM2 = (S2, ·2, 12)
je zobrazení µ : S1 → S2 takové, ¾e µ(11) = 12 a µ(x ·1 y) = µ(x) ·2 µ(y) pro
v¹echna x, y ∈ S1.

Kongruence na monoidu M = (S, ·, 1) je relace ekvivalence (oznaème
ji tøeba ≡) na mno¾inì S, která je kompatibilní s operací násobení, tedy

x1 ≡ y1 ∧ x2 ≡ y2 =⇒ x1 · x2 ≡ y1 · y2

pro v¹echna x1, x2, y1, y2 ∈ S.

Cvièení.
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1. Nech» n je celé èíslo, n > 1. Doka¾te, ¾e monoid (Mn(Z), ·, E) není
komutativní.

2. Nech» ≡ je kongruence na monoiduM = (S, ·, 1). Tøídu rozkladu S/ ≡,
v ní¾ le¾í prvek a ∈ S, oznaème [a]≡. Doka¾te, ¾e mno¾ina S/ ≡ spolu
s násobením de�novaným pøedpisem [a]≡ · [b]≡ = [a · b]≡ a s neutrálním
prvkem [1]≡ tvoøí monoid, tzv. faktorový monoidM≡.

3. Nech» Σ je abeceda, L ⊆ Σ∗ je jazyk. Na mno¾inì Σ∗ de�nujme relaci
≡L takto: u ≡L v tehdy a jen tehdy, kdy¾ pro v¹echna x, y ∈ Σ∗

platí xuy ∈ L ⇔ xvy ∈ L. Doka¾te, ¾e ≡L je kongruence na volném
monoidu nad abecedou Σ. (Odpovídající faktorový monoid se nazývá
syntaktický monoid jazyka L.)

4. Popi¹te syntaktické monoidy pro následující jazyky L nad abecedou
{0, 1}:

� L je mno¾ina v¹ech slov sudé délky

� L je mno¾ina v¹ech slov, která neobsahují dvì po sobì jdoucí nuly

Co to znamená popsat syntaktický monoid jazyka L? Urèíte tøídy roz-
kladu {0, 1}∗/ ≡L a sestrojíte tabulku operace násobení v syntaktickém
monoidu jazyka L.

3.3 Grupy

3.3.1. De�nice. Algebraická struktura G = (G, ·, 1) s binární operací · a
nulární operací 1 je grupa, pokud (G, ·, 1) je monoid, v nìm¾ ke ka¾dému
prvku existuje inverzní prvek vzhledem k operaci ·.

Inverzní prvek k prvku a ∈ G je urèen jednoznaènì (viz tvrzení 3.1.3) a
znaèíme jej a−1. Pro ka¾dé a ∈ G je tedy

a · a−1 = a−1 · a = 1

Grupa G se nazývá komutativní (nebo abelovská), pokud operace · je
komutativní.

Jestli¾e nosiè grupy G je koneèná mno¾ina, pak se grupa G nazývá ko-
neèná a |G| znaèí poèet prvkù grupy G.

Dvì základní vlastnosti grup jsou shrnuty v následujícím tvrzení.

3.3.2. Tvrzení. Nech» G = (G, ·, 1) je grupa. Pak platí:
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1. Pro v¹echna a, b, c ∈ G: a · c = b · c⇒ a = b, c · a = c · b⇒ a = b (tzv.
zákony krácení).

2. Pro v¹echna a, b ∈ G rovnice a · x = b má právì jedno øe¹ení v grupì
G, toti¾ x = a−1 · b.

Dùkaz.

1. Nech» a, b, c ∈ G. Doká¾eme implikaci a · c = b · c⇒ a = b.
Pøedpokládejme, ¾e a · c = b · c. Chceme: a = b. Poèítejme:

a = a · 1 = a · (c · c−1) = (a · c) · c−1 = (b · c) · c−1 = b · (c · c−1) = b · 1 = b

Myslím, ¾e implikaci c · a = c · b⇒ a = b ji¾ snadno doká¾ete sami.

2. Nech» u, v ∈ G, a · u = b, a · v = b. Pak a · u = a · v a krácení dává
u = v. Má tedy rovnice a · x = b nejvý¹e jedno øe¹ení v G. Výpoètem
ted� ovìøíme, ¾e x = a−1 · b je opravdu øe¹ením rovnice a · x = b:

a · (a−1 · b) = (a · a−1) · b = 1 · b = b

3.3.3. Pøíklad. (Z,+, 0), (Q,+, 0), (R,+, 0), (C,+, 0), (Q− {0}, ·, 1), (R−
{0}, ·, 1), (C− {0}, ·, 1) jsou komutativní grupy.

3.3.4. Pøíklad. Nech» A je neprázdná mno¾ina. Permutace mno¾iny A je
vzájemnì jednoznaèné zobrazení (bijekce) mno¾inyA na mno¾inuA. Mno¾inu
v¹ech permutací mno¾iny A oznaèíme S(A). Pro libovolné permutace π, ρ
mno¾iny A oznaème π · ρ jejich slo¾ení (kompozici), tedy π · ρ : A → A,
(π · ρ)(x) = ρ(π(x)) pro x ∈ A. Jak známo, slo¾ením bijekcí dostáváme
opìt bijekci, tak¾e · je operace na mno¾inì S(A). Uva¾me je¹tì zobrazení
idA : A → A dané pøedpisem idA(x) = x pro x ∈ A. Zobrazení idA je
vzájemnì jednoznaèné (tak¾e idA ∈ S(A)) a nazývá se identické zobrazení
(identita) na mno¾inì A. Jako cvièení si rozmyslete, ¾e algebraická struktura
(S(A), ·, idA) je grupa.

Grupa (S(A), ·, idA) se nazývá grupa permutací èi symetrická grupa
mno¾iny A. Pro kladné celé èíslo n místo S({1, 2, . . . , n}) pí¹eme vìt¹inou
struènì Sn. Díky svým znalostem z kombinatoriky víme, ¾e Sn je koneèná
grupa a |Sn| = n!.
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Jestli¾e mno¾ina A má více ne¾ dva prvky, pak grupa S(A) není komuta-
tivní (viz cvièení). Specielnì tedy grupy Sn, kde n ≥ 3, nejsou komutativní.

Nech» n ∈ Z, n > 0. Pøpomeòme, ¾e pro a, b ∈ Z zápis a ≡ b (mod n)
znamená n/a − b. Víme, ¾e relace ≡ je ekvivalence na mno¾inì Z (viz vìtu
2.5.3). Faktorovou mno¾inu (rozklad) Z/ ≡ budeme znaèit Zn. Pro a ∈ Z
tøídu rozkladu Z/ ≡, v ní¾ le¾í èíslo a, oznaèíme [a] èi je¹tì pøesnìji [a]n. Je
tedy

[a] = {x ∈ Z| x ≡ a (mod n)}

Uvìdomme si, ¾e pro v¹echna a, b ∈ Z platí:

[a] = [b]⇐⇒ a ≡ b (mod n)

Popí¹eme teï pøesnìji strukturu mno¾iny Zn.

3.3.5. Tvrzení. Nech» n ∈ Z, n > 0. Mno¾ina Zn má pøesnì n prvkù, a to

[0], [1], [2], . . . , [n− 1]

Dùkaz.

Cvièení.

1. Nech» A je neprázdná mno¾ina. V pøíkladu 3.3.4 jsme sestrojili alge-
braickou strukturu (S(A), ·, idA). Doka¾te, ¾e (S(A), ·, idA) je grupa.

2. Nech» mno¾ina A má aspoò tøi prvky. Doka¾te, ¾e symetrická grupa
S(A) není komutativní.

3.4 Okruhy a tìlesa

4.3.1. De�nice. Algebraická struktura (R,+, ·, 0) s binárními operacemi +
(sèítání) a · (násobení) a s nulární operací 0 je okruh, pokud (R,+, 0) je
komutativní grupa a násobení je distributivní vzhledem ke sèítání. Okruh
se nazývá asociativní (komutativní, s jednotkovým prvkem), pokud
operace násobení je asociativní (komutativní, má neutrální prvek).

Je { li (R,+, ·, 0) okruh, má ka¾dý prvek x ∈ R opaèný prvek −x v grupì
(R,+, 0), který splòuje x + (−x) = 0. Pro x, y ∈ R místo x + (−y) èasto
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pí¹eme x − y. V okruhu pou¾íváme úmluvy o prioritách operací, na které
jsme zvyklí ji¾ ze základní a støední ¹koly, tedy napøíklad zápis x · y + z
znamená (x · y) + z a nikoli x · (y + z).

4.3.2. Pøíklad. (Z,+, ·, 0, 1) je asociativní komutativní okruh (Z,+, ·, 0) s
jednotkovým prvkem 1. Nech» n je kladné celé èíslo. Také (Zn,+, ·, 0, 1) je
asociativní komutativní okruh s jednotkovým prvkem 1. Pøipomínám, ¾e pro
a ∈ Z je a = {x ∈ Z| x ≡ a (n)}; místo x ≡ a (n) pí¹eme také x ≡ a
(mod n), místo a pí¹eme také [a] èi dokonce je¹tì pøesnìji [a]n. Konstrukci
okruhù Zn si mù¾ete pøipomenout napøíklad v èásti 1.2 studijního textu [9].

4.3.3. De�nice. (I,+, ·, 0) je obor integrity, pokud je to asociativní ko-
mutativní okruh, v nìm¾ pro v¹echna x, y ∈ I platí

x · y = 0 =⇒ x = 0 ∨ y = 0

4.3.4. De�nice. (T,+, ·, 0, 1) je tìleso, pokud 0 6= 1, (T,+, ·, 0) je asoci-
ativní okruh s jednotkovým prvkem 1 a pro ka¾dé x ∈ T , x 6= 0, existuje
y ∈ T tak, ¾e x · y = y · x = 1. Prvek y se znaèí 1

x
nebo x−1. Znaèení je

mo¾no zavést, nebo» prvek y je urèen jednoznaènì (nech» x · z = z · x = 1;
pak y = y · 1 = y · (x · z) = (y · x) · z = 1 · z = z). Je-li v tìlese násobení
komutativní, pak hovoøíme o komutativním tìlese. Proto¾e v tomto textu
budeme pracovat výhradnì s komutativními tìlesy, budeme pro struènost
místo názvu komutativní tìleso pou¾ívat pouze slovo tìleso.

4.3.5. Tvrzení. V ka¾dém okruhu (R,+, ·, 0) pro ka¾dý prvek x ∈ R platí:

x · 0 = 0 · x = 0

Dùkaz. Buï x ∈ R. Poèítejme:

0 + x · 0 = x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0

Je tedy 0 + x · 0 = x · 0 + x · 0. Jeliko¾ v grupì (R,+, 0) lze krátit (tedy
a+ c = b+ c⇒ a = b), dostáváme 0 = x ·0. Obdobnì lze ukázat, ¾e 0 ·x = 0.
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4.3.6. Tvrzení. Ka¾dé tìleso je obor integrity.

Dùkaz. Nech» (T,+, ·, 0, 1) je tìleso. Uká¾eme, ¾e (T,+, ·, 0) je obor integrity.
Z de�nice tìlesa ihned plyne, ¾e (T,+, ·, 0) je asociativní komutativní okruh.
Zbývá ukázat, ¾e pro v¹echna x, y ∈ T platí: x · y = 0 ⇒ x = 0 ∨ y = 0.
Buïte tedy x, y ∈ T , x · y = 0. Chceme: x = 0 nebo y = 0. Je { li x = 0,
jsme hotovi. Nech» tedy x 6= 0. Musíme ukázat, ¾e y = 0. Poèítejme:

0 = x−1 · 0 = x−1 · (x · y) = (x−1 · x) · y = 1 · y = y

4.3.7. Poznámka. V de�nici tìlesa po¾adujeme, aby 0 6= 1. Tento po¾adavek
je ekvivalentní s po¾adavkem, aby tìleso mìlo aspoò dva prvky.

� Pøedpokládejme, ¾e 0 6= 1. Chceme: T má aspoò dva prvky. To jistì
platí, jeliko¾ 0, 1 ∈ T .

� Pøedpokládejme, ¾e T má aspoò dva prvky. Chceme: 0 6= 1. Postupujme
sporem. Pøedpokládejme, ¾e 0 = 1. Zvolme libovolné x ∈ T . Je x =
x · 1 = x · 0 = 0, x = 0. Tak¾e ka¾dý prvek x ∈ T je roven 0 a T má
tedy pouze jeden prvek. To je spor. Nutnì tedy 0 6= 1.

4.3.8. Pøíklad. (Q,+, ·, 0, 1), (R,+, ·, 0, 1) a (C,+, ·, 0, 1) jsou tìlesa. Máme
také nekoneènì mnoho pøíkladù koneèných tìles { pro ka¾dé prvoèíslo p to-
ti¾ (Zp,+, ·, 0, 1) je tìleso. Dokonce pro ka¾dé celé èíslo n, n > 1, platí:
(Zn,+, ·, 0, 1) je tìleso právì tehdy, kdy¾ n je prvoèíslo (dùkaz najdete na-
pøíklad v [9], tvrzení 1.2.21).

Koneèná tìlesa hrají velkou roli v aplikacích. Je tomu tak napøíklad v
kódování, proto v knihách o kódování ([1], [3]) najdeme hodnì informací o
koneèných tìlesech.

Polo¾me si nyní tøeba otázku, kolik prvkù mù¾e mít koneèné tìleso. Víme
ji¾, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo p existuje tìleso s p prvky. Mù¾e mít koneèné tìleso
50 prvkù? Uvidíme, ¾e nikoli.

Pøipomeòme znaèení, s ním¾ jste se seznámili v kapitole o grupách. Jest-
li¾e G je grupa, a ∈ G, n je celé èíslo a pou¾íváme multiplikativní symboliku,
tedy máme grupu (G, ·, 1), pak n{tou mocninu prvku a znaèíme an. Jest-
li¾e pou¾íváme aditivní symboliku, tedy máme grupu (G,+, 0), pak místo an

pí¹eme na. Jistì také znáte základní pravidla:
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Nech» G je grupa, a, b ∈ G, k, l jsou celá èísla. Pak

akal = ak+l, (ak)l = akl

neboli, zapsáno v aditivní symbolice,

(ka) + (la) = (k + l)a, l(ka) = (kl)a

Jestli¾e grupa G je komutativní, pak také

akbk = (ab)k

neboli, zapsáno v aditivní symbolice,

(ka) + (kb) = k(a+ b)

4.3.9. De�nice. Nech» (T,+, ·, 0, 1) je tìleso. Charakteristika tìlesa T je
øád prvku 1 v grupì (T,+, 0). Chakteristiku tìlesa T znaèíme char(T ).

4.3.10. Tvrzení. Charakteristika koneèného tìlesa je prvoèíslo.

Dùkaz. Nech» (T,+, ·, 0, 1) je koneèné tìleso. Grupa (T,+, 0) je koneèná
a tedy ka¾dý její prvek má koneèný øád. Tak¾e také 1 má koneèný øád a
char(T ) = n, kde n je kladné celé èíslo. Specielnì n1 = 0. Jeliko¾ 0 6= 1, je
n > 1. Chceme: n je prvoèíslo. Pøedpokládejme naopak, ¾e n je èíslo slo¾ené.
Pak n = kl pro nìjaká celá èísla k, l, 1 < k < n, 1 < l < n. Poèítejme:

(k1) · (l1) = (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

) · (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
l

)

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

) · 1 + · · ·+ (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

) · 1︸ ︷︷ ︸
l

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

) + · · ·+ (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

)︸ ︷︷ ︸
l

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
kl

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= n1

= 0
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Je tedy (k1) · (l1) = 0. Proto¾e ka¾dé tìleso je obor integrity, je k1 = 0 nebo
l1 = 0. Nech» napøíklad k1 = 0. Proto¾e k je kladné celé èíslo a n je øád
prvku 1 v grupì (T,+, 0), je n ≤ k. To je spor. Obdobnì také dostaneme
spor v pøípadì l1 = 0. Nutnì tedy n je prvoèíslo.

4.3.11. Tvrzení. Nech» (T,+, ·, 0, 1) je koneèné tìleso, char(T ) = p. Pro
ka¾dé v ∈ T je pv = 0.

Dùkaz. Nech» v ∈ T . Poèítejme:

pv = v + · · ·+ v︸ ︷︷ ︸
p

= v · (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

)

= v · (p1)

= v · 0
= 0

Nyní doká¾eme tvrzení o poètu prvkù koneèného tìlesa. V dùkazu vyu-
¾ijete své znalosti základù lineární algebry.

4.3.12. Vìta. Poèet prvkù koneèného tìlesa je roven pn, kde p je prvoèíslo
a n je kladné celé èíslo.

Dùkaz. Nech» (T,+, ·, 0, 1) je koneèné tìleso. Dle tvrzení 4.3.10 je char(T ) =
p pro nìjaké prvoèíslo p. (T,+, 0) je komutativní grupa. Pro ka¾dé k ∈ Zp (k
je celé èíslo) a ka¾dé v ∈ T de�nujeme prvek k · v ∈ T takto:

k · v = kv

Uká¾eme, ¾e de�nice je korektní. Nech» l je celé èíslo, k = l. Chceme: kv = lv.
Je k ≡ l (mod p), p/k − l, k − l = mp pro nìjaké celé èíslo m. Poèítejme:

kv = (l +mp)v

= (lv) + ((mp)v)

= (lv) + (p(mv))

= (lv) + 0

= lv
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Doká¾eme teï ètyøi vìci:

1. pro v¹echna k, l ∈ Z, pro v¹echna u ∈ T : (k · l) · u = k · (l · u)

Poèítejme:

(k · l) · u = kl · u = (kl)u = k(lu) = k(l · u) = k · (l · u)

2. pro v¹echna k, l ∈ Z, pro v¹echna u ∈ T : (k + l) · u = (k · u) + (l · u)

Poèítejme:

(k + l) · u = k + l · u = (k + l)u = (ku) + (lu) = (k · u) + (l · u)

3. pro v¹echna k ∈ Z, pro v¹echna u, v ∈ T : k · (u+ v) = (k · u) + (k · v)

Poèítejme:

k · (u+ v) = k(u+ v) = (ku) + (kv) = (k · u) + (k · v)

4. pro v¹echna u ∈ T : 1 · u = u

Poèítejme:
1 · u = 1u = u

Právì jsme ukázali, ¾e T je vektorový prostor nad tìlesem Zp. Proto¾e mno¾ina
T je koneèná, je T vektorový prostor koneèné dimenze, oznaème ji n. Je
n ∈ Z, n ≥ 0. Ov¹em n = 0 by znamenalo, ¾e prázdná mno¾ina je báze
vektorového prostoru T a T = {0}. To by byl spor, proto¾e ka¾dé tìleso má
aspoò dva prvky. Je tedy n > 0. Pak vektorový prostor T je isomorfní s
prostorem Znp (viz [9], dùsledek 2.8.3) a tedy

|T | = |Znp | = |Zp|n = pn

Ukázali jsme, ¾e tìleso T má pn prvkù, kde p = char(T ) je prvoèíslo a n je
kladné celé èíslo.

4.3.13. Dùsledek (dùkazu). Nech» T je koneèné tìleso, char(T ) = p. Pak
T je vektorový prostor nad tìlesem Zp a poèet prvkù tìlesa T je roven pn,
kde n je dimenze vektorového prostoru T nad Zp.

Teï je ji¾ jasné, ¾e ¾ádné tìleso nemá 50 prvkù. A existuje tìleso, které
má 49 prvkù? Vìta 4.3.12 existenci takového tìlesa nevyluèuje, ale také ji
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nedokazuje. Významným poznatkem je, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo p a ka¾dé
kladné celé èíslo n existuje tìleso mající pn prvkù. Toto tvrzení dokazovat
nebudeme. Lze ho dokázat rùznì, velmi pìkným dùkazem je konstruktivní
dùkaz uvedený napøíklad v knize [3] { tìleso s pn prvky se sestrojí pomocí
ireducibilního polynomu stupnì n nad tìlesem Zp.

Cvièení.

1. Nech» (R,+, ·, 0) je okruh. Doka¾te, ¾e pro v¹echna x, y, z ∈ R platí:

� (−x) · y = x · (−y) = −(x · y), (−x) · (−y) = x · y
� x · (y − z) = x · y − x · z, (x− y) · z = x · z − y · z

2. � Uveïte pøíklad nekoneèného asociativního komutativního okruhu,
který není obor integrity.

� Uveïte pøíklad koneèného asociativního komutativního okruhu,
který není obor integrity.

3. � Uveïte pøíklad nekoneèného oboru integrity s jednotkovým prv-
kem, který není tìleso.

� Doka¾te, ¾e ka¾dý koneèný aspoò dvouprvkový obor integrity s
jednotkovým prvkem je tìleso.

4. Nech» n je kladné celé èíslo, (T,+, ·, 0, 1) je tìleso. . Mno¾inu v¹ech
ètvercových matic stupnì n nad T (tj. prvky matic jsou prvky tìlesa
T ) oznaème Mn(T ). Symbolem O znaèíme nulovou matici, tj. matici,
která má v¹echny prvky rovny 0. Symbolem E znaèíme jednotkovou
matici, tj. matici splòující eii = 1 pro v¹echna i ∈ {1, . . . , n} a eij = 0
pro v¹echna i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j. Doka¾te, ¾e (Mn(T ),+, ·, O) je
asociativní okruh s jednotkovým prvkem E. Doka¾te, ¾e pro n > 1
okruh Mn(T ) není obor integrity a není komutativní.

5. Celé èíslo d se nazývá bezètvercové, pokud pro v¹echna kladná celá
èísla e platí: e2/d ⇒ e = 1. Nech» d je bezètvercové celé èíslo, d 6= 1.
Polo¾me Q(

√
d) = {a + b

√
d| a, b ∈ Q}. Doka¾te, ¾e (Q(

√
d),+, ·, 0, 1)

je tìleso. Doka¾te aspoò pro d = 2. Poznámka: tìleso Q(
√
d) se nazývá

kvadratické tìleso.

6. Nech» (T,+, ·, 0, 1) je tìleso. Doka¾te, ¾e (T − {0}, ·, 1) je komutativní
grupa.
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7. Pøedpokládejte, ¾e T je ètyøprvkové tìleso. Sestrojte tabulky operací
sèítání a násobení v tìlese T .

8. Nech» I je obor integrity, x, y, z ∈ I. Jestli¾e xy = xz a x 6= 0, pak
y = z. Doka¾te.

3.5 Algebra polynomù

Jistì jste se ji¾ v¹ichni setkali s polynomy, tedy s objekty jako x2 + 2x + 3
atd. Pro aplikace není ani tak dùle¾ité, jak se formálnì pøesnì polynomy
de�nují (sestrojují), ale dùle¾ité je umìt s nimi správnì manipulovat (sèítat,
násobit,. . . ) a znát související terminologii (stupeò polynomu,. . . ). Pojïme
si udìlat pøehled toho nejdùle¾itìj¹ího { bude to pro vás snad opakování
(pøipomenutí) obvyklých vìcí jen s tím rozdílem, ¾e zvolíme obecnìj¹í pøístup
- koe�cienty polynomù nebudou pouze èísla (jak jste asi byli doposud zvyklí),
ale budou to moci být prvky libovolného komutativního asociativního okruhu
s jednotkovým prvkem, specielnì tedy oboru integrity s jednotkovým prvkem
nebo tìlesa.

Nech» tedy R je komutativní asociativní okruh s jednotkovýnm prv-
kem. Formální mocninná øada nad okruhem R je posloupnost a =
(a0, a1, a2, . . . ) taková, ¾e ai ∈ R pro v¹echna i = 0, 1, 2, . . . . Je zvykem psát

a = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · =

∞∑
i=0

aix
i =

∑
0≤i

aix
i

Mno¾inu v¹ech formálních mocninných øad nad okruhem R oznaèíme
R[[x]].

Jedno dùle¾ité upozornìní: Formální mocninná øada nad okruhem R je
posloupnost prvkù okruhu R, nikoli nìjaký nekoneèný souèet { otázky typu
konvergence nás tedy vùbec nezajímají.

Prvky mno¾iny R[[x]] sèítáme a násobíme. Formální mocninné øady se
sèítají po slo¾kách:

(a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . )

Je ihned vidìt (rozmyslete si to!), ¾e (R[[x]],+) je komutativní grupa s
neutrálním prvkem (0, 0, 0, . . . ), kde 0 je nulový prvek okruhu R (tj. neutrální
prvek operace + v R). Pøitom −(a0, a1, a2, . . . ) = (−a0,−a1,−a2, . . . ), kde
−ai je opaèný prvek k prvku ai v grupì (R,+).

78



Formální mocninné øady se násobí tak, jak jste zvyklí násobit polynomy.
Nech»

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) = (c0, c1, c2, . . . )

Pak pro ka¾dé i ∈ Z, i ≥ 0, je

ci =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajbk = a0bi + a1bi−1 + a2bi−2 + · · ·+ ai−1b1 + aib0

Násobení formálních mocninných øad je komutativní: Nech»

(b0, b1, b2, . . . ) · (a0, a1, a2, . . . ) = (d0, d1, d2, . . . )

Uká¾eme, ¾e pro ka¾dé i ∈ Z, 0 ≤ i, je ci = di. Poèítejme:

ci =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajbk

=
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

bkaj

=
∑

0≤k,0≤j,k+j=i

bjak

=
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

bjak

= di

Uká¾eme teï, ¾e operace násobení formálních mocninných øad má neut-
rální prvek (1, 0, 0, 0, . . . ), kde 1 je jednotkový prvek okruhu R (tj. neutrální
prvek operace · v R) a 0 je nulový prvek okruhu R. Polo¾me e0 = 1, ei = 0
pro i ∈ Z, i ≥ 1, e = (e0, e1, e2, . . . ). Nech» ea = (f0, f1, f2, . . . ). Uvidíme,
¾e pro ka¾dé i ∈ Z, i ≥ 0, je fi = ai. Tím bude dokázáno, ¾e ea = a pro
libovolnou formální mocninnou øadu a. Tudí¾ e = (1, 0, 0, . . . ) je neutrální
prvek operace násobení formálních mocninných øad. Poèítejme:

fi =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ejak

= e0ai + e1ai−1 + · · ·+ eia0

= 1 · ai + 0 · ai−1 + · · ·+ 0 · a0
= ai + 0 + · · ·+ 0

= ai
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Samostatnì doka¾te, ¾e násobení formálních mocninných øad je asocia-
tivní (viz cvièení).

Doká¾eme je¹tì, ¾e operace násobení formálních mocninných øad nad
okruhem R je distrubutivní vzhledem k operaci sèítání formálních mocnin-
ných øad nad R. Uva¾me tedy mocninné øady a, b, c ∈ R[[x]]

a = (a0, a1, a2, . . . ), b = (b0, b1, b2, . . . ), c = (c0, c1, c2, . . . )

Nech»

ab = u = (u0, u1, u2, . . . ), ac = v = (v0, v1, v2 . . . ), u+v = w = (w0, w1, w2, . . . )

Nech»
b+ c = f = (f0, f1, f2, . . . ), af = g = (g0, g1, g2 . . . )

Uká¾eme, ¾e pro v¹echna i ∈ Z, i ≥ 0, je gi = wi. To bude znamenat, ¾e
g = w, af = u+ v, a(b+ c) = ab+ ac.

Poèítejme:

gi =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajfk

=
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

aj(bk + ck)

=
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajbk + ajck

=
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajbk +
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajck

= ui + vi

= wi

Shròme to, co jsme ji¾ o formálních mocninných øadách nad R dokázali:
(R[[x]],+) je komutativní grupa, operace násobení v R[[x]] je komutativní,
asociativní, má jednotkový prvek a je distributivní vzhledem ke sèítání. Do-
kázali jsme tedy následující vìtu:

4.4.1. Vìta. Jestli¾e R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prv-
kem , pak R[[x]] je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prvkem.
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Nyní koneènì øekneme, co je to polynom nad R. Nech» a ∈ R[[x]], a =
(a0, a1, a2, . . . ). Formální mocninná øada a se nazývá polynom nad okru-
hem R, pokud posloupnost a má pouze koneènì mnoho nenulových èlenù,
tedy pokud mno¾ina

{i ∈ N| ai 6= 0}

je koneèná.
Mno¾inu v¹ech polynomù nad okruhem R budeme znaèit R[x].
Polynom a = (a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, 0, . . . ) (tedy ai = 0 pro i > n) je

zvykem zapisovat ve tvaru

a = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n =
n∑
i=0

aix
i =

∑
0≤i≤n

aix
i

I zde je dobré uvést dùle¾ité upozornìní: Polynom nad R je posloupnost
prvkù okruhu R, nikoli nìjaká funkce (i kdy¾ za chvíli si øekneme, ¾e polynom
urèuje funkci (zobrazení) R do R, nelze ho s tím zobrazením ztoto¾òovat {
uvidíme, ¾e rùzné polynomy mohou urèovat tuté¾ funkci).

4.4.2. Tvrzení. Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým
prvkem, f a g jsou polynomy nad R. Pak −f , f + g a fg jsou polynomy nad
R.

Dùkaz. Jako cvièení zkuste samostatnì dokázat, ¾e −f a f + g jsou po-
lynomy nad R. Dùkaz je opravdu snadný a jistì jej zvládnete udìlat. My
zde doká¾eme, ¾e fg je polynom nad R. Nech» f = (f0, f1, f2, . . . ), g =
(g0, g1, g2, . . . ), fg = h = (h0, h1, h2, . . . ). Proto¾e f , g jsou polynomy, exis-
tuje n ∈ Z, 0 ≤ n, tak, ¾e pro v¹echna i ∈ Z, i > n je fi = gi = 0. Uká¾eme,
¾e pro ka¾dé i ∈ Z, i > 2n, je hi = 0. Z toho pak ji¾ vyplývá, ¾e h = fg je
polynom. Buï tedy i > 2n. Je

hi =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

fjgk

Nech» j, k ∈ Z, 0 ≤ j, 0 ≤ k, j+ k = i (pøièem¾ i > 2n). Pøedpokládejme, ¾e
j ≤ n a k ≤ n. Pak j + k ≤ 2n, i ≤ 2n, spor. Nutnì tedy j > n nebo k > n.
Pak fj = 0 nebo gk = 0, fjgk = 0, a tudí¾

hi =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

fjgk =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

0 = 0
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4.4.3. Vìta. Jestli¾e R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prv-
kem, pak R[x] je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prvkem.

Dùkaz. Tvrzení vìty plyne z 4.4.1 a 4.4.2. Dùle¾ité také je, ¾e (0, 0, 0, . . . )
a (1, 0, 0, . . . ) jsou polynomy.

Striktnì vzato, prvky okruhu R nejsou polynomy nad R, jeliko¾ jeden
prvek okruhu R není (nekoneènou) posloupností prvkù okruhu R. Uvidíme
v¹ak, ¾e je rozumné pova¾ovat prvky okruhu R také za polynomy nad R.

Pro ka¾dé r ∈ R je (r, 0, 0, . . . ) polynom nad R.
Pro v¹echna r, s ∈ R máme

(r, 0, 0, . . . ) + (s, 0, 0, . . . ) = (r + s, 0, 0, . . . )

(r, 0, 0, . . . ) · (s, 0, 0, . . . ) = (r · s, 0, 0, . . . )

Nech» M = {(r, 0, 0, . . . )| r ∈ R} ⊆ R[x]. Struktura (M,+, ·) se chová
stejnì jako okruh (R,+, ·) { staèí zapomenout na závorky, èárky, nuly (na
levé stranì je souèet (souèin) v M , na pravé stranì je souèet (souèin) v
R). Proto je rozumné polynom (r, 0, 0, . . . ) ztoto¾nit s prvkem r. Po tomto
ztoto¾nìní se prvky okruhu R stávají polynomy nad R; tyto polynomy se
nazývají konstantní polynomy. Pøitom 0 je neutrální prvek operace + v
R i v R[x], 1 je neutrální prvek operace · v R i v R[x].

Udìlejme si teï pøehled základních pojmù vztahujících se k jednomu po-
lynomu.

Buï a = (a0, a1, a2, . . . ) polynom nad okruhem R.

� Prvky ai (i = 0, 1, 2, . . . ) se nazývají koe�cienty polynomu a; spe-
cielnì ai je koe�cient u xi.

� a0 se nazývá absolutní èlen polynomu a.

� Pøedpokládejme, ¾e a 6= 0. Mno¾ina {i ∈ N| ai 6= 0} je neprázdná
(proto¾e a 6= 0) a shora omezená (proto¾e a je polynom a má tedy
pouze koneèný poèet nenulových koe�cientù). Èíslo

max{i ∈ N| ai 6= 0}

se nazývá stupeò polynomu a; oznaèení: deg(a). Poznámka: Pro nulový
polynom není stupeò de�nován.
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� Nech» a je nenulový polynom, deg(a) = d. Koe�cient ad se nazývá
vedoucí koe�cient polynomu a; oznaèení: lc(a).

� Nech» a je nenulový polynom, d = deg(a). Polynom a nejèastìji zapi-
sujeme ve tvaru

a = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ adx

d

nebo také
a(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ adx
d

� Øíkáme, ¾e nenulový polynom a je monický polynom, pokud lc(a) =
1.

4.4.4. Vìta. Nech» I je obor integrity s jednotkovým prvkem. Nech» a, b jsou
nenulové polynomy nad I. Pak platí:

1. a+ b = 0 nebo a+ b 6= 0, deg(a+ b) ≤ max{deg(a), deg(b)}

2. ab 6= 0, deg(ab) = deg(a) + deg(b), lc(ab) = lc(a)lc(b)

Dùkaz.

1. Dùkaz udìlejte jako cvièení.

2. Nech» a = (a0, a1, a2 . . . ), b = (b0, b1, b2, . . . ), ab = c = (c0, c1, c2, . . . ),
deg(a) = s, deg(b) = t.

� Buï i > s+ t. Uká¾eme, ¾e ci = 0.

ci =
∑

0≤j,0≤k,j+k=i

ajbk

Nech» j, k ∈ Z, 0 ≤ j, 0 ≤ k, j + k = i. Pøedpokládejme, ¾e j ≤ s
a k ≤ t. Pak j + k ≤ s+ t, i ≤ s+ t, spor. Nutnì tedy j > s nebo
k > t. Pak aj = 0 nebo bk = 0, ajbk = 0, ci =

∑
0≤j,0≤k,j+k=i 0 = 0,

ci = 0.
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� Uká¾eme, ¾e cs+t = asbt.

cs+t =
∑

0≤j,0≤k,j+k=s+t

ajbk

Nech» j, k ∈ Z, 0 ≤ j, 0 ≤ k, j + k = s+ t. Pro j > s nebo k > t
je ajbk = 0. Nech» j ≤ s a k ≤ t. Jeliko¾ j + k = s + t, je j = s,
k = t. Je tedy

cs+t = asbt

Jeliko¾ as ∈ I, bt ∈ I, as 6= 0, bt 6= 0, I je obor integrity, je asbt 6= 0,
cs+t 6= 0. Dále ji¾ víme, ¾e ci = 0 pro i > s+ t, tak¾e deg(c) = s+ t =
deg(a) + deg(b), deg(ab) = deg(a) + deg(b). Také lc(c) = cs+t = asbt =
lc(a)lc(b), lc(ab) = lc(a)lc(b).

4.4.5. Dùsledek. Jestli¾e I je obor integrity s jednotkovým prvkem, pak I[x]
je obor integrity s jednotkovým prvkem.

Dùkaz. Tvrzení plyne z 4.4.3 a 4.4.4 (rozmyslete si jak!).

V závìru kapitoly se podívejme na chápání polynomù jako¾to funkcí. Na
to jste asi zvyklí ze ¹koly (støední). Tøeba jste øíkali, ¾e x2 + 2x+ 3 je kvad-
ratická funkce a kreslili jste její graf atd.

Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prvkem, f je
polynom nad R a c ∈ R. Dále, nech»

f = f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 + · · ·+ fnx

n

Klademe
f(c) = f0 + f1c+ f2c

2 + · · ·+ fnc
n

Výpoèty se provádìjí v okruhu R. Zøejmì f(c) ∈ R; f(c) nazýváme hodnota
polynomu f v (bodì) c. Nyní lze tedy f chápat také jako zobrazení R do
R, tj. f : R→ R.

Zde je potøeba dát velký pozor! Rùzné polynomy nad R mohou urèovat
tuté¾ funkci! Napøíklad polynomy x3 a x nad Z3 urèují tuté¾ funkci Z3 na Z3 {
provìøte to. Pøitom se evidentnì jedná o rùzné polynomy { první je kubický,
druhý je lineární. Zdùraznìme, ¾e algebraické chápání polynomu nad R je
primárnì chápání polynomu jako posloupnosti prvkù okruhu R.
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Dobrovolný úkol. Prostudujte formálnì pøesné zavedení polynomù { na-
pøíklad v [5], Kapitola XI, èi v [7]. Výhodou druhé publikace je snadná a
legální dostupnost na internetu v Czech Digital Mathematics Library (co¾
mimochodem je výborná vìc a mìli byste ji vyu¾ívat).

Cvièení.

1. Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prvkem. Do-
ka¾te, ¾e operace násobení formálních mocninných øad nad okruhem R
je asociativní, tj. doka¾te, ¾e pro v¹echna a, b, c ∈ R[[x]] platí

a · (b · c) = (a · b) · c

2. Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prvkem. Nech»
f a g jsou polynomy nad R. Doka¾te, ¾e −f a f +g jsou polynomy nad
R.

3. Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prvkem. Nech»
r, s ∈ R. Doka¾te, ¾e

(r, 0, 0, . . . ) · (s, 0, 0, . . . ) = (r · s, 0, 0, . . . )

4. Nech» I je obor integrity s jednotkovým prvkem. Nech» a, b jsou nenu-
lové polynomy nad I. Pak platí:

a+ b = 0 nebo a+ b 6= 0, deg(a+ b) ≤ max{deg(a), deg(b)}

Doka¾te.

3.6 Euklidùv algoritmus pro polynomy

V kapitole o celých èíslech jsme zkoumali dìlitelnost { zabývali jsme se vìcmi
jako dìlení se zbytkem, nejvìt¹í spoleèný dìlitel, Euklidùv algoritmus. Uvi-
díte teï, ¾e paralelnì mù¾eme zkoumat dìlitelnost ve struktuøe polynomù
nad tìlesem. Domnívám se, ¾e v této kapitole budete ve studiu postupovat
rychle, proto¾e pojmy, výpoèty, dùkazy budou vìt¹inou analogické pojmùm,
výpoètùm, dùkazùm, které jste ji¾ dìlali v oboru celých èísel (jen místo sèí-
tání a násobení èísel budete sèítat a násobit polynomy).
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4.5.1. De�nice. Nech» I je obor integrity s jednotkovým prvkem, a, b ∈ I[x].
Øíkáme, ¾e a dìlí b (a je dìlitelem b, b je dìlitelné a, b je násobkem a), a
pí¹eme a/b, pokud existuje q ∈ I[x] tak, ¾e b = qa.

4.5.2. Poznámka. V¹imnìte si, ¾e pro v¹echna a ∈ I[x], a/0 (0 = 0 · a).
Av¹ak pouze 0 je násobkem polynomu 0.

4.5.3. Tvrzení. Nech» I je obor integrity s jednotkovým prvkem. Nech»
a, b, c, β, γ ∈ I[x]. Jestli¾e a/b a a/c, pak a/βb+ γc.

Dùkaz tvrzení je jednoduchý, jistì jej doká¾ete udìlat sami. Zkuste to!

4.5.4. Vìta (algoritmus dìlení). Nech» T je tìleso. Nech» a, b ∈ T [x], a 6=
0. Pak existují polynomy q, r nad tìlesem T takové, ¾e

b = aq + r, r = 0 ∨ (r 6= 0 ∧ (deg(r) < deg(a)))

Polynomy q, r jsou urèeny jednoznaènì.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme jednoznaènost.
Nech» q1, r1, q2, r2 jsou polynomy nad tìlesem T takové, ¾e

b = aqi + ri, ri = 0 ∨ (ri 6= 0 ∧ (deg(ri) < deg(a)))

pro i = 1, 2. Pak

aq1 + r1 = aq2 + r2

aq1 − aq2 = r2 − r1
a(q1 − q2) = r2 − r1

Pøedpokládejme, ¾e r1 6= r2. Pak r2 − r1 6= 0, q1 − q2 6= 0, deg(r2 − r1) =
deg(a(q1 − q2)) = deg(a) + deg(q1 − q2) ≥ deg(a), deg(a) ≤ deg(r2 − r1).
Mohou nastat tøi pøípady, v¹echny v¹ak dají spor. Z toho pak vyplyne, ¾e
r1 = r2.

� r1 6= 0, r2 6= 0: deg(r2−r1) ≤ max{deg(r1), deg(r2)} < deg(a), deg(r2−
r1) < deg(a), spor

� r1 6= 0, r2 = 0: deg(r2 − r1) = deg(0 − r1) = deg(−r1) = deg(r1) <
deg(a), deg(r2 − r1) < deg(a), spor
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� r1 = 0, r2 6= 0: deg(r2− r1) = deg(r2− 0) = deg(r2) < deg(a), deg(r2−
r1) < deg(a), spor

Ukázali jsme, ¾e r1 = r2. Pak r2 − r1 = 0, a(q1 − q2) = 0; jeliko¾ a 6= 0, je
q1 − q2 = 0, q1 = q2.

Nyní doká¾eme existenci.
Jestli¾e b = 0, polo¾íme q = 0, r = b.
Nech» nyní b 6= 0. Postupujme indukcí vzhledem k deg(b). Jestli¾e deg(b) <

deg(a), polo¾íme q = 0, r = b. Nech» deg(b) ≥ deg(a). Polo¾me

b∗ = b− lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a)a

Rozli¹íme dva pøípady:

� b∗ = 0: Je
b = lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a)a

a vezmeme q = lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a), r = 0.

� b∗ 6= 0: Proto¾e polynom lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a)a má stupeò deg(b) a
vedoucí koe�cient lc(b), je deg(b∗) < deg(b). Dle indukèního pøedpo-
kladu existují polynomy q∗, r∗ nad tìlesem T takové, ¾e

b∗ = aq∗ + r∗, r∗ = 0 ∨ (r∗ 6= 0 ∧ (deg(r∗) < deg(a)))

Máme

b = b∗ + lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a)a

= aq∗ + r∗ + lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a)a

= a(lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a) + q∗) + r∗

a vezmeme q = lc(b)lc(a)−1xdeg(b)−deg(a) + q∗, r = r∗.

Polynom q se nazývá (neúplný) podíl a polynom r se nazývá zbytek
pøi dìlení polynomu b polynomem a (oznaèení: r = b mod a).

4.5.5. Poznámka.
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1. Vìta 4.5.4 si opravdu zaslou¾í název "algoritmus dìlení", proto¾e její
dùkaz je vlastnì rekurzivním algoritmem pro výpoèet podílu a zbytku.
Pro nenulový polynom b vypoèítáme polynom b∗, který je nulový (a v
tom pøípadì algoritmus konèí) nebo je nenulový stupnì men¹ího ne¾ je
stupeò polynomu b a na polynom b∗ aplikujeme tý¾ postup (rekurze).
Po koneènì mnoha krocích musí výpoèet skonèit { kdyby v¾dy bylo
b∗ 6= 0, dostávali bychom neustále polynomy men¹ího a men¹ího stupnì.

2. Mo¾ná jste se ve ¹kole uèili dìlit polynom polynomem se zbytkem.
Rozmyslete si, ¾e jste postupovali stejnì jako zde uvedený algoritmus
pro dìlení polynomù se zbytkem. Rozdíl byl samozøejmì v tom, ¾e ve
¹kole jste pracovali s polynomy s racionálními, reálnými èi maximálnì
komplexními koe�cienty, kde¾to my teï uva¾ujeme polynomy nad libo-
volným tìlesem.

3. Proè ve vìtì 4.5.4 pracujeme s polynomy nad tìlesem? Algoritmus pra-
cuje s prvkem lc(a)−1 a jeho existence v tìlese je zaruèena. Na druhé
stranì, pro ¾ádný jiný prvek inverzi algoritmus nepotøebuje. Lze tedy
algoritmus dìlení se zbytkem aplikovat i tehdy, pokud I je obor in-
tegrity s jednotkovým prvkem, a, b ∈ I[x], a 6= 0, vedoucí koe�cient
polynomu a je invertibilním prvkem oboru integrity I (co¾ je specielnì
splnìno v¾dy, kdy¾ polynom a je monický). Tak¾e napøíklad polyno-
mem x3 − 2x2 + 3x − 4 lze se zbytkem vydìlit libovolný polynom ze
Z[x] (a podíl a zbytek budou mít v¹echny koe�cienty celoèíselné!).

4.5.6. Poznámka. Nech» T je tìleso. Nech» a, b ∈ T [x], a 6= 0. Pak

1. a/b− b mod a

2. b = 0 ∨ (b 6= 0 ∧ deg(b) < deg(a))⇐⇒ b mod a = b

4.5.7. Vìta. Nech» T je tìleso. Nech» a, b ∈ T [x], a 6= 0 nebo b 6= 0. Pak
existuje jediný monický polynom d ∈ T [x] takový, ¾e

1. d/a ∧ d/b

2. (∀c ∈ T [x]) c/a ∧ c/b =⇒ c/d

Dùkaz. Nejdøíve doká¾eme jednoznaènost.
Nech» di ∈ T [x], di je monický,
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1. di/a ∧ di/b

2. (∀c ∈ T [x]) c/a ∧ c/b =⇒ c/di

pro i = 1, 2. Chceme: d1 = d2.
Informace

1. d1/a ∧ d1/b

2. (∀c ∈ T [x]) c/a ∧ c/b =⇒ c/d2

dává d1/d2,

1. d2/a ∧ d2/b

2. (∀c ∈ T [x]) c/a ∧ c/b =⇒ c/d1

dává d2/d1.
Celkem tedy d1/d2 a d2/d1 a jeliko¾ polynomy d1, d2 jsou monické, je

d1 = d2 (viz cvièení).
Nyní doká¾eme existenci.
Polo¾me

D = {sa+ tb| s ∈ T [x], t ∈ T [x], sa+ tb 6= 0}

Jestli¾e a 6= 0, pak a = 1a + 0b ∈ D. Jestli¾e b 6= 0, pak b = 0a + 1b ∈ D.
Jeliko¾ a 6= 0 nebo b 6= 0, je D 6= ∅. Také D ⊆ T [x], 0 /∈ D.

Buï e polynom nejmen¹ího stupnì v D, tedy e ∈ D a pro v¹echna f ∈ D
je deg(e) ≤ deg(f). Takových polynomù e mù¾e být víc, my si vezmeme jeden
z nich.

Polo¾me d = lc(e)−1e. Pak d je polynom nad tìlesem T , d je monický,
deg(d) = deg(e), pro v¹echna f ∈ D je deg(d) ≤ deg(f). Uká¾eme, ¾e

1. d/a ∧ d/b

2. (∀c ∈ T [x]) c/a ∧ c/b =⇒ c/d

Proto¾e e ∈ D, existují polynomy s, t ∈ T [x], e = sa+ tb. Je

d = lc(e)−1e = lc(e)−1(sa+ tb) = lc(e)−1sa+ lc(e)−1tb

Polo¾me u = lc(e)−1s, v = lc(e)−1t. Pak u, v ∈ T [x], d = ua+ vb.
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� Uká¾eme, ¾e d/a.

Existují q, r ∈ T [x], a = dq + r, r = 0 nebo r 6= 0, deg(r) < deg(d).
Pøedpokládejme, ¾e r 6= 0. Je tedy deg(r) < deg(d). Poèítejme:

a = dq + r

a = (ua+ vb)q + r

a− (ua+ vb)q = r

a− uaq − vbq = r

(1− uq)a+ (−vq)b = r

Proto¾e 1 − uq ∈ T [x], −vq ∈ T [x], r 6= 0, je r ∈ D. Pak ov¹em
deg(d) ≤ deg(r), spor. Nutnì tedy r = 0, a = dq, d/a.

Obdobnì lze ukázat, ¾e d/b.

� Nech» c ∈ T [x], c/a, c/b. Uká¾eme, ¾e c/d.

Staèí si pøipomenout, ¾e d = ua+ vb, kde u, v ∈ T [x].

4.5.8. De�nice. Polynom d z vìty 4.5.7 se nazývá nejvìt¹í spoleèný dì-
litel polynomù a a b; pí¹eme d = GCD(a, b).

4.5.9. Dùsledek (dùkazu). Nech» T je tìleso, a, b ∈ T [x], a 6= 0 nebo
b 6= 0. Pak existují u, v ∈ T [x] takové, ¾e

GCD(a, b) = ua+ vb

4.5.10. Poznámka. Nech» T je tìleso. Nech» a je polynom nad tìlesem T ,
a 6= 0. Pak GCD(a, 0) = lc(a)−1a.

Euklidùv algoritmus (pro polynomy)

Vstup: a, b ∈ T [x] (T je tìleso), a 6= 0, b 6= 0

Výstup: GCD(a, b)

(a1, a2)←− (a, b)
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Konec: a2 = 0

Je-li a2 6= 0, provedeme iteraci:

a1 = qa2 + r, q, r ∈ T [x], r = 0 ∨ (r 6= 0 ∧ deg(r) < deg(a2))

(a1, a2) 7→ (a1, a2), a1 = a2, a2 = r

Jeliko¾ a2 = 0 nebo a2 6= 0, deg(a2) < deg(a2), výpoèet skonèí po koneènì
mnoha krocích. Bìhem výpoètu stále je a1 6= 0.

Nech» d ∈ T [x]. Platí:

d/a1 ∧ d/a2 ⇐⇒ d/a2 ∧ d/r

Zdùvodnìní:

1. Pøedpokládejme, ¾e d/a1∧d/a2. Chceme: d/a2∧d/r. Je jasné, ¾e d/a2.
Je r = a1 + (−q)a2. Proto¾e d/a1 a d/a2, máme d/r.

2. Pøedpokládejme, ¾e d/a2∧d/r. Chceme: d/a1∧d/a2. Je jasné, ¾e d/a2.
Je a1 = qa2 + r. Proto¾e d/a2 a d/r, máme d/a1.

Tudí¾:
GCD(a1, a2) = GCD(a2, r) = GCD(a1, a2)

Prùbìh výpoètu mù¾eme zapsat následovnì:

(a, b) 7→ · · · 7→ (α, 0)

Je GCD(a, b) = GCD(α, 0) = lc(α)−1α (je α 6= 0),

GCD(a, b) = lc(α)−1α

4.5.11. Pøíklad. Pomocí Euklidova algoritmu vypoèteme GCD(x2 +x, x2 +
2), kde x2 + x a x2 + 2 jsou polynomy nad tìlesem Z3.

(x2 + x, x2 + 2) 7→ (x2 + 2, x+ 1) 7→ (x+ 1, 0)

Závìr: GCD(x2 + x, x2 + 2) = x+ 1.
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Roz¹íøený Euklidùv algoritmus (pro polynomy)

Vstup: a, b ∈ T [x] (T je tìleso), a 6= 0, b 6= 0

Výstup: GCD(a, b), s, t ∈ T [x], GCD(a, b) = sa+ tb

(a1, a2)←− (a, b), (p1, p2)←− (0, 1), (q1, q2)←− (1, 0)

Konec: a2 = 0

Je-li a2 6= 0, provedeme iteraci:

a1 = qa2 + r, q, r ∈ T [x], r = 0 ∨ (r 6= 0 ∧ deg(r) < deg(a2))

(a1, a2) 7→ (a1, a2), a1 = a2, a2 = r
(p1, p2) 7→ (p1, p2), p1 = p2, p2 = p1 + qp2
(q1, q2) 7→ (q1, q2), q1 = q2, q2 = q1 + qq2

Víme ji¾, ¾e výpoèet skonèí po koneènì mnoha krocích (viz Euklidùv
algoritmus pro polynomy).

p2a1 + p1a2 = (p1 + qp2)a2 + p2r

= p1a2 + qp2a2 + p2r

= p1a2 + p2(qa2 + r)

= p1a2 + p2a1

= p2a1 + p1a2

Ukázali jsme, ¾e bìhem výpoètu algoritmu stále platí

p2a1 + p1a2 = p2a1 + p1a2

q2a1 + q1a2 = (q1 + qq2)a2 + q2r

= q1a2 + qq2a2 + q2r

= q1a2 + q2(qa2 + r)

= q1a2 + q2a1

= q2a1 + q1a2
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Ukázali jsme, ¾e bìhem výpoètu algoritmu stále platí

q2a1 + q1a2 = q2a1 + q1a2

q2p1 − q1p2 = (q1 + qq2)p2 − q2(p1 + qp2)

= q1p2 + qq2p2 − q2p1 − q2qp2
= q1p2 − q2p1
= −(q2p1 − q1p2)

Ukázali jsme, ¾e bìhem výpoètu algoritmu stále platí

q2p1 − q1p2 = −(q2p1 − q1p2)

Bìhem výpoètu se tedy zachovávají následující invarianty:

1.
p2a1 + p1a2 = p2a1 + p1a2

2.
q2a1 + q1a2 = q2a1 + q1a2

3.
q2p1 − q1p2 = −(q2p1 − q1p2)

Prùbìh výpoètu mù¾eme zapsat následovnì:

(a, b) 7→1 . . . 7→n (α, 0)
(0, 1) 7→ . . . 7→ (β1, β2)
(1, 0) 7→ . . . 7→ (γ1, γ2)

Víme ji¾, ¾e

GCD(a, b) = lc(α)−1α

(viz Euklidùv algoritmus pro polynomy).
Invariant 1 dává
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β2 · α + β1 · 0 = 1 · a+ 0 · b
β2α = a

Invariant 2 dává

γ2 · α + γ1 · 0 = 0 · a+ 1 · b
γ2α = b

Invariant 3 dává

γ2β1 − γ1β2 = (0 · 0− 1 · 1) · (−1)n

γ2β1 − γ1β2 = (−1)n+1

γ2β1α− γ1β2α = (−1)n+1 · α
β1(γ2α)− γ1(β2α) = (−1)n+1 · α

β1b− γ1a = (−1)n+1 · α
(−γ1)a+ β1b = (−1)n+1 · α

(−1)n+1 · (−γ1)a+ (−1)n+1 · β1b = (−1)n+1 · (−1)n+1 · α
(−1)n · γ1a+ (−1)n+1 · β1b = α

(−1)n · lc(α)−1γ1a+ (−1)n+1 · lc(α)−1β1b = lc(α)−1α

((−1)n · lc(α)−1γ1)a+ ((−1)n+1 · lc(α)−1β1)b = GCD(a, b)

Je tedy

s = (−1)n · lc(α)−1γ1, t = (−1)n+1 · lc(α)−1β1

4.5.12. Pøíklad. Aplikujeme roz¹íøený Euklidùv algoritmus na vstup a =
x2 + x, b = x2 + 2 (polynomy nad tìlesem Z3).

(x2 + x, x2 + 2) 7→1 (x2 + 2, x+ 1) 7→2 (x+ 1, 0)
(0, 1) 7→ (1, 1) 7→ (1, x)
(1, 0) 7→ (0, 1) 7→ (1, x+ 2)
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Pomocné výpoèty:

x2 + x = 1 · (x2 + 2) + (x+ 1)

x2 + 2 = (x+ 2) · (x+ 1) + 0

Závìr: GCD(x2+x, x2+2) = x+1, s = 1, t = 2, 1 ·(x2+x)+2 ·(x2+2) =
x+ 1.

Cvièení.

1. Nech» I je obor integrity s jednotkovým prvkem. Jestli¾e f, g jsou mo-
nické polynomy nad oborem integrity I, f/g a g/f , pak f = g. Doka¾te.

2. Najdìte nejvìt¹í spoleèný dìlitel polynomù x2+x+1 a x+1 nad tìlesem
Z2. Najdìte polynomy s, t nad tìlesem Z2 takové, ¾e GCD(x2 + x +
1, x+ 1) = s(x2 + x+ 1) + t(x+ 1).

3. Najdìte nejvìt¹í spoleèný dìlitel polynomù x2+x+1 a x+1 nad tìlesem
Z3. Najdìte polynomy s, t nad tìlesem Z3 takové, ¾e GCD(x2 + x +
1, x+ 1) = s(x2 + x+ 1) + t(x+ 1).

4 Samoopravné kódy

V této èásti se budeme zabývat pouze základními binárními kódy. Ná¹ výklad
je zalo¾en pøedev¹ím na kapitole 1 knihy [3], jejím¾ autorem je Elwyn R.
Berlekamp, který byl profesorem matematiky a informatiky na Kalifornské
universitì v Berkeley. Berlekamp byl ¹iroce známý pro svou práci v oblasti
informatiky, teorie kódování a kombinatorické teorie her. Z èeské literatury
doporuèuji knihu [1] od Jiøího Adámka, v ní¾ také najdete hodnì úloh k
procvièení.

4.1 Opakovací kódy a kódy kontroly parity

Pøedpokládejme, ¾e chceme posílat binární posloupnosti (tj. posloupnosti nul
a jednièek) kanálem se ¹umem. Pokud po¹leme jednièku, jednièka pravdìpo-
dobnì bude pøijata; pokud po¹leme nulu, nula pravdìpodobnì bude pøijata.
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Av¹ak obèas ¹um kanálu zpùsobí, ¾e poslaná jednièka bude chybnì interpre-
tována jako nula nebo poslaná nula bude chybnì interpretována jako jed-
nièka. Pøesto¾e nejsme schopni kanálu zabránit ve zpùsobování takových
chyb, mù¾eme jejich ne¾ádoucí úèinky omezit pomocí kódování. Základní
idea je jednoduchá. Vezmeme posloupnost k èíslic zprávy, kterou chceme
poslat, pøipojíme k nim r kontrolních èíslic a po¹leme kanálem celý blok
n = k + r èíslic. Za pøedpokladu, ¾e ¹um kanálu zmìní dostateènì málo z
tìchto n poslaných èíslic, mù¾e r kontrolních èíslic poskytnout pøijímaèi (pøí-
jemci) dostateèné informace, které mu umo¾ní detekovat a opravovat chyby
kanálu.

Vysílaè musí mít nìjaké pravidlo pro výbìr r kontrolních èíslic, je-li dána
posloupnost k èíslic zprávy. Tomu pravidlu (pøedpisu) se øíká kódování. Jaká-
koli posloupnost n èíslic, kterou mù¾e kodér vyslat, se nazývá kódové slovo.
Aèkoli existuje celkem 2n rùzných binárních posloupností délky n, pouze 2k z
tìchto posloupností jsou kódová slova, proto¾e r kontrolních èíslic v jakémkoli
kódovém slovì je jednoznaènì urèeno k èíslicemi zprávy. Soubor skládající se
z tìchto 2k kódových slov délky n se nazývá kód.

Bez ohledu na to, které kódové slovo je posláno, mù¾e být pøijata jakákoli
z 2n binárních posloupností délky n, pokud je v kanálu dostateènì velký
¹um. Podle n pøijatých èíslic se musí dekodér pokusit rozhodnout, které z 2k

mo¾ných kódových slov bylo vysláno.
Mezi nejjednodu¹¹í pøíklady binárních kódù patøí opakovací kódy, kde

k = 1, r je libovolné kladné celé èíslo a n = k + r = r + 1. Kód obsa-
huje dvì kódová slova, posloupnost n nul a posloupnost n jednièek. První
èíslici mù¾eme nazvat èíslice zprávy (informaèní èíslice); ostatních r èíslic
pak kontrolní èíslice. Hodnota ka¾dé kontrolní èíslice v opakovacím kódu je
toto¾ná s hodnotou èíslice zprávy. Dekodér mù¾e pou¾ívat následující pra-
vidlo: Spoèítejte poèet nul a poèet jednièek v pøijaté posloupnosti. Pokud
je pøijato více nul ne¾ jednièek, rozhodnìte, ¾e bylo odesláno kódové slovo
slo¾ené ze samých nul; pokud je více jednièek ne¾ nul, rozhodnìte, ¾e bylo
odesláno kódové slovo slo¾ené ze samých jednièek. Pokud se poèet nul rovná
poètu jednièek, nerozhodujte.

Je zøejmé, ¾e toto dekódovací pravidlo bude dekódovat správnì ve v¹ech
pøípadech, kdy ¹um kanálu zmìní ménì ne¾ polovinu èíslic v bloku. Pokud
¹um kanálu zmìní pøesnì polovinu èíslic v bloku, dekodér se dopustí selhání,
tj. nebude dekódovat. Pokud kanál zmìní více ne¾ polovinu èíslic v bloku,
dekodér se dopustí chyby, tj. dekóduje pøijaté slovo jako ¹patné (chybné)
kódové slovo. Pokud se chyby kanálu vyskytují zøídka, pravdìpodobnost se-
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lhání dekódování nebo chyby dekódování pro opakovací kód s velkým r je
jistì velmi malá.

Aèkoli pova¾ujeme selhání dekódování za vhodnìj¹í ne¾ chybu dekódo-
vání, upøednostnili bychom správné dekódování pøed kteroukoli z obou tìchto
variant. Samozøejmì je èasto mo¾né provést nìjaké pøesuny mezi chybami
dekódování a selháním dekódování modi�kací dekódovacího algoritmu. Uva-
¾ujme napøíklad binární opakovací kód s délkou blokù n = 5. Nejprve pøed-
pokládejme, ¾e v¹echny pøijaté posloupnosti obsahující 0, 1 nebo 2 jednièky
jsou dekódovány jako kódové slovo slo¾ené ze samých nul a v¹echny pøijaté
posloupnosti obsahující 3, 4 nebo 5 jednièek jsou dekódovány jako kódové
slovo slo¾ené ze samých jednièek. Tento dekódovací algoritmus dekóduje ka-
¾dé mo¾né pøijaté slovo jako jedno z mo¾ných kódových slov; je to úplný dekó-
dovací algoritmus (úplné dekódování). Úplné dekódovací algoritmy nemohou
pøi dekódování selhat. Mù¾eme v¹ak pou¾ít alternativní, neúplný (èásteèný)
dekódovací algoritmus pro stejný binární opakovací kód s délkou blokù n = 5.
Mù¾eme napøíklad dekódovat v¹echny pøijaté posloupnosti obsahující 0 nebo
1 jednièku jako kódové slovo slo¾ené ze samých nul a v¹echny posloupnosti ob-
sahující 4 nebo 5 jednièek jako kódové slovo slo¾ené ze samých jednièek. Tento
algoritmus nedoká¾e dekódovat posloupnosti obsahující 2 nebo 3 jednièky.
Pøesto¾e má tento neúplný dekódovací algoritmus kladnou pravdìpodobnost
selhání dekódování, má neúplný algoritmus podstatnì ni¾¹í pravdìpodobnost
chyby dekódování.

V nìkterých aplikacích se chyba dekódování rovná katastrofì. Mù¾e to
napøíklad vést k tomu, ¾e raketa nebo vesmírná loï obdr¾í nesprávný pøíkaz.
Na druhou stranu selhání dekódování mù¾e mít za následek pouze ignorování
pøíkazu. To mù¾e pøedstavovat jen drobnou nepøíjemnost, kterou lze pøeko-
nat pouhým opakováním pøíkazu. V takových aplikacích se preferuje velmi
neúplný dekódovací algoritmus, který zámìrnì odmítá dekódovat jakékoli
dostateènì nejednoznaèné pøijaté slovo.

V jiných aplikacích v¹ak nemusí být mo¾né opakovat nedekódované zprávy.
V takových pøípadech je selhání dekódování témìø stejnì záva¾nou katastro-
fou jako chyba dekódování. V aplikacích tohoto typu je ¾ádoucí maximali-
zovat pravdìpodobnost správného dekódování. I kdy¾ informace obsa¾ená v
pøijatém slovì mù¾e být dosti neprùkazná, úplný dekódovací algoritmus se
nikdy nevzdá. Bez ohledu na to, jaká posloupnost je pøijata, rozhodne se pro
urèité kódové slovo, i kdy¾ jeho rozhodnutí je pouze inteligentní odhad.

Pro mnohé kódy je velmi obtí¾né roz¹íøit známé dobré neúplné dekódo-
vací algoritmy na dobré úplné dekódovací algoritmy. Av¹ak obvykle je velmi
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jednoduché získat dobré neúplné dekódovací algoritmy z dobrého úplného
dekódovacího algoritmu.

Vidìli jsme, ¾e lze bez obtí¾í formulovat úplný dekódovací algoritmus pro
binární opakovací kódy. Pokud délka bloku je dostateènì velká, pravdìpo-
dobnost chyby dekódování je velmi malá. Av¹ak tyto kódy mají velmi nízkou
ryclost pøenosu informace (informaèní pomìr)

R =
k

n

V opakovacím kódu jsou toti¾ v¹echny èíslice, a¾ na jednu, kontrolní. Obvykle
se více zajímáme o kódy, které mají vy¹¹í rychlost pøenosu informace.

Extrémním pøíkladem takových kódù s vysokou rychlostí pøenosu jsou
kódy celkové kontroly parity, které obsahují pouze jednu kontrolní èíslici. Tato
kontrolní èíslice je rovna souètu n − 1 informaèních èíslic, pøièem¾ sèítáme
modulo 2, tedy sèítáme v Z2. Z toho plyne, ¾e v ka¾dém kódovém slovì kódu
celkové kontroly parity je sudý poèet jednièek. Pokud pøijaté slovo obsahuje
sudý poèet jednièek, dekodér ho dekóduje beze zmìny (tj. jako pøijaté slovo),
av¹ak pokud pøijaté slovo obsahuje lichý poèet jednièek, dekodér ho nebude
dekódovat. Toto neúplné dekódovací pravidlo bude dekódovat správnì pouze
tehdy, kdy¾ se v pøijaté zprávì nevyskytuje ¾ádná chyba. Jakýkoli lichý poèet
chyb povede k selhání dekódování. Jakýkoli nenulový sudý poèet chyb zpù-
sobí chybu dekódování.

Tyto dva pøíklady, opakovací kódy a kódy kontroly parity, jsou extrémní,
relativnì triviální pøíklady binárních kódù. Opakovací kódy mají obrovskou
schopnost opravy chyb, ale pouze jednu èíslici zprávy na blok. Kódy kontroly
parity mají velmi vysokou rychlost pøenosu informace, ale proto¾e obsahují
pouze jednu kontrolní èíslici na blok, nejsou schopny udìlat více ne¾ dete-
kovat lichý poèet chyb. Abychom interpolovali mezi tìmito dvìma extrém-
ními tøídami kódù a nalezli kódy, které mají prùmìrnou rychlost pøenosu a
prùmìrnou schopnost korekce chyb, vezmeme v úvahu obecnìj¹í tøídu lineár-
ních kódù, jejich¾ speciálními pøípady jsou opakovací kódy a kódy kontroly
parity.

4.2 Lineární kódy

V kódu obsahujícím nìkolik èíslic zprávy a nìkolik kontrolních èíslic musí
být ka¾dá kontrolní èíslice nìjakou funkcí èíslic zprávy (tj. musí jimi být
jednoznaènì urèena). V jednoduchém pøípadì kódu celkové kontroly parity
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je jediná kontrolní èíslice rovna binárnímu souètu v¹ech èíslic zprávy. Pokud
chceme mít nìkolik kontrol parity, je rozumné nastavit ka¾dou kontrolní èíslici
jako binární souèet nìjaké podmno¾iny èíslic zprávy. Napøíklad sestrojíme
binární kód s bloky délky n = 6 mající k = 3 èíslice zprávy a r = 3 kontrolní
èíslice. Tøi èíslice zprávy oznaèíme c1, c2 a c3 a tøi kontrolní èíslice oznaèíme
c4, c5 a c6. Tyto kontrolní èíslice urèíme podle následujících pravidel:

c4 = c1 + c2
c5 = c1 + c3
c6 = c2 + c3

nebo, v maticové notaci, c4
c5
c6

 =

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 c1
c2
c3


Celé kódové slovo sestává z èíslic c1, c2, c3, c4, c5, c6. Ka¾dé kódové slovo
musí splòovat následující rovnice kontroly parity:

c1 + c2 + c4 = 0
c1 + c3 + c5 = 0

c2 + c3 + + c6 = 0

nebo, v maticové notaci, 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 cT =

 0
0
0


Zde cT oznaèuje sloupcový vektor, který je transpozicí øádkového vektoru

c = (c1, c2, c3, c4, c5, c6)

Je¹tì struènìji mù¾eme tuto rovnici napsat jako

HcT = 0

kde 0 je tøírozmìrný sloupcový vektor, jeho¾ slo¾kami jsou samé nuly, a H
je kontrolní matice

H =

 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1
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Kódových slov je 23 = 8 a jsou to tato slova:

000000, 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, 111000

Poté, co je zpráva zakódována, je kódové slovo posláno kanálem se ¹umem.
Kanál k nìmu pøiète chybové slovo (slovo ¹umu) e = (e1, e2, e3, e4, e5, e6) (zde
i jinde v této kapitole "slovo"znamená toté¾ co "vektor"), kde

ei = 0 pokud kanál nezmìní i { tou èíslici
ei = 1 pokud kanál zmìní i { tou èíslici
Pøijaté slovo je posloupnost r = (r1, r2, r3, r4, r5, r6), kde ri = ci+ei, nebo,

ve vektorové notaci, r = c + e. Dekodér zaène výpoètem syndromu, který je
de�nován rovnicí

sT = HrT

V na¹em pøíkladì tato rovnice vypadá takto: s1
s2
s3

 =

 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 rT

Aby dekodér dekódoval, musí nakonec odpovìdìt na otázku: "Jaké kódové
slovo c bylo vysláno?"Ukazuje se v¹ak, ¾e je snaz¹í nejprve odpovìdìt na
otázku: "Jaké bylo chybové slovo e?"Pokud je dekodér schopen najít správný
chybový vektor e, pak c lze získat ze vzorce c = r− e. (V binárním pøípadì,
tedy v Z2, samozøejmì + je −, rozdíl je souèet a c = r−e znamená c = r+e.)

Jestli¾e r je pøijaté slovo, pak mno¾ina mo¾ných chybových slov je právì
mno¾ina vektorù, které mají tý¾ syndrom jako r. Proè?

� Pøedpokládejme, ¾e r = c + e pro nìjaké kódové slovo c. Chceme:
HeT = HrT .
Poèítejme: HeT = H(r−c)T = H(rT −cT ) = HrT −HcT = HrT −0 =
HrT , HeT = HrT .

� Pøedpokládejme, ¾e HeT = HrT . Chceme: r = c+ e pro nìjaké kódové
slovo c.
Je r = (r − e) + e. Staèí tedy ukázat, ¾e r − e je kódové slovo. Je
H(r − e)T = H(rT − eT ) = HrT −HeT = 0, H(r − e)T = 0, r − e je
kódové slovo.

Pøedpokládejme napøíklad, ¾e pøijaté slovo je kódové slovo. Pak HrT = 0
a HeT = 0, tak¾e chybové slovo je také kódové slovo.
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Mno¾ina v¹ech n { rozmìrných binárních vektorù (tedy prvkù vektorového
prostoru Zn2 ), které mají nulový syndrom, je pøesnì mno¾ina v¹ech kódových
slov (tedy kód). Nulový vektor je kódové slovo; je { li x kódové slovo a
k ∈ Z2, pak také kx je kódové slovo, jeliko¾ H(kx)T = H(kxT ) = k(HxT ) =
k0 = 0; jsou { li x a y kódová slova, pak také x + y je kódové slovo, jeliko¾
H(x+y)T = HxT +HyT = 0+0 = 0. Mno¾ina v¹ech kódových slov (tj. kód)
tvoøí tedy podprostor vektorového prostoru Zn2 . Øíkáme proto, ¾e mno¾ina
v¹ech kódových slov tvoøí lineární kód.

Na mno¾inì Zn2 de�nujeme binární relaci ∼ takto:

x ∼ y⇐⇒ HxT = HyT

Snadno lze ukázat, ¾e relace ∼ je ekvivalence na mno¾inì Zn2 (doka¾te to!).
Tato ekvivalence urèuje rozklad Zn2/ ∼ a ka¾dou tøídu tohoto rozkladu nazý-
váme tøída podle kódu. Dva n { rozmìrné binární vektory le¾í ve stejné tøídì
právì tehdy, kdy¾ mají stejný syndrom.

Uká¾eme teï, ¾e poèet vektorù v ka¾dé tøídì je roven poètu kódových slov,
tedy je roven 2k. Z toho pak vyplývá, ¾e poèet v¹ech tøíd je roven 2n

2k
= 2n−k.

Nech» T je tøída podle kódu. Sestrojíme vzájemnì jednoznaèné zobrazení
kódu na T . Zvolme libovolnì (ale pevnì) nìjaké v ∈ T . Uva¾me zobrazení

x 7→ x + v

(x je kódové slovo).
Pøesvìdèíme se nejprve, ¾e x + v ∈ T . Je H(x + v)T = H(xT + vT ) =

HxT +HvT = 0 +HvT = HvT . Vidíme, ¾e x + v má stejný syndrom jako
v, tak¾e x + v ∈ T .

� Zobrazení je injekce: Nech» x, y jsou kódová slova, x + v = y + v.
Chceme: x = y. To jistì platí.

� Zobrazení je surjekce: Nech» w ∈ T . Hledáme kódové slovo x splòující
x+v = w. Vezmeme x = w−v. Staèí se pøesvìdèit, ¾e w−v je kódové
slovo, tj. ¾e H(w − v)T = 0. Poèítejme: H(w − v)T = H(wT − vT ) =
HwT −HvT = 0. Vyu¾ili jsme fakt, ¾e v,w ∈ T a tudí¾ v, w mají tý¾
syndrom.

Mo¾ná chybová slova jsou právì slova z tøídy, v ní¾ le¾í pøijaté slovo.
Dekodér tedy mù¾e okam¾itì vylouèit v¹echna chybová slova, která nele¾í

ve stejné tøídì jako pøijaté slovo, tj. chybová slova, která mají jiné syndromy.
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V úvahu v¹ak pøipadají v¹echna chybová slova, která jsou ve stejné tøídì jako
pøijaté slovo. ®ádné z tìchto chybových slov nelze s jistotou vylouèit. Ale
proto¾e chyby kanálu jsou pomìrnì málo èasté, nìkterá chybová slova z dané
tøídy jsou mnohem ménì pravdìpodobná ne¾ jiná. Obecnì platí, ¾e chybová
slova s malým poètem jednièek jsou pravdìpodobnìj¹í ne¾ chybová slova s
mnoha jednièkami. Pøesnìji, de�nujeme váhu libovolného n { rozmìrného
binárního vektoru jako poèet jednièek v tomto vektoru. V libovolné tøídì
mù¾eme vybrat vektor s nejmen¹í váhou jako reprezentanta tøídy. Jedním z
nejpravdìpodobnìj¹ích chybových slov je reprezentant tøídy obsahující pøijaté
slovo.

V na¹em pøíkladu je

H =

 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1


Tøídy podle kódu jsou v øádcích následující tabulky. V prvním øádku je

tøída mající nulový syndrom, tedy mno¾ina kódových slov. V soupisu slov
tøídy je na prvním místì v¾dy uveden reprezentant tøídy. Ka¾dý prvek ta-
bulky je souètem kódového slova, které je nahoøe v jeho sloupci, a reprezen-
tanta tøídy, který je nalevo v jeho øádku. Pøipomeòme si, ¾e pro ka¾dou tøídu
T a v ∈ T (za v mù¾eme vzít reprezentanta tøídy T ) je zobrazení x 7→ x+v
bijekce mno¾iny v¹ech kódových slov na T .

Slepianova standardní tabulka

syndromy slova

000 000000 001011 010101 011110 100110 101101 110011 111000

001 000001 001010 010100 011111 100111 101100 110010 111001

010 000010 001001 010111 011100 100100 101111 110001 111010

011 001000 000011 011101 010110 101110 100101 111011 110000

100 000100 001111 010001 011010 100010 101001 110111 111100

101 010000 011011 000101 001110 110110 111101 100011 101000

110 100000 101011 110101 111110 000110 001101 010011 011000

111 001100 000111 011001 010010 101010 100001 111111 110100

Budeme pou¾ívat (a ji¾ jsme vlastnì pou¾ívali) terminologii z následující
de�nice.

5.2.1. De�nice. Kód se nazývá lineární právì tehdy, kdy¾ jeho mno¾ina
kódových slov je rovna mno¾inì v¹ech vektorù c, které splòují rovnici HcT =
0, kde H je binární matice. Matice H se nazývá kontrolní matice. Délka
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blokù kódu, oznaèená n, je rovna poètu sloupcù matice H. Poèet kontrolních
èíslic kódu, oznaèený r, je roven hodnosti matice H. Poèet informaèních èíslic
kódu, oznaèený k, je dán vztahem k = n− r. Syndrom slova r je de�nován
vztahem sT = HrT . Tøída sestává ze v¹ech slov majících daný syndrom.
Váha slova je poèet v¹ech jednièek mezi jeho n èíslicemi. V ka¾dé tøídì je
vybráno slovo mající nejmen¹í váhu jako reprezentant tøídy.

V¹echny lineární kódy mají dùle¾ité vlastnosti shrnuté v následující vìtì.

5.2.2. Vìta. Jestli¾e r je pøijaté slovo, pak mno¾ina mo¾ných chybových
slov je rovna tøídì osahující r. Nejpravdìpodobnìj¹ím chybovým slovem je
reprezentant tøídy obsahující r. Dekódovat mù¾eme následovnì: Vypoètìte
syndrom, najdìte reprezentanta tøídy mající tento syndrom a odeètìte re-
prezentanta této tøídy od pøijatého slova, abyste získali nejpravdìpodobnìj¹í
vyslané kódové slovo.

Najednou vyvstávají dva hlavní problémy: (1) jak vybrat matici H a (2)
jak urèit reprezentanta tøídy, je { li dán syndrom?

Pro malá n lze na tyto otázky odpovìdìt vyèerpávajícím (exhaustivním)
hledáním { vyzkou¹ením v¹ech mo¾ností. Pro velká n, k a r jsou v¹ak oba tyto
problémy obecnì nevyøe¹ené. Je v¹ak známo velké mno¾ství "dobrých"metod
výbìru kontrolní matice a nalezení reprezentanta tøídy, známe { li syndrom.

Triviální pøíklady dobrých lineárních kódù jsou opakovací kódy a kódy
celkové kontroly parity, které jsme pøedstavili v pøedchozí èásti. Kontrolní
matice pro kódy celkové kontroly parity má pouze jeden øádek a n sloupcù

H = (1111 . . . 11)

Kontrolní matice pro opakovací kód má n − 1 øádkù a n sloupcù. Pro
n = 5:

H =


1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 0 1


Cvièení.
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1. Kolik kódových slov mají kódy de�nované ka¾dou z následujících kon-
trolních matic?

H1 =


0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0



H2 =


0 0 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 1


2. Pro kód de�novaný kontrolní maticí H2 ze cvièení 1 najdìte reprezen-

tanta tøídy obsahující následující slovo:

� r = 111101000

� r = 110101011

� r = 100010001

� r = 010010010

4.3 Hammingovy kódy

Pøi extrémnì nízkých nebo extrémnì vysokých rychlostech pøenosu je po-
mìrnì snadné najít dobré lineární kódy. Abychom interpolovali mezi tìmito
dvìma extrémy, mohli bychom pou¾ít jeden ze dvou pøístupù: (1) zaèít s
nízkorychlostními kódy a postupnì zvy¹ovat k pøidáváním dal¹ích a dal¹ích
kódových slov, ve snaze udr¾et velkou schopnost opravy chyb, nebo (2) za-
èít s vysokorychlostními kódy a postupnì zvy¹ovat schopnost opravy chyb
a sna¾it se pøitom pøidat málo kontrolních èíslic (tj. málo dal¹ích kontrol
parity).

Historicky se druhý pøístup ukázal jako úspì¹nìj¹í. Toto je pøístup, který
budeme následovat. Zaèínáme sestrojením jistých kódù pro opravu jednodu-
chých chyb, Hammingových kódù.

Syndrom chybového slova je dán rovnicí sT = HeT . Pravá strana této
rovnice mù¾e být napsána jako e1 krát první sloupec matice H plus e2 krát
druhý sloupec matice H plus e3 krát tøetí sloupec matice H plus . . . . Napøí-
klad, jestli¾e
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sT =

 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 (e1, e2, e3, e4, e5, e6)
T

pak s1
s2
s3

 = e1

 1
1
0

+e2

 1
0
1

+e3

 0
1
1

+e4

 1
0
0

+e5

 0
1
0

+e6

 0
0
1


Syndrom lze tedy pova¾ovat za souèet tìch sloupcù matice H, kde do¹lo k

chybám kanálu. Pokud je nìkterý sloupec maticeH nulový, pak chyba na této
pozici nebude mít ¾ádný vliv na syndrom. Kód na takové pozici nedoká¾e ani
detekovat chybu. Pokud jsou dva sloupce maticeH identické, pak jednoduchá
chyba na jedné z tìchto dvou pozic má stejný syndrom jako jednoduchá chyba
na druhé z tìchto pozic. Obì chybová slova le¾í ve stejné tøídì. Vzhledem k
tomu, ¾e pouze jedno z nich mù¾e být vybráno jako reprezentant tøídy, mù¾e
být opravena pouze jedna z chyb. Pøijaté slovo s druhou jednoduchou chybou
bude dekódováno nesprávnì. Lineární kód tedy není schopen opravit v¹echny
jednoduché chyby, pokud sloupce jeho kontrolní matice H nejsou vzájemnì
rùzné a nenulové.

A naopak, pøedpokládejme, ¾e v¹echny sloupce matice H jsou nenulové a
vzájemnì rùzné. Pak jednoduchá chyba na jakékoli pozici má za následek jiný
(a nenulový) syndrom ne¾ jednoduchá chyba na jakékoli jiné pozici. Ka¾dý
chybový vektor s jednou chybou je reprezentantem tøídy a kód je schopen
opravit v¹echny jednoduché chyby.

Dokázali jsme následující vìtu:

5.3.1. Vìta. Lineární kód je schopen opravit v¹echna pøijatá slova s nejvý¹e
jednou chybou právì tehdy, kdy¾ v¹echny sloupce matice H jsou nenulové a
vzájemnì rùzné.

Pøi dekódování dekodér vypoèítá syndrom pøijatého slova. Pokud je syn-
drom nulový, dekodér pøedpokládá, ¾e nedo¹lo k ¾ádné chybì. Pokud je syn-
drom nenulový a roven nìkterému sloupci matice H, pak dekodér pøedpo-
kládá chybu na pøíslu¹né pozici. Pokud je syndrom nenulový a nerovná se
¾ádnému sloupci matice H, pak tento neúplný dekódovací algoritmus sel¾e.
Selhání a chyby dekódování mohou nastat pouze v pøípadì, ¾e dojde ke dvìma
nebo více chybám. Pøedpokládejme napøíklad, ¾e
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H =


0 0 0 1 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 1


Jestli¾e pøijaté slovo je r = 101000101, pak dekodér vypoèítá s = 1100.

Proto¾e sT je rovno pátému sloupci matice H, rozhodneme se, ¾e

e = 000010000, c = 101010101

Jestli¾e v¹ak pøijaté slovo je r = 111001111, pak s = 1101. Proto¾e sT

není rovno ¾ádnému sloupci matice H, dekódovací algoritmus sel¾e, zjistí, ¾e
v pøijatém slovu jsou aspoò dvì chyby.

Zeptejme se nyní: "Jaká je nejvìt¹í mo¾ná délka bloku v lineárním kódu
opravujícím jednu chybu, který má r kontrolních èíslic?"Proto¾e poèet kont-
rolních èíslic je roven maximálnímu poètu lineárnì nezávislých øádkù matice
H, je tato otázka prakticky toto¾ná s otázkou:

”
Jaký je maximální poèet

vzájemnì rùzných nenulových sloupcù, které se mohou vyskytovat v binární
matici s r øádky?"Odpovìï je jasná: 2r− 1. Pøedpokládejme, ¾e sloupce ma-
tice H jsou sestaveny ze v¹ech 2r − 1 nenulových binárních r{tic, uspoøáda-
ných v libovolném poøadí. Lineární kód de�novaný takovou maticí se nazývá
Hammingùv kód.

Pro ka¾dé kladné celé èíslo r existuje binární Hammingùv kód mající r
kontrolních èíslic. Délka blokù tohoto kódu je n = 2r − 1 a poèet informaè-
ních èíslic (èíslic zprávy) je roven k = n − r = 2r − 1 − r. Kód je schopen
opravit jednoduchou chybu na jakékoli pozici. Navíc, jeliko¾ ka¾dý mo¾ný
nenulový syndrom je roven nìjakému sloupci matice H, dekódování nikdy
nesel¾e. Dekódovací algoritmus je úplný. Ka¾dá tøída má reprezentanta, je-
ho¾ váha je nula nebo jedna. ®ádné chybové slovo váhy aspoò dva nemù¾e
být ani objeveno ani opraveno.

Aby byla zaji¹tìna ochrana proti dvojnásobným chybám, je nìkdy k Ha-
mmingovu kódu pøipojena dodateèná kontrola celkové parity. Výsledný kód
má bloky délky n = 2m, r = m + 1 kontrolních èíslic a k = 2m − 1 −m in-
formaèních èíslic. Napøíklad, Hammingùv kód s bloky délky 15 má kontrolní
matici
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H =


0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1


Pøipojením celkové kontroly parity se získá roz¹íøený Hammingùv kód s

délkou blokù 16, jeho¾ kontrolní matice je

H =


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1


Ka¾dý sloupec kontrolní matice roz¹íøeného Hammingova kódu má v hor-

ním øádku 1 a souèet libovolných dvou sloupcù má nahoøe 0. Z tohoto dù-
vodu se syndrom jakéhokoli chybového slova váhy 2 bude li¹it od kteréhokoli
sloupce matice H. Je také nenulový, jeliko¾ ¾ádné dva sloupce matice H
nejsou stejné. Jakékoli pøijaté slovo s 2 chybami musí zpùsobit selhání de-
kódování. Roz¹íøené Hammingovy kódy jsou tedy schopny opravit v¹echny
jednoduché chyby a detekovat v¹echna chybová slova o váze 2 (jsou { li v
pøijatém slovì dvì chyby, dekódování sel¾e).

Aèkoli sloupce kontrolní matice Hammingova kódu mohou být uspoøá-
dány v libovolném poøadí, nìkterá uspoøádání vedou k mnohem jednodu¹¹í
práci ne¾ jiná. Vá¾ný (ale opravdu vá¾ný) zájemce si o tom mù¾e pøeèíst v
èásti 5.1 v [3].

Hammingùv kód mající bloky délky n = 2m − 1 má rychlost pøenosu
informace

R =
k

n
=

2m − 1−m
2m − 1

= 1− m

2m − 1

I kdy¾ mù¾eme konstruovat Hammingovy kódy s vìt¹ími a vìt¹ími dél-
kami blokù, del¹í kódy budou mít rychlost pøenosu blí¾ící se 1. Pøesto¾e
jsou tedy velkým krokem vpøed od kódù celkové kontroly parity, Hammin-
govy kódy jsou stále tøídou kódù s velmi vysokou rychlostí pøenosu infor-
mace. Nejsou schopny opravit ¾ádné dvojnásobné nebo vícenásobné chyby.
Abychom opravili takové chyby, musíme hledat kódy s vìt¹ím poètem kont-
rolních èíslic.

107



Pomìrnì velká slo¾itost nejjednodu¹¹ích známých binárních kódù opravu-
jících dvojnásobné chyby ostøe kontrastuje s jednoduchostí Hammingových
kódù. Velké mno¾ství práce v konstruktivní teorii kódování následovalo po
publikování Hammingova prùkopnického èlánku v roce 1950. Bylo zavedeno
mnoho nových typù kódù, ale a¾ na nìkolik dùle¾itých výjimek byla vìt¹ina
nových konstrukcí specializovanými kódy pro velmi specializované úèely. Do-
konce i dal¹í nejjednodu¹¹í problém, konstrukce binárních kódù s relativnì
vysokou rychlostí pøenosu informace, které by opravovaly jakékoli dvojná-
sobné chyby, zùstával nevyøe¹en. Kdy¾ Bose a Chaudhuri v roce 1960 a Ho-
cquenghem v roce 1959 koneènì objevili kódy pro opravu dvojnásobných
chyb, okam¾itì následovalo zobecnìní pro opravy chyb t { násobných, pro
v¹echna t.

V mnoha ohledech pøedstavuje propast mezi Hammingovými kódy z roku
1950 a BCH kódy z roku 1960 dokonce více ne¾ deset let výzkumu. Ve sku-
teènosti vìt¹inu Hammingových výsledkù pøedvídal v trochu jiném kontextu
ji¾ Fisher v roce 1942 v èlánku, který Bose dobøe znal.

Cvièení.

1. Uva¾te tøi Hammingovy kódy de�nované následujícími kontrolními ma-
ticemi:

H1 =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1



H2 =

 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1



H3 =

 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1


� Pro ka¾dý z daných tøí kódù dekódujte pøijatá slova r1 = 1110000
a r2 = 1111000.

� Uka¾te, ¾e dvì z daných tøí matic de�nují tý¾ kód.
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4.4 Úvod do BCH kódù pro opravu dvojnásobných
chyb

Toto je roz¹iøující látka a text bude napsán pozdìji.

5 Koøeny polynomù

Èím se budeme zabývat v poslední èásti tohoto textu? To je pøece jasné,
èekají nás koøeny polynomù (a problematika s nimi související). Nech» f
je polynom nad R, kde R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým
prvkem. Co je to koøen polynomu f? Je to takový prvek c ∈ R, pro který je
f(c) = 0. Co je to f(c)? Pro

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

je
f(c) = anc

n + · · ·+ a1c+ a0

Hledat koøeny polynomu f tedy znamená øe¹it rovnici

anx
n + · · ·+ a1x+ a0 = 0

s neznámou x. (Rovnice tohoto typu se nazývají algebraické.)

5.1 Násobnost a poèet koøenù polynomu

Ji¾ na støední ¹kole jste hledali koøeny kvadratických polynomù (tj. øe¹ili jste
kvadratické rovnice). Zjistili jste tehdy, ¾e kvadratický polynom s reálnými
koe�cienty nemá ¾ádný reálný koøen, nebo má jeden reálný koøen, nebo má
dva reálné koøeny, av¹ak nikdy nemá více ne¾ dva koøeny. V této èásti (mimo
jiné) doká¾eme obecné tvrzení: Jestli¾e f je polynom nad oborem integrity I
s jednotkovým prvkem a f má stupeò n, pak f má nejvý¹e n koøenù v I.

6.1.1. Vìta. Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým prv-
kem, f je polynom nad R, c ∈ R. Platí:

f(c) = 0⇐⇒ x− c/f(x)
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Dùkaz.

⇐=: Nech» x − c/f(x). Existuje g ∈ R[x], f(x) = (x − c)g(x). Pak f(c) =
(c− c)g(c) = 0 · g(c) = 0.
=⇒: Nech» f(c) = 0. Pøedpokládejme nejprve, ¾e polynom f je konstantní.
Pak f(x) = a, kde a ∈ R. Je f(c) = a, tak¾e a = 0 a f je nulový polynom. Pak
je jasné, ¾e x− c/f(x). Pøedpokládejme nyní, ¾e polynom f není konstantní.
Pak f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, kde n je celé èíslo, n ≥ 1,

a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0. Poèítejme:

f(x) = f(x)− 0

= f(x)− f(c)

= (anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0)

−(anc
n + an−1c

n−1 + · · ·+ a1c+ a0)

= anx
n − ancn + an−1x

n−1 − an−1cn−1 + · · ·+ a1x− a1c+ a0 − a0
= an(xn − cn) + an−1(x

n−1 − cn−1) + · · ·+ a1(x− c)

Nyní si staèí uvìdomit, ¾e pro ka¾dé kladné celé èíslo k platí x−c/xk−ck. Pak
toti¾ x−c dìlí ka¾dý sèítanec v an(xn−cn)+an−1(x

n−1−cn−1)+· · ·+a1(x−c)
a tedy x− c dìlí souèet, èili x− c dìlí f(x).

Proè x− c/xk − ck? Pro k = 1 je to jasné, pro k > 1 uva¾te rovnost

xk − ck = (x− c)(xk−1 + xk−2c+ · · ·+ xck−2 + ck−1)

Nyní ji¾ doká¾eme vìtu o poètu koøenù polynomu.

6.1.2. Vìta. Nech» I je obor integrity s jednotkovým prvkem. Nech» f je
nenulový polynom nad oborem integrity I. Jestli¾e f má stupeò n, pak f má
nejvý¹e n koøenù v I.

Dùkaz. Postupujme indukcí vzhledem k n.
n = 0: Nech» f má stupeò 0. Je f(x) = a, kde a ∈ I, a 6= 0. Pro ka¾dé c ∈ I
je f(c) = a 6= 0, tak¾e f nemá v I ¾ádný koøen a tedy má v I nejvý¹e n
koøenù.
n > 0: Nech» f má stupeò n. Mno¾inu v¹ech koøenù polynomu f v oboru
integrity I oznaème A. Chceme: |A| ≤ n. Jsou dvì mo¾nosti:
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� A = ∅: Je |A| = 0, tak¾e |A| < n.

� A 6= ∅: Zvolme c ∈ A. Je f(c) = 0 a dle vìty 6.1.1. pak x − c/f(x).
Potom f(x) = (x− c)g(x) pro nìjaký polynom g nad I. Mno¾inu v¹ech
koøenù polynomu g v oboru integrity I oznaème B. Proto¾e polynom
f je nenulový, je také polynom g nenulový. Platí: n = deg(f(x)) =
deg((x− c)g(x)) = deg(x− c) + deg(g(x)) = 1 + deg(g(x)). Vidíme, ¾e
polynom g má stupeò n− 1. Dle indukèního pøedpokladu |B| ≤ n− 1.
Uká¾eme teï, ¾e A ⊆ {c}∪B. Zvolme libovolnì d ∈ A. Musíme ukázat,
¾e d ∈ {c} ∪B. Proto¾e d ∈ A, je f(d) = 0. Ov¹em f(x) = (x− c)g(x),
tak¾e f(d) = (d− c)g(d), (d− c)g(d) = 0. Jeliko¾ g je polynom nad I a
d ∈ I, je g(d) ∈ I. Tudí¾ d− c ∈ I, g(d) ∈ I, (d− c)g(d) = 0. Proto¾e I
je obor integrity, dostáváme d− c = 0 nebo g(d) = 0. Pokud d− c = 0,
je d = c a tedy d ∈ {c} ∪ B. Pokud g(d) = 0, je d ∈ B a tedy také
d ∈ {c} ∪B. Nyní víme: |B| ≤ n− 1 a A ⊆ {c} ∪B. Proto

|A| ≤ |{c} ∪B| ≤ |{c}|+ |B| = 1 + |B| ≤ 1 + (n− 1) = n, |A| ≤ n

6.1.3. Poznámka.

1. Samozøejmì se mù¾e stát, ¾e polynom má ménì koøenù, ne¾ je jeho
stupeò. Napøíklad kvadratický polynom x2 + 1 je polynom nad tìlesem
R, který nemá ¾ádný koøen v R.

2. V dùkazu vìty 6.1.2. bylo podstatné, ¾e I byl obor integrity. Z (d −
c)g(d) = 0 jsme mohli odvodit, ¾e d − c = 0 nebo g(d) = 0. Pokud
bychom uva¾ovali polynomy nad komutativními asociativními okruhy s
jednotkovým prvkem, nebude vìta 6.1.2. platit { napøíklad kvadratický
polynom x2 + x nad Z6 má 4 koøeny v Z6 (najdìte je!).

Nakonec je¹tì budeme de�novat násobnost koøene (nebo» je slíbeno v
názvu, ¾e se v této èásti o násobnosti koøene aspoò nìco øekne).

6.1.4. De�nice. Nech» R je komutativní asociativní okruh s jednotkovým
prvkem. Nech» f je polynom nad R, c ∈ R, k je nezáporné celé èíslo. Øíkáme,
¾e prvek c je k-násobným koøenem polynomu f , pokud

(x− c)k/f(x) ∧ ¬((x− c)k+1/f(x))
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6.1.5. Poznámka. O násobnosti koøene polynomu si mù¾ete pøeèíst v pa-
ragrafu 1 Násobnost koøene polynomu. Hornerovo schéma v kapitole XV
Vlastnosti koøenù polynomù v uèebnici [5]. Pøeètete si tam napøíklad to, jak
mù¾ete násobnost koøene zjistit pomocí Hornerova schématu.

Cvièení.

1. Zjistìte násobnost koøenù c1 = 1
2
, c2 = −2 polynomu

f(x) = 8x7 + 4x6 − 2x5 + 3x4 − 6x3 − 2x2 + 4x− 1 ∈ Q[x]

2. Nech» f je polynom nad oborem integrity I s jednotkovým prvkem,
c ∈ I, k je nezáporné celé èíslo. Doka¾te: c je k-násobným koøenem
polynomu f právì tehdy, kdy¾ existuje g ∈ I[x] takový, ¾e

f(x) = (x− c)kg(x) ∧ g(c) 6= 0

5.2 Základní vìta algebry

Pod názvem Základní vìta algebry se skrývá následující tvrzení:

6.2.1. Vìta. (Základní vìta algebry) Ka¾dý nekonstantní polynom s kom-
plexními koe�cienty má aspoò jeden komplexní koøen.

Základní vìtu algebry dokazovat nebudeme. Vìtu poprvé pøesvìdèivì do-
kázal C. F. Gauss v roce 1799. Pøesto¾e tvrzení Základní vìty algebry je
snadno pochopitelné i pro støedo¹kolského studenta, pro její dùkazy to v
¾ádném pøípadì neplatí.

Základní vìta algebry má zajímavé a významné dùsledky. Jeden z nich
uvedeme a také doká¾eme.

6.2.2. Dùsledek. Nech» f je nekonstantní monický polynom stupnì n s
komplexními koe�cienty. Pak f lze v C[x] rozlo¾it na souèin n monických
lineárních polynomù, pøièem¾ tento rozklad je jednoznaèný a¾ na poøadí.

Dùkaz.
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1. Existence: Postupujme indukcí vzhledem k deg(f) = n. Pro deg(f) =
1 není co øe¹it, hledaným rozkladem je "rozklad"f = f . Nech» tedy
deg(f) = n > 1. Dle Základní vìty algebry existuje komplexní èíslo
c, f(c) = 0. Pak x − c/f (viz 6.1.1) a tedy f = (x − c)g pro nìjaký
polynom g nad C. Je f 6= 0, tak¾e g 6= 0, 1 = lc(f) = lc((x − c)g) =
lc(x−c)lc(g) = 1·lc(g) = lc(g). Vidíme, ¾e g je monický polynom. Dále,
n = deg(f) = deg((x−c)g) = deg(x−c)+deg(g) = 1+deg(g), deg(g) =
n− 1. Dle indukèního pøedpokladu existují monické lineární polynomy
h1, . . . , hn−1 ∈ C[x], g = h1 · · ·hn−1. Tak¾e f = (x− c)h1 · · ·hn−1.

2. Jednoznaènost: Nech» g1 · · · gn = h1 · · ·hn, kde g1, . . . , gn a h1, . . . , hn
jsou monické lineární polynomy nad C. Chceme: Existují i1, . . . , in ∈ Z,
{1, . . . , n} = {i1, . . . , in}, g1 = hi1 , . . . , gn = hin . Je g1 = x+c pro nìjaké
c ∈ C. Pak g1(−c) = 0 a tedy také (g1 · · · gn)(−c) = 0, (h1 · · ·hn)(−c) =
0, h1(−c) · · ·hn(−c) = 0. Existuje i1 ∈ {1, . . . , n}, hi1(−c) = 0. Ov¹em
hi1 = x + d pro nìjaké d ∈ C. Pak 0 = hi1(−c) = −c + d, 0 = −c + d,
c = d, g1 = hi1 . Je

g1g2 · · · gn = h1 · · ·hi1−1hi1hi1+1 · · ·hn
g1g2 · · · gn = h1 · · ·hi1−1g1hi1+1 · · ·hn
g2 · · · gn = h1 · · ·hi1−1hi1+1 · · ·hn

Nyní obdobnì postupujeme dále. Najdeme i2 ∈ {1, . . . , n}− {i1}, g2 =
hi2 , atd.

5.3 Binomické rovnice

Rovnice
xn − α = 0

kde n je kladné celé èíslo a α je nenulové komplexní èíslo, se nazývá bi-
nomická rovnice. Chceme najít v¹echna øe¹ení binomické rovnice v oboru
komplexních èísel. Øe¹ení rovnice xn−α = 0 nazýváme n-té odmocniny z α.

Úkol. Prostudujte paragraf 1 Binomické rovnice v kapitole XVII Algebraické
øe¹ení algebraických rovnic v knize [5]. Alternativnì mù¾ete prostudovat èásti
2 Druhá odmocnina komplexního èísla, 8 Odmocniny komplexních èísel s
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celými kladnými odmocniteli a 10 Binomické rovnice v kapitole 2 Øe¹ení
nìkterých speciálních typù algebraických rovnic v kní¾ce [11]; najdete tam
té¾ hodnì pøíkladù i cvièení. Výhodou kní¾ky [11] je volná dostupnost na
internetu.

Cvièení.

1. Najdìte v¹echna øe¹ení binomické rovnice x4− 1 = 0 v oboru komplex-
ních èísel.

2. Najdìte v¹echna øe¹ení binomické rovnice x3− 1 = 0 v oboru komplex-
ních èísel.

5.4 Kvadratické a kubické rovnice

Jak víte, kvadratická rovnice je rovnice

ax2 + bx+ c = 0

kde a, b, c jsou komplexní èísla, a 6= 0.
Kubická rovnice pak je rovnice

ax3 + bx2 + cx+ d = 0

kde a, b, c, d jsou komplexní èísla, a 6= 0.
Chceme najít v¹echny koøeny kvadratické rovnice i kubické rovnice v

oboru komplexních èísel.
Ji¾ na støední ¹kole jste se nauèili, jak postupovat pøi øe¹ení kvadratické

rovnice. Teï si tento postup zopakujete a také se nauèíte tzv. Cardanovy
vzorce pro výpoèet koøenù polynomù stupnì tøetího.

Úkol. Prostudujte èásti 1 Kvadratické rovnice s reálnými koe�cienty, 3 Kva-
dratické rovnice s komplexními koe�cienty a 9 Kubické rovnice a rovnice
ètvrtého stupnì v kapitole 2 Øe¹ení nìkterých speciálních typù algebraic-
kých rovnic v kní¾ce [11]. Opìt konstatuji, ¾e kní¾ka [11] je snadno a legálnì
dostupná na internetu a obsahuje hodnì pøíkladù i cvièení. Také v ní v kapi-
tole 2 najdete dal¹í zajímavé informace související s právì probíranou látkou
{ napøíklad èásti 4 Øe¹ení nìkterých rovnic pøevedením na kvadratickou rov-
nici, 5 Slovní úlohy vedoucí na kvadratickou rovnici, 13 Reciproké rovnice
tøetího stupnì, 14 Reciproké rovnice ètvrtého stupnì, 15 Reciproké rovnice
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pátého stupnì. Mù¾ete si také pøeèíst paragraf 2 Algebraická øe¹itelnost rov-
nic 2., 3. a 4. stupnì v kapitole XVII Algebraické øe¹ení algebraických rovnic
v uèebnici [5]; látka tohoto paragrafu je v¹ak pokroèilej¹í (obtí¾nìj¹í).

Cvièení.

1. Vyøe¹te rovnici x2 + 2x+ 3 = 0 v oboru komplexních èísel.

2. Vyøe¹te rovnici x3 − 6x− 9 = 0 v oboru komplexních èísel.

5.5 Koøeny polynomù nad celými èísly

Zde vyslovíme a doká¾eme jednoduché tvrzení, které lze pou¾ít k nalezení
v¹ech racionálních koøenù polynomu s celoèíselnými koe�cienty.

6.5.1. Tvrzení. Nech» n je kladné celé èíslo. Nech»

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

je polynom nad celými èísly, tj. a0, . . . , an jsou celá èísla. Nech» r, s jsou celá
èísla, s > 0, r a s jsou nesoudìlná. Jestli¾e f( r

s
) = 0, pak r|a0 a s|an.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e f( r
s
) = 0. Pak

an

(r
s

)n
+ an−1

(r
s

)n−1
+ · · ·+ a1

(r
s

)
+ a0 = 0

Rovnost vynásobíme èíslem sn. Dostaneme

anr
n + an−1r

n−1s+ · · ·+ a1rs
n−1 + a0s

n = 0

Èíslo r dìlí v¹echny sèítance anrn, an−1rn−1s, . . . , a1rsn−1, tak¾e r|a0sn.
Jeliko¾ r⊥s, máme r|a0.

Èíslo s dìlí v¹echny sèítance an−1rn−1s, . . . , a1rsn−1, a0sn, tak¾e s|anrn.
Jeliko¾ r⊥s, máme s|an.

Jak nám pomù¾e tvrzení 6.5.1 pøi hledání racionálních koøenù polynomu
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0? Jistì lze pøedpokládat, ¾e an 6= 0.

Pøedpokládejme také, ¾e a0 6= 0. Jestli¾e f( r
s
) = 0 (r, s ∈ Z, s > 0, r⊥s), pak

dle 6.5.1 máme r|a0 a s|an. Ov¹em r|a0 dává |r| ≤ |a0| a s|an dává |s| ≤ |an|.
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Dostaneme tak koneèný poèet kandidátù na racionální koøen polynomu f(x)
a dosazením zjistíme, který z kandidátù opravdu je koøenem.

Mo¾ná namítnete, ¾e mù¾e být a0 = 0. Pak pro ka¾dé celé èíslo r máme
r|a0 a máme nekoneènì mnoho kandidátù na koøen polynomu f(x). Ano,
av¹ak i v pøípadì a0 = 0 nám tvrzení 6.5.1 pomù¾e získat pouze koneèný
poèet kandidátù na koøen. Jak? Na to jistì pøijdete sami.

Cvièení.

1. Najdìte v¹echny racionální koøeny polynomu 2x6 − 3x4 + 2x3 − x+ 1.

2. Nech» n je kladné celé èíslo. Nech»

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

je polynom nad celými èísly, tj. a0, . . . , an jsou celá èísla. Nech» r, s
jsou celá èísla, s > 0, r a s jsou nesoudìlná. Jestli¾e f( r

s
) = 0, pak r −

ms/f(m) pro libovolné celé èíslo m. Specielnì r−s/f(1) a r+s/f(−1).
Doka¾te.

3. Najdìte v¹echny racionální koøeny polynomu x3 − 6x2 + 15x− 14.

4. Najdìte v¹echny komplexní koøeny polynomu x3 − x2 + 3x + 5. Po-
známka: Mo¾ná se vám bude hodit algoritmus dìlení pro polynomy
(vìta 4.5.4).

5. Najdìte v¹echny komplexní koøeny polynomu x4 − 2x3 − 4x2 − 16x.

5.6 Hornerovo schéma

Nech» n je kladné celé èíslo, I je obor integrity s jednotkovým prvkem. Nech»

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

je polynom nad oborem integrity I, tj. a0, . . . , an ∈ I.
Hornerovo schéma je efektivní algoritmus pro urèení hodnoty f(c), kde

c ∈ I. Kdy se nám to bude hodit? Napøíklad tehdy, kdy¾ budeme chtít zjistit,
zda c je koøenem polynomu f(x).

My¹lenku, na ní¾ je Hornerovo schéma zalo¾eno, uká¾eme nejprve pro
n = 4. Máme

f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0
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Pøi naivním výpoètu hodnoty f(c) postupujeme takto:

f(c) = a4cccc+ a3ccc+ a2cc+ a1c+ a0

Vidíme, ¾e potøebujeme provést 10 násobení a 4 sèítání. Pøi chytøej¹ím poèí-
tání postupnì vypoèítáme cc = c2, c2c = c3 a c3c = c4 { k tomu potøebujeme
3 násobení. No a pak spoèteme a4c4 + a3c

3 + a2c
2 + a1c + a0 = f(c) - teï

jsme potøebovali 4 násobení a 4 sèítání. Celkem jsme tedy pro výpoèet f(c)
potøebovali 7 násobení a 4 sèítání.

Mù¾eme postupovat je¹tì chytøeji? Ano, a to s vyu¾itím vztahu

f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 = (((a4x+ a3)x+ a2)x+ a1)x+ a0

Tento vztah je základem Hornerova schématu pro n = 4. Vidíme, ¾e k vý-
poètu f(c) teï potøebujeme 4 násobení a 4 sèítání.

Obecnì, základem Hornerova schématu je vztah

f(x) = (. . . (((anx+ an−1)x+ an−2)x+ an−3)x+ · · ·+ a1)x+ a0

Dle Hornerova schématu pro výpoèet hodnoty f(c) je potøeba n násobení a
n sèítání.

Lze dokonce dokázat, ¾e Hornerovo schéma je nejlep¹í algoritmus pro vy-
hodnocení polynomu { neexistuje ¾ádný algoritmus, který by pou¾íval ménì
ne¾ n sèítání a také neexistuje ¾ádný algoritmus, který by pou¾íval ménì ne¾
n násobení.

Na závìr si je¹tì pov¹imnìte, ¾e pøi naivním výpoètu f(c) (pouhým do-
sazením za x) je potøeba n(n+1)

2
násobení a n sèítání, a pøi výpoètu, v nìm¾

si nejdøíve postupnì urèíme hodnoty c2, c3, . . . , cn, pak pou¾ijeme 2n− 1 ná-
sobení a n sèítání.

6.6.1. Poznámka. Mù¾ete si pøeèíst pomìrnì podrobné pojednání o Horne-
rovì schématu v paragrafu 1 Násobnost koøene polynomu. Hornerovo schéma
v kapitole XV Vlastosti koøenù polynomù v knize [5]. Tam se také doètete,
jak lze Hornerovo schéma vyu¾ít pøi urèování násobnosti koøene.

Cvièení.

1. U¾itím Hornerova schématu urèete koøeny polynomu x4−x3−7x2+x+6.

2. Která z èísel −3,−2, 0, 1, 2, 3, 4 jsou koøeny polynomu p(x)?

p(x) = x5 − x4 − 10x3 − 5x2 − 21x+ 36
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6 Pokyny (doporuèení) k tempu studia

Mnozí si jistì sami dobøe rozdìlíte èas vìnovaný (samo)studiu pøedmìtu Al-
gebra s aplikacemi. Nìkterou látku pochopíte rychleji (poznáte to napøíklad
z toho, ¾e snadno vyøe¹íte cvièení èi budete schopni samostatnì dokázat tvr-
zení nebo aspoò dùkazùm dobøe porozumíte), nìkteré látce budete muset
vìnovat více èasu.

Pøi studiu pøedmìtu na univerzitì budete samozøejmì mít svého konkrét-
ního vyuèujícího, který vám (mo¾ná) dá pokyny èi doporuèení k organizaci
studia pøedmìtu nebo se s ním aspoò budete moci poradit.

Ní¾e najdete doporuèení k tempu studia. Látka, obsa¾ená v této studijní
opoøe, je rozdìlena do 13 týdnù, nebo» právì tolik týdnù má výuková èást
semestru. Nedivte se, ¾e nìkterý týden byste mìli prostudovat 16 stran a v
jiném týdnu 1 stranu { souvisí to samozøejmì s tím, ¾e nìkterá látka je v
opoøe pøímo vylo¾ena, kde¾to jinou látku máte celou studovat z jiného textu.

Návrh rozdìlení studia pøedmìtu Algebra s aplikacemi do 13
týdnù:

Jestli¾e jste je¹tì neèetli kapitolu 1 Úvod (strany 2 { 6), pak si ji urèitì
pøeètìte.

1. 2.1 Úvod, 2.2 Indukce, 2.3 Algoritmus dìlení: GCD a LCM
strany 6 { 22

2. 2.4 Prvoèísla, 2.5 Modulární aritmetika
strany 22 { 35

3. 2.6 Øe¹ení lineárních kongruencí, 2.7 Eulerova vìta
strany 35 - 51

4. 2.8 Kryptogra�e s veøejným klíèem
strany 52 { 65

5. 3.1 Základní pojmy teorie grup
strany 66 { 67

6. 3.2 Pøíklady grup
strany 67 { 68
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7. 3.3 Lagrangeova vìta a její dùsledky, 3.4 Cyklické grupy
strana 68

8. 4.1 De�nice algebraické struktury, 4.2 Pologrupy a monoidy, 4.3 Okruhy
a tìlesa
strany 68 { 78

9. 4.4 Algebra polynomù, 4.5 Euklidùv algoritmus pro polynomy
strany 79 { 96

10. 5.1 Opakovací kódy a kódy kontroly parity, 5.2 Lineární kódy, 5.3 Ha-
mmingovy kódy
strany 96 { 109

11. 6.1 Násobnost a poèet koøenù polynomu, 6.2 Základní vìta algebry, 6.3
Binomické rovnice
strany 110 { 115

12. 6.4 Kvadratické a kubické rovnice, 6.5 Koøeny polynomù nad celými
èísly, 6.6 Hornerovo schéma
strany 115 { 118

13. Èasová rezerva.
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