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Organiza£ní záleºitosti

Vyu£ující: Michaela Tichá, katedra matematiky

Literatura: Úvod do teorie her (Dlouhý, Fiala)
Teorie her (Magdalena Hyk²ová)
Game Theory (Thomas S. Ferguso)
Two-Person Nonzero-Sum Games and Quadratic Programming
(Mangasarian, Stone)
Extensive Form Games (J. Levin)

software: MS Excel a Python (studenti)

Zápo£et: 60% bod· z kaºdé zápo£tové písemky
1. test 6.-8. týden semestru, 2. test 10. nebo 13. týden

Zkou²ka: písemná a ústní

Pokud v²e stihneme, bude 15.5. p°edtermín

?kdo plánuje státnice v £ervnu?

P°edpoklad: znalost lineárního programování a simplexové metody
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Úvod - matematická teorie her

matematický nástroj, který nám pomáhá zkoumat rozhodování a
interakce mezi ú£astníky ve strategických situacích

nejedná se pouze o hry v pravém slova smyslu, poskytuje hluboký
vhled do sloºitých rozhodovacích proces·

modelujeme strategická rozhodnutí v oblastech, jako je ekonomie,
politika, biologie £i podnikový management

pr·kopníky byli matematici jako John von Neumann a Oskar
Morgenstern, kte°í v roce 1944 publikovali knihu "Teorie her a
ekonomické chování"

M. Tichá Teorie her 3/43



Základní pojmy

Hra - situace, ve které dva nebo více hrá£· podnikají vzájemné akce,
p°i£emº výsledek kaºdého hrá£e závisí na rozhodnutích v²ech
ostatních

Hrá£ - kaºdý ú£astník hry, který má schopnost podnikat akce a
ovliv¬ovat výsledek hry

Strategie (akce) - plán akcí, kterým hrá£ dosahuje svých cíl· v rámci
hry

Zisk/Uºitek - výsledek hry pro kaºdého hrá£e, m·ºe to být �nan£ní
odm¥na, ztráta nebo jiný typ výsledku

Preference - individuální hodnocení r·zných moºných výsledk· hry

Racionalita hrá£e - hrá£ p°i rozhodování volí strategii, která
maximalizuje jeho o£ekávaný zisk na základ¥ jeho informací a
preferencí

Hraní hry - rozhodování a provád¥ní akcí hrá£· b¥hem ur£ité situace
nebo interakce

�e²ení hry - koncept, který popisuje optimální strategie pro kaºdého
hrá£e, která vede k ur£itému výsledku hry
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Základní pojmy teorie her z pohledu ²achisty

TEORIE HER �ACHY

hra ²achy, výchozí postavení �gur, pravidla hry
hrá£ dva hrá£i: bílý a £erný
prostor strate-
gií

umíst¥ní a pohyb �gurek a budování pozice na ²achov-
nici

kooperace omezená, protoºe kaºdý hrá£ má vlastní cíl
výplatní
funkce

výhra, prohra, remíza

typ kon�iktu antagonistický kon�ikt, výhra jednoho je prohra dru-
hého

informace a ra-
cionalita

informace v ²achách zahrnuje znalost aktuálního po-
stavení �gurek na ²achovnici a historii tah·
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Základní pojmy teorie her z pohledu konkuren£ních �rem

TEORIE HER BOJ O TRH

hra �rmy sout¥ºí o trºní podíl, zákazníky a zisk
hrá£ nap°. dva hrá£i: �rma ALFA a �rma BETA
prostor strate-
gií

r·zné moºnosti, jak �rmy mohou nastavit své cenové
politiky, marketingové kampan¥, inovace a dal²í faktory

kooperace v p°ípad¥ oboustranné výhodnosti kooperace �rem
moºná, pokud není zakázána antimonopolním ú°adem

výplatní
funkce

zisk, ztráta

typ kon�iktu antagonistický nebo neantagonistický kon�ikt, coº zá-
visí na konkrétní situaci na daném trhu

informace a ra-
cionalita

hrá£i nemusejí mít dostupné v²echny informace o
ostatních hrá£ích. hrá£i z°ejm¥ maximalizují svoje zisky
(výplaty), ale mohou mít i jiné cíle
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co z p°íklad· plyne?

Teorie her p°edpokládá, ºe lze najít ur£ité obecné vlastnosti
rozhodovacích situací s více ú£astníky.

Manaºer, ²achista i armádní generál °e²í na obecné úrovni stejný
problém � nalézt optimální rozhodnutí v situaci, kdy se snaºí
p°edvídat kroky protihrá£e.

Teorie her má za cíl analyzovat ²iroké spektrum kon�iktních nebo
kooperativních rozhodovacích situací s více ú£astníky.

Pojem �hra� má v moderní teorii her velmi obecný význam, který
zahrnuje v podstat¥ jakoukoli kon�iktní £i kooperativní situaci mezi
jedinci, �rmami, armádami, státy, politickými stranami, biologickými
druhy.

R·znorodost moºných aplika£ních oblastí zd·raz¬uje univerzálnost
model· vyvinutých v rámci teorie her.

Teorie her vyuºívá pro zachycení kon�iktních £i kooperativních
rozhodovacích situací matematický aparát. Matematika jednozna£n¥
ur£uje p°edpoklady a pravidla hry.

M. Tichá Teorie her 7/43



De�nice hry - hra v normálním tvaru
Na²ím výchozím teoretickým modelem bude hra v normálním tvaru, která
je ur£ena t°emi mnoºinami.

mnoºina n hrá£·
Q = {1, 2, . . . n}

mnoºina prostoru strategií

X = {X1,X2, . . . ,Xn},
kde Xi je prostor strategií i-tého hrá£e,
mnoºina výplatních funkcí

{v1(x1, x2, . . . , xn), v2(x1, x2, . . . , xn), . . . , vn(x1, x2, . . . , xn)},

kde vi (x1, x2, . . . , xn) je výplatní funkce i-tého hrá£e.

De�nice

Hra v normálním tvaru Γ je (2n + 1)-tice

Γ = (Q,X1,X2, . . . ,Xn, v1, v2, . . . , vn)
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Hry s nulovým a nenulovým sou£tem

historicky d°íve byly zavedeny hry s nulovým sou£tem (minimaxová
v¥ta - John von Neumann v roce 1928)

aº pozd¥ji (1950-1951) byl de�nován koncept ekvilibria ve hrách s
nenulovým sou£tem (J. Nash).

hry s nulovým sou£tem jsou speciálním p°ípadem her s nenulovým
sou£tem

nejd°íve probereme jednodu²²í variantu s nulovým sou£tem, poté
zobecníme na hru s nenulovým sou£tem
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Hra s nulovým/konstantním sou£tem

De�nice

M¥jme hru Γ. �ekneme, ºe Γ je hra s konstatním sou£tem k ∈ R, pokud
platí

∀x ∈ X :
∑
i∈Q

vi (x) = k

Pokud je k = 0, pak je Γ hra s nulovým sou£tem.

U her s nenulovým sou£tem nelze najít k ∈ R takové, ºe by platila
p°edchozí podmínka.

Pro libovolné k je moºné hru s konstantním sou£tem transformovat na
ekvivalentní hru s nulovým sou£tem. Platí totiº, ºe p°i£tením ur£ité
konstanty ke v²em hodnotám výplatní funkce nedojde ke zm¥n¥ °e²ení
(optimálních strategií).
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Hra dvou hrá£· s nulovým sou£tem

Dále budeme p°edpokládat hru dvou hrá£· s nulovým sou£tem. Tato
situace je známa jako antagonistický kon�ikt, kde jeden hrá£ m·ºe získat
pouze na úkor toho, co druhý hrá£ ztratí. Platí základní vztah:

v1(x1, x2) = −v2(x1, x2).

P°edpokládejme kone£né prostory strategií, první hrá£ má k dispozici m
moºných strategií a druhý hrá£ n strategií. Pak m·ºeme mnoºinu v²ech
výher ve h°e s nulovým sou£tem znázornit maticí

A = (aij), i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n

Výb¥r i-tého °ádku matice A odpovídá výb¥ru i-té strategie prvním
hrá£em a výb¥r j-tého sloupce matice A odpovídá výb¥ru j-té strategie
druhým hrá£em.
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P°íklad hry dvou hrá£· s nulovým sou£tem

uvaºujme hru dvou hrá£·, kde prostor strategií je dán dvojicí
X1 = {R, L}, X2 = {R, L}
hra se hraje tak, ºe kaºdý hrá£ má jednu minci a volí, zda ji na st·l
poloºí rubem (R) a nebo lícem (L)

pokud se sejdou na stole mince oto£ené stejným stranami nahoru,
tak první hrá£ dostane od druhého hrá£e 1 K£

v opa£ném p°ípad¥ zaplatí druhý hrá£ prvnímu 1 K£

jedná se o hru s nulovým sou£tem, co jeden hrá£ získá, to druhý
hrá£ ztratí

výplatní funkci m·ºeme vyjád°it ve form¥ matice(
1 −1
−1 1

)
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Maticová hra

Hra je tedy ur£ena maticí A, tento model se nazývá maticová hra a
matici A nazýváme výplatní maticí. P°i výb¥ru i-té strategie prvním
hrá£em a j-té strategie druhým hrá£em je hodnota výplatní funkce
prvního hrá£e rovna prvku aij a hodnota výplatní funkce druhého hrá£e
rovna −aij .

Jakákoliv matice m·ºe být povaºována za maticovou hru. M¥jme
nap°íklad matici:  4 4 3 5

5 7 2 −1
−12 6 −2 4


Matice p°edstavuje hru s nulovým sou£tem se dv¥ma hrá£i, ve které má
první hrá£ t°i moºné strategie a druhý hrá£ £ty°i moºné strategie.
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Dominované strategie

Jak budou hrá£i postupovat? 4 4 3 5
5 7 2 −1

−12 6 −2 4


Hru lze zjednodu²it vy°azením strategií, které nemá smysl nikdy zvolit.
První hrá£ nebude volit °ádek matice, ve kterém jsou v²echny prvky
men²í neº odpovídající prvky v jiném °ádku, a obdobn¥ druhý hrá£
nebude volit ten sloupec matice, ve kterém jsou v²echny prvky v¥t²í neº
odpovídající prvky v jiném sloupci.

Tyto strategie nazýváme siln¥ dominované strategie. Pokud bychom
p°ipustili i rovnost prvk·, jednalo by se o slab¥ dominované strategie.
P°i vy°azení slab¥ dominované strategie m·ºeme p°ijít o rovnováºné
°e²ení, pokud jich existuje více.
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Dominované strategie

V p°íkladu vidíme, ºe druhá strategie druhého hrá£e je siln¥ dominovaná
strategie, protoºe ji dominuje t°etí strategie, dominující strategie.
Racionální druhý hrá£ nikdy nezvolí druhý sloupec. 4 4 3 5

5 7 2 −1
−12 6 −2 4


Hru tedy m·ºeme zjednodu²it na následující: 4 . 3 5

5 . 2 −1
−12 . −2 4
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Dominované strategie

Ve zbývající matici je t°etí strategie prvního hrá£e siln¥ dominovaná
strategie, protoºe ji dominuje první strategie, dominující strategie.
Racionální první hrá£ nikdy nezvolí t°etí °ádek. 4 . 3 5

5 . 2 −1
−12 . −2 4


A hru tedy m·ºeme zjednodu²it na následující: 4 . 3 5

5 . 2 −1
. . . .
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Dominované strategie

Ve zbývající matici je první strategie druhého hrá£e siln¥ dominovaná
strategie, protoºe ji dominuje t°etí strategie. 4 . 3 5

5 . 2 −1
. . . .


A hru tedy m·ºeme zjednodu²it na následující: . . 3 5

. . 2 −1

. . . .
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Dominované strategie

Ve zbývající matici je druhá strategie prvního hrá£e siln¥ dominovaná
strategie  . . 3 5

. . 2 −1

. . . .


A hru tedy m·ºeme zjednodu²it na následující: . . 3 5

. . . .

. . . .
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Dominované strategie

V posledním kroku uº je zcela zjevné, ºe druhý hrá£ dá p°ednost t°etímu
sloupci p°ed £tvrtým, protoºe vybírá mezi alternativou prohrát 3 a nebo
prohrát 5.  . . 3 5

. . . .

. . . .


Dosp¥li jsme k °e²ení, kde optimální strategií pro prvního hrá£e je volba
prvního °ádku a pro druhého hrá£e je optimální zvolit t°etí sloupec. První
hrá£ tak získává 3 a druhý hrá£ ztrácí 3. Tím jsme úsp¥²n¥ identi�kovali
optimální strategie prost°ednictvím postupné eliminace dominovaných
°ádk· a sloupc·, i kdyº tento postup vy²el spí²e jako výjimka. Postupnou
eliminací m·ºeme zjednodu²it hru, nalezení optimálního °e²ení se stává
výjime£n¥.
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P°íklad hry

Dále uvedeme konkrétní p°íklad hry.

m¥jme dva hrá£e, kaºdý dostane dv¥ karty

první hrá£ drºí £ernou p¥tku a £ervenou dvojku

druhý hrá£ má £ernou p¥tku a £ervenou trojku

na signál kaºdý hrá£ ukáºe jednu kartu

v p°ípad¥ shody v barv¥ obdrºí první hrá£ od druhého hrá£e
absolutní hodnotu rozdílu ukázaných karet

pokud se barva li²í, hrá£ s vy²²í hodnotou obdrºí sou£et hodnot
ukázaných karet

jedná se o hru dvou hrá£· s nulovým sou£tem, kaºdý hrá£ má dv¥
strategie

výplatní matice je následující:(
0 8
−7 1

)
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P°íklad hry

(
0 8
−7 1

)
jak m·ºeme postupovat?

z pohledu prvního hrá£e je evidentní, ºe volba druhého °ádku je
nevýhodná, tedy strategie £ervené dvojky je dominovaná strategií
£erné p¥tky

z pohledu druhého hrá£e je nevýhodné volit druhý sloupec, protoºe
je dominovaný prvním sloupcem, tedy strategie £ervené trojky je
dominovaná strategií £erné p¥tky

°e²ením tedy je, ºe první hrá£ ukáºe £ernou p¥tku, druhý hrá£ rovn¥º
ukáºe £ernou p¥tky

pokud se kterýkoliv z hrá£· od této strategie odchýlí, m·ºe ztratit
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Nashova rovnováha

optimální strategie hrá£· ve h°e najdeme pomocí Nashovy
rovnováhy

Nashova rovnováha je takové °e²ení, ve kterém platí, ºe kdyº se
n¥který z hrá£· nebude drºet své optimální strategie, zatímco soupe°
ano, jeho výhra se sníºí (v nejlep²ím p°ípad¥ z·stane stejná).

Nashova rovnováha ve h°e dvou hrá£· nastává, pokud najdeme
strategie x0 a y0, pro které platí

v1(x , y
0) ≤ v1(x

0, y0) a v2(x
0, y) ≤ v2(x

0, y0)

U her s nulovým sou£tem m·ºeme platí v1(x , y) = −v2(x , y) a
m·ºeme tedy zjednodu²it na

v1(x , y
0) ≤ v1(x

0, y0) ≤ v1(x
0, y)

�ekneme, ºe takové strategie x0, y0 p°edstavují Nashovu rovnováhu
a nazýváme je rovnováºnými strategiemi, hodnotu v1(x

0, y0)
nazýváme cenou hry
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Nashova rovnováha

Nashovu rovnováhu maticové hry získáme nalezením sedlového
prvku matice A

sedlový prvek matice je £íslo, které je nejv¥t²í ve svém sloupci a
zárove¬ nejmen²í ve svém °ádku (nebo´ druhý hrá£ se snaºí
minimalizovat výhru prvního hrá£e)

Jestliºe aij je sedlový prvek, potom i-tá strategie prvního hrá£e a
j-tá strategie druhého hrá£e jsou rovnováºné strategie

hodnotu aij potom nazýváme cenou hry

takové °e²ení nazveme Nashovou rovnováhou v ryzích strategiích
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Hledání sedlového bodu matice

Vrátíme se k p°íkladu. Ozna£íme závorkami () v²echna sloupcová maxima
a [ ] v²echna °ádková minima. Sedlový prvek je potom ozna£en ob¥ma
závorkami zárove¬.  4 4 [(3)] (5)

(5) (7) 2 [-1]
[-12] 6 −2 4


Tedy rovnováºné °e²ení v ryzích strategiích je pro prvního hrá£e první
strategie a pro druhého hrá£e t°etí strategie.
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Hledání sedlového bodu matice

P°i hledání sedlového bodu matice (Nashovy rovnováhy) mohou nastat
tyto t°i p°ípady:

matice má jeden sedlový prvek → prvek p°edstavuje Nashovu
rovnováhu

matice má více sedlových prvk·, jejichº hodnoty jsou si rovny →
tyto sedlové prvky ur£ují alternativní rovnováºné strategie

matice nemá ºádný sedlový prvek → neexistuje rovnováºné °e²ení
v ryzích strategiích
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Hledání sedlového bodu matice

Matice s více sedlovými prvky: [(0)] 2 [(0)]
[(0)] 1 [(0)]
[(0)] (3) [(0)]


Matice s ºádným sedlovým prvkem:(

(0) −1 [-2]
[-2] (0) (1)

)
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Hra kámen - n·ºky - papír

pokud nenajdeme sedlový prvek, neznamená to, ºe hrá£i nemají
ºádné rovnováºné strategie

uvaºujme známou hru kámen - n·ºky - papír

jedná se o hru dvou hrá£· s nulovým sou£tem

m·ºe skon£it výhrou (1), prohrou (-1) nebo remízou (0)

kaºdý hrá£ volí ze t°í strategií - kámen, n·ºky, nebo papír

kámen n·ºky papír
kámen 0 (1) [-1]
n·ºky [-1] 0 (1)
papír (1) [-1] 0
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Hra kámen - n·ºky - papír

u hry kámen - n·ºky - papír neexistuje Nashovo rovnováºné °e²ení
v ryzích strategiích

p°esto danou hru b¥ºn¥ hrajeme a známe odpovídající rovnováºnou
strategii, která spo£ívá v náhodném výb¥ru z prostoru strategií

pro oba hrá£e je rovnováºnou strategií vektor ( 1
3
, 1
3
, 1
3
)

£ísla p°edstavují pravd¥podobnosti, ºe hrá£ bude volit první, druhou,
nebo t°etí strategii

tento typ strategií nazýváme smí²enými strategiemi

i pro smí²ené strategie platí, ºe hrá£, který se od rovnováºné
strategie odchýlí, nem·ºe nic získat, ale m·ºe ztratit
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Smí²ené roz²í°ení maticové hry

°e²ení, kdy pouºíváme smí²ené strategie, nazýváme smí²ené roz²í°ení
maticové hry

ozna£íme strategie prvního hrá£e X , strategie druhé hrá£e Y a
prostory strategií p°edstavují vektory pravd¥podobností

X = {x; xT = [x1, x2, . . . , xm],
m∑
i=1

xi = 1, x ≥ 0}

Y = {y; yT = [y1, y2, . . . , yn],
n∑

i=1

yi = 1, y ≥ 0}

hodnota výplatní funkce potom udává o£ekávanou st°ední hodnotu
výhry

v p°ípad¥ her s konstantním sou£tem sta£í sledovat výplatní funkci
prvního hrá£e

v1(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiaijyj = xTA y

M. Tichá Teorie her 29/43



Základní v¥ta maticových her

Pro maticové hry je d·leºitá následující v¥ta.

Základní v¥ta maticových her

Kaºdá maticová hra má Nashovo rovnováºné °e²ení ve smí²ených
strategiích.

tedy pro kaºdou matici A existují vektory x0 a y0, pro které platí
nerovnice

xTAy0 ≤ x0TAy0 ≤ x0TAy

tyto nerovnice jsou matematickou de�nicí Nashovy rovnováhy ve
smí²ených strategiích

pokud je maticová hra rozm¥ru m x 2 nebo 2 x n, dá se °e²it
gra�ckou metodou

v obecném p°ípad¥ získáme rovnováºné smí²ené strategie °e²ením
úlohy lineárního programování
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Maticové hry typu 2x2

Nejprve si ukáºeme °e²ení na h°e typu 2x2.
P°edpokládejme výplatní matici, která nemá sedlový bod:(

a11 a12
a21 a22

)
Hledáme optimální smí²ené strategie
x0 = (x1, x2), y

0 = (y1, y2); x1 + x2 = 1, y1 + y2 = 1; x1, x2, y1, y2 ≥ 0
Ozna£íme v cenu hry a pro tyto optimální smí²ené strategie musí platit:

a11x1 + a21x2 = v , a11y1 + a12y2 = v

a12x1 + a22x2 = v , a21y1 + a22y2 = v
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Maticové hry typu 2x2

�e²ením p°edchozí soustavy rovnic a s vyuºitím znalosti
x1 + x2 = 1, y1 + y2 = 1 získáme neznámé x1, x2, y1, y2, v . Pro
zjednodu²ení ozna£me a = a11 + a22 − a12 − a21

x1 =
a22 − a21

a

x2 =
a11 − a12

a

y1 =
a22 − a12

a

y2 =
a11 − a21

a

v =
detA

a

Determinant matice spo£teme jako detA = a11a22 − a12a21.
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Maticová hra 2x2 - p°íklad

Uvaºujme výplatní matici: (
4 2
1 3

)
Snadno ov¥°íme, ºe matice nemá ºádný sedlový bod.(

(4) [2]
[1] (3)

)
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Maticová hra 2x2 - p°íklad

Optimální strategie získáme dosazením do vzorc·.

a = a11 + a22 − a12 − a21 = 4+ 3− 1− 2 = 4

detA = a11a22 − a12a21 = 4.3− 1.2 = 10

x1 =
a22 − a21

a
=

3− 1
4

=
1
2

x2 =
a11 − a12

a
=

4− 2
4

=
1
2

y1 =
a22 − a12

a
=

3− 2
4

=
1
4

y2 =
a11 − a21

a
=

4− 1
4

=
3
4

v =
10
4

=
5
2
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Maticová hra 2x2 - p°íklad pokra£ování

Tedy

x0T =

(
1
2
,
1
2

)
y0T =

(
1
4
,
3
4

)
v =

5
2
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