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Realizace vyuky

@ Vyuku realizuji 3 vyucujici
o Alena Cernikova
e doc. Viktor Maskov
e prof. Sergii Babichev

@ Zkousku realizuje jeden vyucuijici
o Alena Cernikova
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Podminky zapoctu a zkousky

@ Zapocet

e dva doméci tkoly od Cernikové

e jeden domaci Ukol od prof. Babicheva

@ seminarni prace — zastituje Cernikova

— zadani bude v kombinaci s prof. Babichevem

@ Zkouska — Ustni u Cernikové

@ nejspiS bude sestavat z

o tfi pfiklady u pocitace

e jedna teoreticka otazka
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Obsah kurzu

Teorie testovani hypotéz — AC

Vécna vyznamnost a metaanalyza — AC
Mnohonasobna linearni regrese — SB

Zobecnéné linearni modely —-SB

Nelinearni modely — SB

Mnohorozmérna statistika — ivod — AC

Metoda hlavnich komponent, faktorova analyza — AC
Shlukova analyza — AC

Fuzzy logika a fuzzy modelovani — VM & SB

Bayesovské metody — VM & SB
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Zaklady testovani hypotéz

Testovani stanoveného tvrzeni. Napf.
@ Novy Iék je lepsSi nez stavajici.
@ Nahodna veli¢ina ma normalni rozdéleni.
@ Primérna vyska lidi se za poslednich 50 let zvysila.
@ Vynosy z jednotlivych druhu jabloni se lisi.
@ Krevni tlak zavisi na hmotnosti.

Testy mohou byt jak grafické, tak Ciselné. Nyni se budeme
zabyvat Ciselnymi testy.

VZdy se testuji populacni charakteristiky. Jejich vybérové
ekvivalenty se pouzivaji jen pro sestrojeni testovych kritérii.
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Zaklady testovani hypotéz

P¥i statistickém rozhodovani testujeme proti sobé 2 hypotézy
@ Nulovou hypotézu — znacime Hy
@ obsahuje vzdy jen jednu moznost
e v pfipadé testu nezavislosti sem patfi NEZAVISLOST
@ pf. novy lék je stejny jako ten stavajici, vynosy druhu jabloni
jsou stejné.
@ Alternativni hypotézu — znaCime H;
e obsahuje vice moznosti (napf. interval)
e patfii sem to, co chci prokazat
e v pfipadé testu nezavislosti sem patti ZAVISLOST
@ pf. novy lék je lepsi nez ten stavajici, vynosy druhd jabloni
se lisi
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Zaklady testovani hypotéz

Na zakladé statistického testu udélame jedno ze dvou
rozhodnuti

@ Zamitneme nulovou hypotézu
— tim jsme prokazali platnost alternativy

@ Nezamitneme nulovou hypotézu
— tim jsme neprokazali nic — interpretace zavisi na
formulaci testovanych hypotéz

Jiny zavér udélat nemohu!
Pt¥i rozhodovani muzeme udélat chybu

@ chyba prvniho druhu — zamitneme Hy, pfestoze plati
— znadi se «, a jmenuje se hladina vyznamnosti

Vv,

@ chyba druhého druhu — nezamitneme Hy, prestoze plati H;
— znaci se § a hodnota 1 — 3 se nazyva sila testu
— za dané hladiny vyznamnosti chceme test co nejsilnéjsi

Alena Cernikova Pokrogilé statistické metody



Zaklady testovani hypotéz

| Nezamitame Hy | Zamitame Hyp |

Skutecné plati Hy OK Chyba I. druhu
(6]
Skutecné plati H; || Chyba Il. druhu OK
8 sila testu
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Zaklady testovani hypotéz

Podle toho, co testujeme a podle typu dat vybereme vhodny
statisticky test, kterym budeme o platnosti testovanych hypotéz
rozhodovat. Rozhodnuti mizeme udélat bud’ na zakladé

@ porovnani testové statistiky (7) a kritické hodnoty (c, jsou
tabelovany)

@ porovnani p-hodnoty a hladiny vyznamnosti («)
Plati, ze

@ absolutni hodnota testové statistiky | T| > ¢ nebo
p-hodnota < o potom ZAMITAME H,

@ absolutni hodnota testové statistiky | T| < ¢ nebo
p-hodnota > o potom NEZAMITAME Hy
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Zaklady testovani hypotéz

S testovou statistikou se vétSinou pracuje pfi ruCnim vypoctu.
Statistické softwary vraci jako vysledek testu p-hodnotu.
Co je p-hodnota

@ aktualni dosazena hladina testu

@ pravdépodobnost, Ze za platnosti Hy

nastal vysledek, jaky nastal,

nebo jakykoliv jiny, ktery jesté vice odpovida alternative
@ definice p-hodnoty se tyka testové statistiky

(Ne)zamitnout Hy nestaci, tento vysledek je treba interpretovat
vzhledem k poloZené otazce.
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Vybrané testy

Testy délime podle toho, co testu;ji

o Testy rozdéleni
— nejCastéji testujeme normalitu
— pf. Shapiro-Wilkav test, Andersontiv-Darlingtv,
Kolmogoroviv-Smirnovay, x2-test dobré shody atd.
@ Testy o hodnoté parametru
— nejCasteji testujeme tvrzeni o stfedni hodnoté
— pf. dvouvybérovy t-test, ANOVA, test o hodnoté
korela¢niho koeficientu, Waldlv test, Bartlettdv test atd.
@ Testy nezavislosti
— vétsinou se jedna o testy vybranych parametr(
— test o hodnoté korelaéniho koeficientu, test o hodnoté
regresniho koeficientu, ANOVA, x?-test nezavislosti atd.
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Vybrané testy

Dale testy délime podle typu dat

@ Parametrickeé testy
— testy o hodnoté parametru, nejcastéji o stfedni hodnoté
— uréené pro data, ktera maji priblizné normalni rozdéleni
— pf. t-testy, klasicka analyza rozptylu, test o hodnoté
Pearsonova korela¢niho koeficientu atd.

@ Neparametricke testy
— testy zaloZené na poradich, nepracuji s odhadem parametru
— odpada pozadavek na normalitu dat, ale i zde jsou urcité
predpoklady
— pt. Wilcoxonovy testy, Kruskal-Wallistv test, test o hodnoté
korelacniho koeficientu atd.

@ Testy pro kategoricka data
— vétdinou y?-testy, i ty maji své pfedpoklady
— pf. x2-test nezavislosti, Fisherlv test, test o hodnoté
Kendallova korela¢niho koeficientu atd.
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Vyb

testy

Schéma nékterych ¢asto pouzivanych testu
Ciselné proménné

@ Test o stredni hodnoté jednoho vybéru
— normalni data — jednovybérovy t-test
— nenormalni data — znaménkovy test, jednovybérovy Wilcoxonuyv test

@ Test o st. hodnoté rozdilu dvou zavislych vybéra
— normalni data — parovy t-test
— nenormalni data — parovy Wilcoxonuyv test

@ Test o stf. hodnoté rozdilu dvou nezavislych vybérl
— normalni rozdéleni, shodné rozptyly — dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly
— normalni rozdéleni, rizné rozpytyly — dvouvybérovy Welchdv test (t-test pro rizné rozptyly)
— nenormalni rozdéleni — dvouvybérovy Wilcoxonuv test

@ Porovnani stf. hodnot vice zavislych vybéra
— normalni data — ANOVA pro opakovana méreni
— nenormalni data — Friedman(yv test

@ Porovnani stf. hodnot vice nezavislych vybéri
— normalni rozdéleni, shodné rozptyly — klasickd ANOVA pro shodné rozptyly
— normalni rozdélenti, rizné rozpytyly — klasickd ANOVA pro r(izné rozptyly
— nenormalni rozdéleni — Kruskall-Wallisv test
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Vybrané testy

Schéma nékterych ¢asto pouzivanych testu
Vztah dvou proménnych

@ Ciselna vs. kategoricka proménna
— pouzivaji se dvouvybérové testy nebo analyza rozptylu (ANOVA)

@ Dvé ciselné proménné — Korelacni koeficient — spojité obé normalné
rozdélené proménné — Pearsonlv korelacni koeficient
— spojité proménné, alespor jedna nenormalné rozdélena —
Spearmantv korelaéni koeficient
— kategorické usporadané proménné — Kendalltv korelacni koeficient

@ Dvé kategorické proménné
— x2-kvadrét test, Fisheriv test, pomér Sanci

Porovnani rozptylt ve vybérech
@ Dva vybéry — F-test pro 2 rozptyly
@ Vice vybérl — Bartlettav test, Leven(v test

Testy pouzivané v regresnich modelech budeme tesit pozdéji.
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Jednovybeérovy t-test

Nejjednodussim testem je jednovybérovy t-test o stredni
hodnoté.
Testované hypotézy
@ Nulova hypotéza H, : stfredni hodnota = pq
@ Alternativni hypotéza H; : jedna ze tfi moznosti
— stfedni hodnota # pq
— stfedni hodnota < pqg
— stfedni hodnota > pq
Neni-li feCeno jinak, testujeme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05.
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Jednovybeérovy t-test

Testova statistika jednovybérového t-testu je

X — o

~ “sd(X) v

a za platnosti nulové hypotézy ma tato statistika t-rozdéleni o

n — 1 stupnich volnosti.

Testovou statistiku T porovnavame s kritickymi hodnotami
t-rozdéleni (tj. kvantily), na zakladé ¢ehoz bud mizeme pfimo
rozhodnot o zamituti nebo nezamitnuti nulové hypotézy, nebo
muzeme spocitat p-hodnotu a test vyhodnocovat na zakladé ni.

Predpokladem jednovybérového t-testu je, Zze primér testované
veli¢iny ma normalni rozdéleni (diky CLV vétSinou splnéno).
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Jednovybeérovy t-test

Souvislost s intervalem spolehlivosti

Vime
P(T| < th1(1 —a/2))=1—-«a
Tedy B
|ﬂ:|X_M¢E<mqﬁ—aﬁ)
sd(X)
Checme interval, kde se nachazi i — skute¢na stfedni hodnota

sd(X)
NG
X — th1(1 — a/2)sd(X)/vn < i < X+ ta_1(1 — a/2)sd(X)/v/n

Kdyz testovana hodnota je uvnitf intervalu spolehlivosti, pak Hy
nezamitame, kdyz je testovana hodnota vné intervalu
spolehlivosti, pak Hy zamitame.

X — pl < trs(1 - a/2))
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Jednovybeérovy t-test

Priklad. Bylo zmefeno 222 jedenactiletych déti. Primérna
vyska tohoto vybéru je 148.8 cm, a smérodatna odchylka vysky
vysla 7.1. Da se predpokladat, Ze prumerna vyska vsech
jedenatiletych déti v republice je mensi nez 150 cm?
Testované hypotézy

@ Hp : primérna vySka = 150 cm

@ H; : primérna vySka < 150 cm
Testujeme na hladiné vyznamnosti o = 0.05.
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Jednovybeérovy t-test

Pokracovani prikladu.
Testov4 statistika vysla

X — 1o 148.8 — 150
n—= 2" °7 _ 25618
sd(X) va 7.1/\/222

Tuto hodnotu porovnam s kvantilem t-rozdéleni

to1(1 — 0.05) = 1.65. JelikoZ testova statistika je v absolutni
hodnoté vétsi nez kriticka hodnota, zamitam nulovou hypotézu.
P-hodnota vysla p = 0.005 < 0.05, coz také vede na zamitnuti
nulové hypotézy.

Zaveér: Prokazala jsem, ze primérna vyska jedendctiletych déti
je mensSi nez 150 cm.

T =
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WilcoxonUv jednovybérovy test

V pfipadé, ze jsou v datech velké odchylky od normality,
pouziva se neparametricky Wilcoxonuv test, ktery je zalozen
na poradich. Tento test netestuje populacni primér, ale median.
Postup testu

@ spoditaji se rozdily od testované hodnoty X; — mg

@ urdi se jejich znaménko

@ urci se poradi absolutnich hodnot rozdill

@ spocita se soucet téchto poradi patficich kladnym rozdiliim

@ oznac¢me tento soucet ST a obdobné ozna¢me S~ soucet porfadi pro
zéporné rozdily, musi platit S* + S~ = n(n+1)/2.
Pro vétsi n lze uZzit transformaci

St —In(n+1)
V/2n(n+1)(2n+1)

kter4 mé za platnosti Hy N(0, 1) rozdéleni.

U=
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WilcoxonUv jednovybérovy test

Priklad. UvaZujme namérené véky otcu 30, 28, 36, 38, 28, 26,
29, 37, 25, 50 a testujme hypotézu, Ze median véku otcu je 33
let, tj. testujeme

@ Hy : median véku otcu je 33 let

@ Hi : median véku otct neni 33 let
Spocteme rozdily Xi — mg: -3, -5, 3, 5, -5, -7, -4, 4, -8, 17 a
jejich absolutnim hodnotam pfiradme poradi 1.5, 6, 1.5, 6, 6, 8,
3.5, 3.5, 9, 10. Sectéme kladné (modré) poradi ST = 21 a
zaporné (Cervené) poradi S— = 34. Testova statistika vychazi
U = —0.66 a p-hodnota 0.51 > a(= 0.05) a Hy tedy
nezamitame. Stredni hodnota véku otcti muze byt 33.
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Dvouvybérovy t-test

Porovnavame-li stredni hodnotu dvou nezavislych vybérl s
normalnim rozdélenim (X, Y), pouziva se dvouvybérovy

t-test.
Existuji dva typy dvouvybérového t-testu:

@ Dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly
@ Welchuv dvouvybérovy test pro rizné rozptyly
Testované hypotézy obou testl jsou
@ Hj : stfedni hodnota X — stfedni hodnota Y =0
@ H, : stfedni hodnota X — stfedni hodnota Y # 0, < 0 nebo
>0
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F-test shody rozptyld

K tomu, abychom mohli vybrat spravnou verzi testu, je potreba
otestovat shodu rozptyll v obou vybérech. Pouziva se F-test
shody rozptyll. Testuje se

@ Hy : rozptyly se ve vybérech nelisi
@ H; : rozptyly se ve vybérech lisi.
Testova statistika je
Var(X)
- W(Y) ~ Fn1—1,n2—1

a za platnosti Hy ma F-rozdéleni o ny — 1 a n, — 1 stupnich
volnosti, kde ny je rozsah vybéru X a n. je rozsah vybéru Y.
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Dvouvybeérovy t-test pro shodné rozptyly

Testova statistika dvouvybérového t-testu pro shodné rozptyly

ma tvar -
X*Y*,LLO nqno
T =
S V ni+no

m

1 I -
S= n+n—2 (Z(X,-—X)Q_FZ(Yi_ Y)2>

i=1 i=1

kde

a nq, no je rozsah vybéru X, respektive Y. Za platnosti nulové
hypotézy ma tato statistika t-rozdéleni o ny + n, — 2 stupnich
volnosti.
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WelchUyv test

Testova statistika dvouvybérového Welchova testu pro riizné
rozptyly ma tvar

7o XY
T /Var(X) . Var(Y
aff)f)Jr a;i)

a za platnosti nulové hypotézy ma t-rozdéleni o v stupnich
volnosti, kde

(Var(X)/ny + Var(Y)/n,)?

(Var(X)/m)2 | (Var(¥)/nz)?
n1—1 n2—1

kritické hodnoty je mozno odvodit, pfestoze v neni celé Cislo.
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Dvouvybérovy t-test

Priklad. Ve vybéru mam 222 jedenactiletych déti, z toho 159

hochu a 63 divek. Primérna hmotnost hochu vysla 38.1 kg a u

divek 39.1. Smérodatna odchylka pro hochy vysla 6.7 kg a pro

divky 7.1.

Je hmotnost jedenactiletych déti v priméru stejna pro hochy

fako pro divky?

Nejprve otestujeme shodu rozptyll, testova statistika vychazi
Var(X)  45.1

= Var(Y) ~ 506 0%

P-hodnota testu vySla 0,56, coz je vice nez o = 0.05. Nulovou
hypotézu tudiz nezamitame, rozptyly ve skupinach jsou
priblizné stejné a mizeme pouzit dvouvybérovy t-test pro
shodné rozptyly.
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Dvouvybérovy t-test

Testujeme

@ Hp : hmotnost hochll a hmotnost divek se nelisi
hmotnost hochll — hmotnost divek = 0

@ H; : hmotnost hochU a divek se li§i
hmotnost hocht — hmotnost divek # 0

Grafické porovnani

Porovnani hmotnosti

60

50
I

hmot11

40
I
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Dvouvybérovy t-test

Testov4 statistika testu vychazi

;_X—Y—po [, _381-391 [159+63 .
= S n+n 683 159 +63

Tuto testovou statistiku porovnavame s kvantilem t-rozdéleni
fooo(1 — 0.025) = 1.97 (kvantil pro oboustrannou alternativu).
JelikoZ testova statistika je v absolutni hodnoté mensi nez tento
kvantil, tak nulovou hypotézu nezamitam.

P-hodnota testu vySla 0.3151, tedy Cislo vétsi nez o = 0.05

Zaver: Na hladiné vyznamnosti 5% jsem neprokazala, Ze by
se hmotnost jedenactiletych hochl a divek lisila.
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Wilcoxonuv dvouvybérovy test

Pro porovnani dvou nezavislych vyberd, které nespliuji
predpoklad normality, se pouziva Wilcoxonlv dvouvybérovy
test. Testujeme
@ Hj : sttedni hodnota X — stfedni hodnota Y = 0
@ H, : stftedni hodnota X — stfedni hodnota Y # 0, < 0 nebo
>0
Test je zalozen na poradich hodnot sdruzeného vybéru. Postup
@ oba vybéry spoji do jednoho sdruzeného
@ sdruzeny vybér se usporada podle velikosti a kazdé
pozorovani dostane své poradi
@ pro oba vybéry se vypocte soucet pofadi a nasledné i
primérné poradi
@ pokud jsou si primérna poradi podobna, vybéry se mezi
sebou vyznamné nelisi
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Wilcoxonuv dvouvybérovy test

Technicky vypocet: oznaéme Ty, T, soucet poradi v prvnim,
respektive druhém vybéru. Dale vypocteme

1(ny +1)

n no(no + 1
U1:n1n2_|_ 5 M

— T, U =nno + 5

- T27
kde ny, ny jsou rozsahy jednotlivych vybéru. Presny test
porovnava hodnotu min(U;, Us) s kritickou hodnotou.
Asymptoticky plati, Zze

ma za platnosti Hy N(0, 1) rozdéleni.
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Wilcoxonuv dvouvybérovy test

Ptiklad. Chceme porovnat vysledky testts studentt v Usti nad
Labem a v Liberci. Studenti v Usti dostali bodova ohodnoceni
45, 79, 81, 56, 53, 77. Studenti v Liberci ziskali ohodnoceni 76,
62, 84, 80, 41, 79, 66. Testujeme

@ Hy : Studenti v Usti a v Liberci jsou stejni

@ Hi : Studenti v Usti a v Liberci se lisi.

@ V prvnim kroku srovnam vsechny hodnoty do rady
41, 45, 53, 56, 62, 66, 76, 77, 79, 79, 80, 81, 84

@ nasledné jim prifadim poradi
1,2,3 4,5,6,7,8 95,95, 11, 12, 13

@ pak vypoctu Ty = 38.5, T, =525, Uy =24.5, U, =
17.5,Upy = 0.5,p = 0.6678

P-hodnota > o a tedy nezamitam nulovou hypotezu,
neprokazal se rozdil mezi studenty v Usti a v Liberci.
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Analyza rozptylu — ANOVA

Porovnavame-li stredni hodnotu ve vice nez ve dvou
nezavislych vybérech, pouziva se analyza rozptylu. Testujeme

@ Hy : vSechny stfedni hodnoty jsou stejné

@ H,; : alespon jedna stfedni hodnota se liSi
MySlenka spoc€iva v porovnani variability mezi vybéry s
variabilitou v ramci vybéra.
Klasicka (nize uvedena) ANOVA je urena pro normalné rozdélena data a
vybéry se shodnymi rozptyly. Existuje i Welchova obdoba pro rtizné rozptyly
ve skupinach a neparametricka verze pro data, kterd nemaji normalni
rozdélent.
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Analyza rozptylu — ANOVA

Oznaéme Xj i-té pozorovani z j-tého vybéru, X; pramér i-tého
vybéru, X celkovy pramér véech pozorovani, n; rozsah i-tého
vybéru a k pocet vybéra.

Analyza rozptylu rozklada celkovou variabilitu

k n
SST =330 - X

i=1 j=1

na variabilitu vysvétlenou vybéry (mezi vybéry) SSA a
variabilitu nevysvétlenou (zbytkovou, v ramci vybérd) SSe. Plati

k n;
SST = > > (X-X )=
i=1 j=1
: k n
n,-(Y,-, — Y)Z + Z Z()(y - yi.)z =
i=1 =1 j=1

= SSA+ SSe

[
M) =



Analyza rozptylu — ANOVA

Vystupem z analyzy rozptylu je tzv. tabulka analyzy rozptylu

Soucty Stupné Primérné Testova p-hodnota
Ctvercu volnosti Ctverce statistika
Faktor A SSA dA=k—1 MSA= S2T F = MSA/MSe p
Chyba e SSe dfe =n—k MSe = E €
Celkem SST dft =n—1

Za platnosti nulové hypotézy ma testova statistika F-rozdéleni
0 k — 1 a n— k stupnich volnosti.

Tabulku analyzy rozptylu si mohu nechat vypsat i pro modely lineérni
regrese. Hodi se u modelll vicenasobné regrese, kdyz pocitam
zavislost (i) na kategorickych proménnych.
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Bartlettlv test

Pfedpokladem analyzy rozptylu je shoda rozptyld ve vSech vybérech.
Tento pfedpoklad mizeme zkontrolovat napf. prostfednictvim
Bartlettova testu.

Testujeme

@ Hy : rozptyly jsou shodné

@ Hi : rozptyly se lisi
Testova statistika je zaloZzena na vybérovych rozptylech v kazdém vybéru
zvlast. Oznacme Var(X); vybérovy rozptyl v i-tém vybéru a

@ _ Xia(m—1)Var(X),
n—k ’

1 S 1
¢ = 1+3(k—1)<zn;—1_n—k>

i=1

Testova statistika
k
B 16 ((n — KIS =S (n—1)In Var(X)i>
i=1

ma za platnosti nulové hypotézy x2-rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.
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Parové srovnani

Zajima-li nas, které konkrétni dvojice vybérl se od sebe vyznamné
li8i, nelze toto zjistit vét§im poctem béznych dvouvybérovych testd,
nebot by tim pfili§ vzrostla chyba prvniho druhu (tj. neudrzela by se
celkova hladina vyznamnosti).

Je nutné pouzit parové srovnani, napt. Tukeyuv test, pfipadné
Tukey HSD test pro rizné velké vybeéry.

Pro vSechny dvojice i a j se testuje

@ Hy : stfedni hodnoty p; a p; jsou stejné
@ Hy : stfedni hodnoty p; a y; se li8i

Testova statistika ma tvar

. |X,‘A—Xj'| - SSe
Q= Tos kde 5™ = n(n— k)
Rozdéleni téchto statistik se jmenuje studentizované rozpéti a ma
sve vlastni tabelované kritické hodnoty.
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Analyza rozptylu — ANOVA

Priklad. Byla merena koncentrace médi v téle ryb.
Porovnavano bylo 5 rybnikd, kde z kazdého byl vyloven vzorek
7-mi ryb. Vyberové rozptyly pro jednotlivé rybniky vysly 0.57,
0.48, 0.50, -0.06 a 0.33. Lisi se od sebe tyto rybniky?
Testujeme

@ Hp : vSechny rybniky jsou stejné

@ H; : alespon jeden rybnik se lisi
Grafické porovnani

yyyyyyy
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Analyza rozptylu — ANOVA

Abychom mohli vybrat spravnou verzi analyzy rozptylu,
otestujme nejprve shodu rozptyll ve v§ech vybérech. Tyto
rozptyly vySly postupné 0.10, 0.08, 0.10, 0.08 a 0.02.
Testujeme

@ Hy : rozptyly jsou shodné

@ H; : rozptyly se liSi
Testov4 statistika Bartlettova testu vysla 3.67 pfi Ctyfech
stupnich volnosti, coz dava p-hodnotu 0.45. Jelikoz je
p-hodnota vétsi nez a = 0.05, nulovou hypotézu nezamitame a
muZzeme pouzit klasickou ANOVU pro shodné rozptyly.
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Analyza rozptylu — ANOVA

Tabulka analyzy rozptylu

Souéty Stupné Primérné Testovd p-hodnota
Ctvercli  volnosti Ctverce statistika
Rybnik 1.796 4 0.4491 5.896 0.00127
Chyba 2.285 30 0.0762
Celkem 4.081 34

P-hodnota vySla mensi nez o = 0.05, coz znamena, ze nulovou
hypotézu zamitame a rybniky se mezi sebou vyznamné lisi.
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Analyza rozptylu — ANOVA

Parové srovnani vrati nasledujici tabulku

rozdil dolni mez horni mez  p-hodnota
B-A || -0.08485714 -0.51274077 0.3430265 0.9777112
C-A || -0.07314286 -0.50102648 0.3547408 0.9871500
D-A || -0.63114286 -1.05902648 -0.2032592 0.0015454
E-A || -0.23914286 -0.66702648 0.1887408 0.4960690
C-B | 0.01171429 -0.41616934 0.4395979  0.9999904
D-B || -0.54628571 -0.97416934 -0.1184021 0.0070956
E-B || -0.15428571 -0.58216934 0.2735979 0.8319549
D-C || -0.55800000 -0.98588362 -0.1301164 0.0057762
E-C || -0.16600000 -0.59388362 0.2618836 0.7920009
E-D || 0.39200000 -0.03588362 0.8198836 0.0850175
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Analyza rozptylu — ANOVA

Graf pro parové srovnani. Pro kterou dvoijici rybniku interval
spolehlivosti neobsahuje svislou ¢arkovanou ¢aru (nulu), pak
mezi ni je vyznamny rozdil.

95% family-wise confidence level

—_————

—_—

_—

—_—

ED EC D-C EB DB C-B E-A DA C-A B-A

Zaver: Rybniky se v koncentraci médi v téle ryb vyznamné lisi,
konkrétné se lisi rybnik D od rybnika A, B a C.
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Kruskal-Wallistiv test

V pripadé, ze neni spIinén pfedpoklad normality pfi porovnani
vice nez dvou nezavislych vybéru, pouziva se
Kruskal-Wallisova ANOVA. Kruskal-Wallisova ANOVA je
pfimym zobecnénim Wilcoxonova dvouvybérového testu.
Testujeme

@ H, : Stfedni hodnoty vybéra se nelisi

@ H; : Stiedni hodnoty vybéru se lisi
Stejné jako u dvouvybérového Wilcoxonova testu srovname
vSechny namérené hodnoty do fady, ur¢ime jejich poradi a
spoéteme prumsrnd poradi Tq,..., Tk, kde k je pocCet vybéru.
Pak plati, Ze testova statistika

k

Q—Lzﬂ—s(nﬂ)

- n(n+1) & n;

ma za platnosti Hy x2-rozdéleni.
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V pfipadé, Zze Kruskal-Wallisova ANOVA uréi, Ze se vybéry mezi sebou
vyznamné lisi, je potfeba zjistit, které konkrétni dvojice vybéru se lisi. K tomu
mdZe slouzit napf. Dunnav test.
Testova statistika porovnavajici i-ty a j-ty vybér je

T

T.
()

]
n(n+1) (1 1
G (a+7)

V pfipadé, Ze v datech jsou shodné hodnoty a je tedy tfeba délit poradi,
pouziva se statistika

D=

n_1I
()

\/n(n+1)—27:1(8,3—s/>/(n—1) (l N 1)
12 I nj

kde S je pocet /-té shodné hodnoty.

Tato statistika ma za platnosti Hy N(0, 1)-rozdéleni. Pro vicenasobné
porovnani se pak pouziji upravené p-hodnoty, aby byla udrzena celkova
hladina testu.
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y2-test nezavislosti

Vztah dvou kategorickych proménnych popisujeme tabulkou
absolutnich ¢etnosti. Oznacme

@ Xi,...,Xx hodnoty jedné kategorické proménné
@ Yi,..., Y, hodnoty druhé kategorické proménné
n; ; Cetnost soucasného vyskytu znakd X;, Y;

n;. marginalni ¢etnost znaku X;

n; marginéini Cetnost znaku Y;
@ n celkovy pocet pozorovani

Kontingencni tabulka absolutnich Cetnosti pak ma tvar

Yi ... Y
Xi | ma oo | oM
Xk nk71 ... nk7, Ny
ny ... n;| n
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y2-test nezavislosti

Test nezavislosti je zaloZzen na porovnani pozorovanych
Cetnosti v tabulce a Cetnosti ocekavanych za platnosti nulové
hypotézy. Testujeme

@ Hp : proménné na sobé nezavisi

@ H; : proménné na sobé zavisi
Testova statistika ma tvar

_ i i (pozorovane; ; — ocekavane; ;)? Z Z (n,, —n;.n,/n)?

el ocekavane; el .n;/n

Tato testovd statistika mé za platnosti nulové hypotézy
x2-rozdéleni o (k — 1)(/ — 1) stupnich volnosti.
Ocekavané Cetnosti se dopocitavaji z definice nezavislosti
P(An B) = P(A)P(B).
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Fisherllv exaktni test

Predpokladem y?-testu je, Ze vSechny o&ekavané Getnosti jsou
vétsi nez 5. Pokud predpoklad neni spinén, pouziva se
Fishertiv exaktni test, znamy téz jako Fishertiv faktorialovy
test. Tento test pocita pfimo p-hodnotu, tj. pravdépodobnost, ze
za platnosti Hy bude pozorovana pravé nase tabulka Cetnosti.
Pro ¢tyfpolni tabulku

Y, Y
Xi | myo 2| m,
Xo | Noy Nop | o,
n+ no n

se p-hodnota vypocita nasledujicim zplsobem

. nitnolnqtns!
nny1tniotnognos!

vvvvvv
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y2-test nezavislosti

Priklad. U 204 muZzu s jednim rizikovym faktorem ischemické
choroby srdec¢ni bylo zjistovano i vzdélani a kategorie koureni.
Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce absolutnich
Cetnosti. Souvisi spolu tyto dve veliciny?

ZS SS VS
byvaly kurak | 6 10 11
nekurak 13 22 23

slaby kufdk | 52 39 18
silny kufak 6 1 3
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y2-test nezavislosti

Vztah dvou kategorickych proménnych se zobrazuje pomoci
sloupcového grafu

100
,

80

60

w0
L

20

Muzeme zobrazovat pomoci fadkovych nebo sloupcovych
procent.
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y2-test nezavislosti

Testem nezavislosti jsme zjistovali
@ Hj : koufeni se vzdélanim nesouvisi
@ Hj : koureni se vzdélanim souvisi

Testova statistika vysla 21.286. Porovnavame ji s kvantilem
x2-rozdéleni 3 = 12.59. JelikoZ testova statistika vysla vyssi,
tak zamitame nulovou hypotézu. P-hodnota testu vysla
0.00163, coz je mensi nez oo = 0.05.

Jelikoz v8ak nejsou splnény predpoklady testu, méli bychom
vypocitat jeSté p-hodnotu Fisherova exaktniho testu. Ta vychazi
0.00084.

Zaver: Prokazali jsme, ze koufeni se vzdélanim souvisi.
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Pomeér sanci

Uvazujme dvouhodnotovou veliinu ve dvou populacich. Napf.
sledujeme vyskyt chfipky ve mésté a na venkové. Vysledky je
mozné zapsat do Ctyfpolni tabulky

Chfipku ma Chfipku nema
Mésto 1 no ny.
Venkov No1 Noo no.
nq no n

Rozdil mezi populacemi je mozné popsat pomérem Sanci.
Nejprve definujme $anci "mit chfipku proti nemit chfipku"jako

P(ma chfipku)
P(nema chiipku)

Odds =

Pomeér Sanci je pak podil této Sance v jedné populaci ku Sanci v
druhé populaci.
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Pomeér sanci

Pro nasi tabulku je pak pomér Sanci definovany jako

N1N22
OR =
Manzy

Interpretace tohoto poméru fika, kolikrat je vétsi Sance na
chfipku ve mésté nez na venkove.

Pokud chceme otestovat, Ze Sance na chfipku jsou stejné ve
meésté jako na venkove, testujeme

@ Hy: OR=1

@ Hy: OR #1

Alena Cernikova Pokrogilé statistické metody



Vécna vyznamnost

VyS$e uvedené testy méfi statistickou vyznamnost. Je ale tato
vyznamnost i skute¢né zajimava?

@ p-hodnota statistického testu zavisi na po¢tu pozorovani
@ malo pozorovani dava "velkou"p-hodnotu
@ hodné pozorovani dava "malou"p-hodnotu

@ statistické testy dobre funguiji pro pocet pozorovani kolem
100 hodnot
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Vécna vyznamnost

Existuje vztah mezi poc¢tem pozorovani, hladinou vyznamnosti
a silou testu. Pro dané parametry pak mizeme dopocitat
potfebny pocet pozorovani. Zvolme

@ hladinu vyznamnosti « = 0.05
@ silutestu1 —3=0.9
@ typ testu: dvouvybeérovy t-test
@ jak velky rozdil mezi skupinami nas opravdu zajima
It — po| =2
@ ocekavanou variabilitu o =5
PoZadovany pocet pozorovani v kazdé skupiné je

2
[z —a)+z(1-B)\ 1.96 4+ 1.28\?
n1—2< — =2 55 —=131.4

o
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Vécna vyznamnost

Pro posouzeni vécné vyznamnosti jsou vytvoreny ukazatele,
které pomohou urcit, zda zjisténa statisticka vyznamnost je
skutecné zajimava. Tyto ukazatele se prevazné pouzivaji u
velkych vzorku dat.

Velké vzorky mizeme ziskat napf. v ramci metaanalyzy, tj.
kombinace nékolika vyzkumu na stejné téma.

Alena Cernikova Pokrogilé statistické metody



Vécna vyznamnost

Porovnani dvou skupin (dvouvybérovy test)
@ Cohenovo d

_)_(—\_/ 82_171812—1-1728%
N R

do 0.5 maly efekt, 0.5-0.8 stfedni efekt, nad 0.8 velky efekt
@ Hedgesovo g

97 Vmse
MSe je zbytkovy primérny soucet ¢tvercl z tabulky analyzy

rozptylu
do 0.5 maly efekt, 0.5-0.8 stfedni efekt, nad 0.8 velky efekt

@ Glassovo § -
_X=Y

S

)

S2 je rozptyl kontrolni skupiny
do 0.5 maly efekt, 0.5-0.8 stfedni efekt, nad 0.8 velky efekt
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Vécna vyznamnost

Porovnani vice nez dvou skupin (ANOVA)
@ Fisherovo 7?

> SSA
T = ssT
kde SSA a SST jsou soucty Ctvercl z tabulky analyzy

rozptylu
procento vysvétlené variability
@ Haysova w?

> SSA—(k—1)MSe
N SST + MSe
kde SSA, SST a MSe jsou soucty tvercu/pramérné
Ctverce z tabulky analyzy rozptylu
procento vysvétlené variability
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Vécna vyznamnost

Porovnani dvou kategorickych proménnych (y2-test)

_ X
=%

kde x? je testova statistika y2-testu
do 0.29 maly efekt, 0.3-0.49 sttedni efekt, nad 0.5 velky
efekt

@ Cramerovo V

@ Cramerovo ¢

2

X
V= k)

hodnota od 0 do 1 chovajici se priblizné jako korelacni
koeficient
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Vécna vyznamnost

Porovnani dvou Ciselnych proménnych (korelaéni koeficient,
linearni regrese)

@ korelacni koeficient r

S0 (X%~ X)(Yi -~ V)
/S XL (Y- Ve

do 0.3 maly efekt, 0.3-0.7 stfedni efekt, nad 0.7 velky efekt
@ koeficient determinace R?

R2 :r2 . 27:1()//'_ \:/1)2
S (Y= Yi)?

do 0.01 maly efekt, 0.01-0.25 stredni efekt, nad 0.25 velky
efekt
procento variability vysvétlené modelem
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Zaklady mnohorozmérné statistiky

VétSinu zakladnich statistickych metod Ize zobecnit na
mnohorozmeérnou situaci.

Predpokladejme, Zze nemame jednu proménnou X, ale vektor
proménnych X = (X1, Xz, ..., Xk)'.

Vv,

Priklad. Mérime nékolik fyzickych parametru jedince: vyska,
vaha, krevni tlak, vitalni kapacitu plic, atd. KaZdy Zak na
vysvédceni dostane znamku z nekolika predmetu: cestina,
matematika, zemépis, prirodopis, atd.

@ Namisto jedné stfedni hodnoty 1 a jednoho rozptylu o

mame vektor stfednich hodnot 1 = (p1,..., k)" a
variancni matici ¥ = (o)

@ odhadujeme je pomoci vektoru praméri X = (X1,..., Xx)"
a matici S = (s;j), kde s;; = cov(X;, X;) proi #j a
Sji = Var(X,-)
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Zaklady mnohorozmérné statistiky

Zakladem vétsiny metod mnohorozmérné statistiky je méreni
vzdalenosti mezi dvéma body

@ Eukleidovska vzdalenost:

k
dX.Y) = X, — Vil = /(X = ¥)T(X - ¥) = | S7(X — V)2

i=1

nevyhoda: vSechny slozky pfispivaji do vzdalenosti stejnou
mérou a neni zohlednén jejich vzajemny vztah

@ Mahalanobisova vzdalenost:

dX,¥) = /(X-¥)Ts (X - V)

pro nezavislé vektory dostavame

kde S = cov(X,Y) je kovarian&ni matice vektord X a Y
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Zaklady mnohorozmérné statistiky

Zobecnéni zakladnich statistickych metod.
@ Dvouvybérovy test = Hotellingav test
@ Analyza rozptylu (ANOVA) = MANOVA
@ Korelacni koeficient = Kanonické korelace

@ Linearni regrese = Mnohorozmeérna linearni regrese,
kde zavisle proménna ma vice slozek.
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Hotellinguv test

Porovnavam stredni hodnotu nahodného vektoru ve dvou
populacich. Pfedpokladam nezavisla méreni. Testu;ji

@ Hj : vektory stfednich hodnot se rovnaji
@ H; : vektory stfednich hodnot se liSi
Testova statistika ma tvar

mn < < S —
72 = 12 X-V)s'X-VY
n1+n2( )'S™( )
g - (Mm-1)8i+(m-1)S;
N ny+n, —2

Testova statistika méa za platnosti Hy Hotellingovo T2-rozdéleni
s k a ny + no — 2 stupni volnosti. Toto Ize prevést na
F-rozdgleni: T2 ~ UDKE

Obdobné Ize zkonstruovat i testovou statistiku pro
jednovybérovy test.
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MANOVA

P¥i srovnani vice nezavislych vybérl se opét testuji hypotézy
@ Hy : vektory strednich hodnot se rovnaji
@ H; : vektory stfednich hodnot se liSi

Stejné jako u jednorozmérné analyzy rozptylu, i ve
vicerozmérné verzi je vyhodnoceni hypotéz zaloZzeno na
porovnani variability vysvétlené a nevysveétlené. Existuje
nékolik testovych statistik, kde vSechny pracuji s maticemi

p N
W= >3- Y)Y - Y))

i=1 j=1
p — J— — —
B = ) n(Yi-Y)(Y;-V)
i=1
kde p znadi pocet vybéra a Y, pramér i-tého vybéru.
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MANOVA

Testové statistiky pro MANOVu.
@ Wilkovo lambda

Ay = det <W+B>

@ Pillayova stopa

B
AP:"<W+B>

@ Hotellingovo lambda
B
/\H - tl‘ <W>

pfi porovnani dvou vybéru se vSechny tyto statistiky smrsti na
Hotellinglv dvouvybérovy test.
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

P¥i rznych vyzkumech byva €asto zjistovano velké mnozstvi
proménnych, ze kterych ma byt nasledné zjiSténa néjaka
informace. Casto byvaji mnohé z nich vzajemné korelované a
davaji tedy informaci podobnou, ne-li totoZznou. Aby bylo mozné
nejakou informaci z proménnych ziskat, je ¢asto potieba snizit
jejich poCet a zabyvat se jen témi skuteCné zasadnimi.
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Metoda hlavnich komponent transformuje vstupni data tak, aby
bylo mozné snizit jejich dimenzi / poCet. Vyuziva se prepocet

Y=X"P
kde X je centrovava matice vstupnich hodnot (centrovani =
odecet prameéru), Y je vystupni - cilova matice a P je matice

transformacnich vektort. Matici P ziskame pomoci rozkladu
korelacni matice vstupnich dat C

C=PAP’

A je pak matice vlastnich Cisel matice C a matice P pak
obsahuje vlastni vektory matice P.
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Vysledna matice hlavnich komponent Y ma nasledujici
vlastnosti

@ jeji vektory jsou vzajemné kolmé (nezavislé)

@ soucet koeficientd linearnich transformaci u kazdé
komponenty je 1

@ fadi se podle variability: od vektoru s nejvétsi variabilitou k
vektoru s nejnizsi variabilitou

@ obsahuje veskerou informaci, kterou obsahovala plvodni
data
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Cely postup si mizeme predstavit nasledovné

@ predstavime si mnohozmérna data v prostoru

@ daty prolozime vektor ve sméru s nejvétsi variabilitou
tak ziskame prvni hlavni komponentu (PC)

@ hledame vektor, ktery by byl k prvnimu kolmy a opét byl ve
sméru s nejvetsi variabilitou

@ ziskame druhou hlavni komponentu

@ hledame vektor, ktery by byl kolmy k prvnim dvéma a byl
ve sméru s nejvetsi variabilitou

@ ziskame treti hlavni komponentu

@ posledni dva kroky opakujeme, dokud mame body ve
volném prostoru
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Vstupni data poté reprezentujeme mensim mnozstvim novych proménnych
(hlavnich komponent) tak, abychom ztratili co nejméné informace /
variability. Jejich optimalni pocet je pocCet vlastnich Cisel korelacni matice
vétsich nez 1. Graficky zndzornéno pomoci tzv. "Scree plot".

Scree plot

Variances

~ °~—_,
—o
—

o —o—0

T T
Comp.1 Comp3

T
Comp5 Comp.7 Comp.9

Graf zobrazujici hodnoty pro prvnich 10 hlavnich komponent ziskanych z
puvodnich 24 proménnych. Optimalni poet hlavnich komponent je 5.
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Faktorova analyza

Nevyhodou hlavnich komponent je, Ze nemaji pfirozenou
interpretaci. Pokud tedy chceme ziskat mensi pocet
proménnych, které jsou interpretovatelné, pouziva se
faktorova analyza.
Hlavni mys$lenka faktorové analyzy pochéazi z psychologie:
@ na kazdého pusobi k neméfitelnych faktoru
@ podle toho, jak na nas pusobi, my reagujeme

@ podle reakci na p podnétl se snazime identifikovat
plvodni faktory
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Faktorova analyza

Priklad. Déti nosi ze skoly vysvédcCeni. Podle znamek, pak Ize
identifikovat dvé skupiny studentu, jedna z nich ma dobré
znamky v predmétech matematika, fyzika, pfirodopis, zemépis,
chemie, druha ma dobré znamky v predmeétech cestina,
anglictina, dejepis, obcanska vychova. Faktory, které na né
pusobi jsou pak prirodni vedy a humanitni obory.
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Faktorova analyza

Vychazime z rovnice obdobné jako u analyzy hlavnich
komponent
X=LF+¢

kde X je centrovana matice nameérenych dat, L jsou tzv.
loadings, F jsou hledané faktory a e jsou nahodné chyby.
Pro faktory musi platit
@ F a ¢ jsou nezavislé
@ E(F) = 0 a Cov(F) =1, kde I je jednotkova matice,
tedy jednotlivé faktory maji nulovou stfedni hodnotu,
jednotkovy rozptyl a jsou nezavislé

@ E(¢) = 0a Cov(e) = o2I,
tedy nahodné chyby jsou nezavislé, stejné rozdélené s
nulovou stfednin hodnotou a konstantnim rozptylem o2
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Faktorova analyza

Dale musi platit
@ Cov(X) = LL' + o2, tedy
o Var(Xj) =& + (5 + ...+ 2 + 02
° COV(Xi7 Xj) = €i1€j1 + giggjg +...+ gimgjm
@ Cov(X,F) =L, tedy Cov(X;, Fj) = Eij
kde ¢ jsou prvky matice L.
Na zakladé vySe uvedenych vztah( Ize matici loadingl L urcit
jednoznacné az na prenasobeni ortogonalni matici T. Toto
prenasobeni se da dale vyuzit jako rotace k hledani nejlépe
interpretovatelnych faktora.
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Faktorova analyza

Hodnoty loadingl hledame obdobné jako hlavni komponenty,
tedy rozkladem korela¢ni matice namérenych proménnych X.
Abychom dostali interpretovatelné faktory, vyuziva se varimax
rotace, coz je takova ortogonalni rotacni matice T ktera da
jednotlivym proménnym co mozna nejrozdilnéjsi loadings.

Pro dal8i zpracovani se pouzivaji i tzv. faktorové skory, coz jsou
odhadnuté hodnoty faktoru pfifazené jednotlivym pozorovanim.
Ty mUzeme spocitat napf. pomoci nasedujiciho vztahu

N ~ NP

f = (LEA) D)L %) (- %)
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Diskriminacni analyza

Mame mnohorozmérna data z nékolika riznych populaci a
chceme najit nejlepsi mozny zpusob, jak na zakladé dat rozlisit
populace mezi sebou.

Priklad. UvaZujme pacienty s riuznymi nemocemi a mejme ke
kazdému skupinu lékarskych testi. Chceme pak najit zplsob,
jak zaradit pacienta do skupiny jen na zakladé vysledku testu

Nabizejici se postup

@ pro kazdou populaci spocCitame prumérny vektor
@ nového jedince zaradime do populace, kterd bude mit sv(j
primérny vektor nejblize k jeho hodnotam

Jak dobré je urCené rozhodovaci pravidlo zjistime na zakladé
klasifikace, {j. zjiSténi, kolik jednotek jsme pfifadili spravné a
kolik chybné.
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Diskriminacni analyza

VyS$e uvedeny "nabizejici se"postup vede na linearni
diskriminac¢ni analyzu.

Uvazujme dvé populace ve dvourozmérném piipadé. Lineadni
diskriminaéni analyza je oddéluje pfimkou

Linearni diskriminacni funkce
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Diskriminacni analyza

Diskriminaéni pravidlo pro dvé populace a obecny pocet proménnych.

Oznacme prameérné vektory v populacich Z,n,ig,,,. Pro méfeni vzdalenosti
vyuZijeme Mahalanobisovu vzdalenost d?(X, Y). Rozhodovaci pravidlo pak
zni. Pokud

d?(X,X1,n) < d*(X, Xz,n),
pfifadime pozorovani k prvni populaci, v opacném pfipadé ke druhé.
Aritmetickymi operacemi Ize ziskat vektor

b=8"Xin—Xzn),
kde S je kombinovana vybérova varianéni matice obou populaci

n —1

I’71—1
S
(=14 (m—1)>72

= S

(=) +(m-1""
a ny, np jsou velikosti vybérl z obou populaci a S+, S, jsou vybérové
variancni matice obou populaci.

S

+
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Diskriminacni analyza

Rozhodovaci pravidlo potom zni: pokud

Ti1 nt i2,n

X —
b'X—-b 5

>0

pak pozorovani patfi do prvni populace, v opacném pripadé do
druhé. Toto pravidlo je mozné také prepsat v nevektorové
podobé jako

K
> cXi—c >0
i—1

kde koeficienty ¢y, ¢; Ize jednoznacné odvodit z vektoru b. Z
tohoto zapisu je také ziejmé, Ze rozhodovaci pravidlo je v tomto
pripadé pfimka.

Poznamka: Vys$e uvedené rozhodovaci pravidlo je mozné odvodit také

metodou maximalni vérohodnosti z hustoty mnohorozmérného normalniho
rozdéleni
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Diskriminacni analyza

Vzniklou pfimku je mozné dale "posouvat" pfidanim dalSich
podminek:
@ podminky na apriorni pravdépodobnosti obou populaci,
oznaCme je w1 a o
vyuzivame, kdyz je vyskyt jedné populace je vyrazné
CastéjSi nez je tomu u populace druhé
@ penalizace pro Spatné zarazeni jednotky, oznacme
c(2|1) penalizaci za $patné pfifazeni jednotky z prvni
populace
c(1]2) penalizaci za Spatné pfifazeni jednotky z druhé
populace
Rozhodovaci pravidlo se zméni na

Xin+X c21)n
T TM,n 2,n 1
X - d | —
b b 2 n <C(1\2) o >0
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Diskriminacni analyza

Kvadraticka diskriminacni analyza

Nékdy pfimka pro oddéleni populaci nestaci a je potieba pouzit
kfivku

Kvadraticka distribucni funkce
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Diskriminacni analyza

Diskriminac¢ni pravidlo pro dvé populace pak vypada
nasledovné. Pokud

1y a1 -1 ¥ o-1 v -1 c(1)2) m

kde

|Sz|

pak nového Jedlnce prifadime k prvni populaci, v opacném
pfipadé ke druhé

S 1o e o o
k = | (' 1|)+2(x’1’,,s11x1,n—x’2,n$21x2,,,)
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Shlukova analyza — hierarchické metody

Méjme mnohorozmérna data a snazme se v nich najit
podobnosti, abychom identifikovali rizné skupiny pozorovani v
datech. Cilem je

@ najit optimalni pocet skupin, tak aby mezi nimi byly rozdily

€0 Mozna nejvetsi, a v ramci skupiny, aby byly hodnoty co
nejpodobnéjsi,

@ popsat skupiny tak, aby se mezi nimi dalo rozliSovat
Hierarchické shlukovani méfi vzdalenosti mezi jednotlivymi
pozorovanimi napr. euklidovskou vzdalenosti a shlukuje k sobé
jednotky, co jsou si nejblize. Vzdalenost skupin se da mérit
trojim zpusobem

@ vzdalenost stfedl (primérd) — average linkage
@ vzdalenost nejvzdalengjsich bodll — complete linkage
Complete linkage dava vétsinou nejlepsi vysledky.
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Shlukova analyza — hierarchické metody

V této analyze nejprve povazujeme kazdé jedno pozorovani za
samostatnou skupinu a postupné tyto skupiny spojujeme.
Graficky se tento proces znazorfiuje pomoci dendrogramu.
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Opticky pak hledame, kde ukoncit shlukovani, tj. kolik skupin je

optimalnich.
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Shlukova analyza — K-means

Nevyhodou hierarchické metody je, Ze odlehlé hodnoty v ni
Casto tvofi samostatné skupiny. Alternativou je pouzit tzv.
K-means shlukovani. Postup je nasledujici

@ nejprve se zvoli pocet skupin p

@ nahodné vybereme p bodl v mnohorozmérném prostoru
jako stredy téchto skupin

v v

skupiné

@ stfedy se prepocitaji

@ posledni dva body se opakuji, dokud nejsou roziazeny
vSechny prvky

Nevyhodou tohoto postupu je, Zze pokud v datech nejsou
ednoznacné skupiny, pak rozfazovani dopadne jinak pfi jiné
volbé nahodnych stredu.
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Kanonické korelace

Mame dvé skupiny proménnych X a Y méfenych na stejnych
jedincich a chceme zjistit, zda mezi témito skupinami je néjaky
vztah, pfipadné jaky.

Priklad. UvaZujme dvé rizné skupiny lékarskych vysetreni a
hodnotime, zda obé tyto skupiny méri to samé, nebo ne.

Pro kazdou skupinu proménnych pak hledame jejich vhodnou
linearni kombinaci

U=a'X, V=b'Y

takovou, Zze ma mezi sebou maximalni korelaci.
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Kanonické korelace

Oznacme

Cov(X,Y) =
Pak vime, ze

Var(U
Var(V
Cov(U,

)
)

V)
Cor(U,V)

Cov(X)
Cov(Y)
T12 = To

= 211
=2

HA,
2,

= 3,2113
= b'Ixnb
= 3,212b
3,212b
va'Xiiay/b'Ib
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Kanonické korelace

Hledejme k dvojic proménnych U;, Vi, kde k je poCet proménnych v
mensi skupiné. Pro tyto proménné necht plati

@ proménné Uy, V4 maji obé rozptyl roven jedné a maximalizuji
vzajemnou korelaci

@ proménné U, V, maji obé rozptyl roven jedné, jsou
nekorelované s proménnymi U;, V; a maximalizuji vzajemnou
korelaci

@ proménné Uy, Vi maji obé rozptyl roven jedné, jsou
nekorelované s proménnymi Uy, ..., Uck_1, V4,..., Vk_q1 a
maximalizuji vzajemnou korelaci.

Takovéto pary proménnych U;, V; se nazyvaji kanonické proménné a
jejich vzajemné korelace potom kanonické korelace.
Plati

Cor(U4,V) > Cor(Uz, V) > --- > Cor(Ux, Vk)
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Kanonické korelace

Matematicka konstrukce kanonickych proménnych. Linearni
koeficienty a a b Ize urcit jako
°a= eS1_11 /2 kde e jsou vlastni vektory matice

Si1/%81285)S218;,

b= fSQ_;/Z, kde f jsou vlastni vektory matice
S;, /%8218 81285, /2

@ matice S jsou odhady matic ¥.
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Kanonické korelace

Pokud jsou skupiny proménnych X a Y nezavislé, pak jejich
teoretické kovarian¢ni matice X 1> a X4 jsou nulové. Jak vSak
pomoci kanonickych korelaci tuto nezavislost otestovat?
Muzeme testovat nékolik riznych hypotéz

@ H, : vSechny kanonické korelace jsou nulové, tedy ¥, =0

@ Hj : druhd a dal8i kanonické korelace jsou nulové a prvni

je nenulova, tedy po = --- = px =0

@ Hy : treti a dalSi kanonické korelace jsou nulové a prvni
dveé jsou nenulové, tedy p3 = --- = px =0

@ atd.

kde p; je i-t4 kanonicka korelace.

Alena Cernikova Pokrogilé statistické metody



Kanonické korelace

Testova statistika prvni nulové hypotézy ma tvar

k
nin <S11‘S||322|> = —nln H(1 - )
=1

kde S je matice sloZzend z S+, S12,S21, Soo. Tato statistika méa
za platnosti Hy asymptoticky x? rozdéleni o kp stupnich
volnosti, kde p je pocet proménnych ve vétsi skupiné.
Testova statistika dalSich testd ma tvar

k
(-1 —%(k+p+1))|n I] (-2

i=m+1

a za platnosti Hy ma asymptoticky x? rozdéleni o
(k — m)(p — m) stupnich volnosti. m je zde pocet kanonickych
korelaci, které nechceme testovat.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Zpusob odhadu parametru urcitého rozdéleni.
@ ozna¢me odhadovany parmetr 6

@ méjme namérené hodnoty Xi, Xo ..., X, z rozdéleni s
hustotou f(x, #)

@ chceme takové 6, aby praAlvdépodobnost, Ze hodnoty X;
pochdzi z rozdéleni f(x, ), byla maximalni

@ potfebujeme konkrétni specifikaci pravdépodobnostniho
rozdéleni f(x, 0)
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Metoda maximalni vérohodnosti

Namérené hodnoty Xj, ..., X, jsou nezavislé. Jejich sdruzena
hustota je tedy rovna

n

f(x1,...,xnl0) = [ ] f(xi16)

i=1

vétsi hodnota této funkce vyjadfuje vétsi shodu pozorovanych
hodnot s predpokladanym rozdélenim.

Odhad parametru 6 ziskdme maximalizaci této funkce pres 6

0= f(Xq.....Xn|0
arg max (X1,...,Xn|0)

kde © je prostor vSech moznych hodnot parametru.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Uvazujeme-li tuto funkci jako funkci parametru 6, nazyvame ji
vérohodnostni funkce a # maximalné vérohodnym
odhadem.

Castgji se pracuje s logaritmickou vérohodnostni funkci

n
0011, .., Xn) = InL(B]x1, ..., xa) = In[ ] f(xil6) = me x;|0)
i=1
Tuto funkci pad derivujeme podle 6 a polozime rovnu nule.

Metoda pouzivana pro odhad parametrli v zobecnéné linearni
a nelinearni regresi.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Priklad. Hledejme maximainé vérohodny odhad parametru \ z
poissonova rozdéleni, které ma hustotu f(x|\) = %}ﬁx’
Logaritmus verohodnostni funkce pak ma tvar

A\ X A0 X
e M\ e M A=t

Ox,....x0) = W[ =h-ep——
) ) Pl X,‘! Hi:1 X,'!

n n
= > xilnx—nx—In(J]x")
i=1 i=1

derivaci podle \ dostanu

de _ Yilaxi

- a7
atedy \ = Z=1%
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Dodatky k regresnim modeliim

Uvazujme model lineérni regrese

Yi = Bo+ B1Xqi + PoXoj + - + B Xki + €

kde
@ Y, jsou hodnoty zavisle proménné
@ Xij,..., X jsou hodnoty nezavisle proménnych Xj, ..., Xk
@ fo, ..., 0Bk jsou regresni koeficienty

@ ¢ jsou ndhodné chyby
Predpoklady modelu linearni regrese

@ ¢ ~ iid N(0, o2) jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliciny s
normalnim rozdélenim, nulovou stfedni hodnotou a konstantnim
rozptylem

@ Xi,..., Xk jsou vzajemné nezavislé proménné
@ mezi zavisle proménnou Y a nezdvisle proménnymi X je linearni vztah

@ v datech nejsou vlivna pozorovani
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Dodatky k regresnim modeliim

V R-ku mame k dispozici diagnostické grafy

Residuals vs Fitted Q-QResiduals

Fited values Theoretical Quanties

Dale test normality, test homoskedasticity, test nekorelovanosti
residui, test multikolinearity, Cookovu vzdalenost.
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Dodatky k regresnim modeliim

Zavislost na kategorické proménné

@ do modelu Ize vkladat i kategorické regresory

@ zavislost na nich se modeluje pomoci dummy variables
e Z;y =1...kdyz nastane 1. kategoriea Z; = 0... jinak
e Z> =1...kdyz nastane 2. kategoriea Z; = 0... jinak

Zx_1 =1...kdyz nastane (k-1). kategoriea Z; = 0... jinak
kde k je poCet kategorii
@ proC chybi k-t4 proménna?
@ v modelu se testuje, jak se ktera kategorie lisi od
referenCni
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Dodatky k regresnim modeliim

Interakce

Jak se nezavisle proménné ovliviuji pfi sou¢asném vlivu na
promeénnou zavislou

Bodovy graf zavislosti

oo

o atletika
o  hokej
plavani

X.tuk11
2

hmotl1

@ zavislost procenta tuku na hmotnosti je stejna u atletiky a
plavani — neni interakce

@ zavislost procenta tuku na hmotnosti se u hokejistu lisi od
ostatnich sportll — interakce
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Dodatky k regresnim modeliim

Krokova regrese

Hledame optimalni regresni model

vvvvvv

ubiraji nevyznamné proménné

vzdy se ubere proménna s nejmensim vlivem (nejvyssi
p-hodnotou, kterd optimalizuje AIC)

kon¢im, kdyZ mam v modelu jen vyznamné proménné

@ forward — do modelu bez nezavislych proménnych se postupné
po jedné pridavaji
p-hodnotou, ktera optimalizuje AIC)
kon¢im, kdyZ nemohu pfidat Zzadnou vyznamnou proménnou

@ both sided — kombinuje obé vySe zminéné
v kaZzdém kroku zkusim jednu proménnou pfidat, ale také ubrat
(optimalizace AIC)
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Dodatky k regresnim modeliim

Intervaly spolehlivosti
@ pro regresni koeficienty

bj + S.e.(bj)tn,k,1 (1 - a/2)
@ pro odhad
bo + b1X0 + Sd(Xo)tn_k_1(1 — 04/2)
@ pro predpoved
bg + bixg £=84/1+ dz(Xo)tn_k_1(1 — a/2)

@ kde s je stfedni chyba residui a
1 (X0 — X)?
2 - _
T
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@ zkouska bude Ustni u pocitacu
@ dostanete dvé zakladni otazky
e jedna analyza z mnohorozmeérné statistiky
ukolem bude pfipravit si ukazkovy piiklad a teoreticky
popsat myslenku metody a zakladni kroky vypoctu
@ jedna Uloha na regresni modely
Ukolem bude vyfeSit zadanou Ulohu a popsat zakladni teorii
popsané metody

@ v pripadé nerozhodné znamky dostanete doplfujici otazku

@ budete mét popsat zakladni myslenku jedné ze tfi metod

@ vécna vyznamnost
e fuzzy mnoziny a fuzzy modelovani
o Bayesovské sité
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Bayesovské sité

Pro kombinovanou formu studia
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Bayesovské sité

@ grafické vyjadreni zavislosti mezi jevy
@ mirou zavislosti je podminéna pravdépodobnost
@ Pfiklad. Uvazujme tfi proménné, kazdou se dvéma Urovnémi
e pohlavi: muz x Zena
o vySka: vySSi x nizsi
o délka vlasU: kratsi x delsi
Mezi témito proménnymi existuji nasledujici vztahy
e Muz je spiSe vyssi a Zzena spiSe nizsi
e Muz ma spiSe kratsi vlasy a Zena spiSe delSi vlasy
Jaka je pravdépodobnost, Ze kdyz potkam vyssiho Glovéka s
kratSimi vlasy, ze to bude muz?
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Bayesovské sité

Bayesovka sit’ je orientovany acyklicky graf

@ vrcholy jsou ndhodné proménné s kone¢né mnoha
navzajem disjunktnimi stavy

@ hrany/Sipky vedou od rodiCe k nasledovnikovi

@ hrany jsou ohodnoceny podminénymi pravdépodobnostmi
P(nasledovnik | rodic)

@ pro rodice byvaji urCeny apriorni pravdépodobnosti
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Bayesovské sité

Zakladni stavebni kameny
@ Podminéné pravdépodobnost

PAB) — P(Ff‘(g)B)
pAB,c) = PANBIC) (;\(g,i')c)

@ Nezavislost jevl
jevy A a B jsou nezavislé, kdyz

P(ANB) = P(A)P(B)
P(AIB) = P(A)

@ P(A) se nazyva apriorni pravdépodobnost
P(A|B) se nazyvé aposteriorni pravdépodobnost
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Bayesovské sité

Zakladni stavebni kameny

@ Veéta o Uplné pravdépodobnosti
Necht By, ..., By jsou jevy takové, ze
Vi,P(Bj) >0,Vi#j,BinB =0, B =1.Pak

P(A) = zn: P(ANBj) = Zn: P(A|B))P(B))
i=1 i=1

@ Bayesova véta

_ P(AIBk)P(Bk)
PIBIA) = o piaB)P(B)

@ Véta o nasobeni pravdépodobnosti
Necht P(A¢,...,An—1) >0

P(A1 NAN- - ~ﬁAn) = P(A1)P(A2|A1)P(A3‘A1 s Ag) ... P(An|A1 RN An_1)
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Bayesovské sité

Pfiklad vyuZiti Bayesovy véty
V morseové abecedé jsou znaky tecka a farka v poméru 5:3. Pro prenos
signdlu plati:

@ pokud je vyslana tecka, je prijata teCka s psti 3/5

@ pokud je vyslana ¢arka, je pfijata carka s psti 2/3
Ptijata byla tecka, jaké je pravdépodobnost, Ze byla vyslana tecka?
Reseni:
Oznacme

@ A-jev, Ze byla pfijata teCka

@ B; —jev, Ze byla vyslana teCka

@ B, —jev, Zze byla vyslana ¢arka

P(B;)=5/8, P(B:)=3/8, P(ABi)=3/5  P(AB)=1/3
Pouziti Bayesovy véty
P(A|By)P(B;) 3/5-5/8 ~3/8 3

PBIA) = BlAB)P(B)) + P(AIB)P(B:) ~ 3/5-5/8+1/3-3/5  4/8 4
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Bayesovské sité
V Bayesovkych sitich kombinujeme tfi typy propojeni

@ sériové

@ divergentni

@ konvergentni
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Bayesovské sité

Pocitani pravdépodobnosti v Bayesovské siti

Priklad Bayesovské sité s uvedenymi pravdépodobnostmi

Sdruzené rozdéleni se pak pocita jsko soucin podminénych
pravdépodobnosti

P(ANBN---NG) = P(A)P(B)P(C|A, B)P(D|C)P(E|C)P(F|D)P(G|D, E, F)
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Bayesovské sité

Pri praci s Bayesovskou siti musime
@ navrhnout strukturu sité, tj. uzly a orientované hrany
@ navrhnout vychozi pravdépodobnosti
@ provést vypocty
Pozorovana hodnota urcité proménné se nazyva evidence
@ provadime vypocty za podminky pozorovanych evidenci
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Bayesovské sité

Priklad: V urcité lokalité prsi s pravdépodobnosti 0.2. V
zavislosti na tom, zda prsi, se spusti kropi¢ v zahradé. Pokud
prsi, spusti se s pravdépodobnosti 0.01, pokud neprsi, spusti
se s pravdépodobnosti 0.4. V zavislosti na desti a kropeni je
trava v zahradé bud'to sucha nebo mokra (viz. tabulka nize). Z
okna vidime mokrou travu. Jaka je pravdépodobnost, ze prsi?

Navrh Bayesovské sité

Dést: Ano/Ne
Kropi¢: Ano/Ne . Trava: Sucha/Mokra
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Bayesovské sité

PFiklad: znamé pravdépodobnosti

Trava
Dést B Kropi¢ Dést  Kropi€C | Mokra Sucha
Ao Ne Dést | Ano Ne Ano Ano 0.99 0.01
W Ano 0.01 0.99 Ano Ne 0.9 0.1
’ ’ Ne 0.4 0.6 Ne Ano 0.8 0.2
Ne Ne 0.0 1.0

Vime, Ze sdruzena pravdépodobnost je
P(DNKNT)=P(D)P(K|D)P(T|D, K)

Chceme
POD=ANT=M) _

T=M -
ZXE{A,N}P(T:MQK:XQD:A)
Yxyeiany P(T-MNK=xnD=y)

P(D= AT = M)
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Bayesovské sité

Priklad: Konkrétni vypocet
P(T=MNK = AND=A)=
= P(D=APK=AD=AP(T=MD=AK-=A)=
= 0.99 x 0.01 x 0.2 =0.00198
A celad podminéna pravdépodobnost vychazi
0.00198MAA + 0.1 584MNA

PO=AT=M) = 0.00198 44 + 0.1584yma + 0.288yan + 0.0mn
891
= ag7 = 0-3577
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