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cem ouacme novorl

* Typy dukazu,

* priklady dukazu ruznych typu.




Typy dukazu




Jaké typy dukazi jsou dulezité

N

L/

* Piimy dukaz

®* Nepfimy dukaz

®* Dukaz sporem

* Dukaz indukci (specialné matematickou indukci)
® Konstruktivni existencni dukaz

® Nekonstruktivni existencni dukaz

* Dukaz vypoctem

* Geometricky dukaz




Primy dukaz




Jak dokazat vétu o souctu uhlu v trojuhelniku?

A
\V

Vyuzijeme vlastnost stridavych uhlu.




N

Véty o délitelnosti prirozenych Cisel

L/

Zopakuyme si definici délitelnosti prirozenych Cisel:
a|b<p (3keN)k-a=b>b

Dokazme podle této definice nasledujici véty:

(VaeN) 1|a A ala

(VaeN)(VbeN) a|b - a <b
(VaeN)(VbeN) a|b AN b|la—>a=0b
(VaeN)(VbeN)(VceN) a|bAb|c—alc




Neprimy dukaz




Princip neprimého dukazu a priklad

N

L/

Tento dukaz vyuzivame u vét, které maji tvar
implikace. Tuto implikaci nahradime obménénou

veétou podle nasledujici tautologie:
(A—->B) & (=-B —-=A)

Priklad:
Dokazte, ze pro kazdé piirozene Cislo n plati:
Jestlize je n? sudé, pak n je také sudé.




Dukaz sporem




Princip dukazu sporem a priklad

N

@Dﬁkaz sporem vyuziva nasledujici tautologie:
(-A—>(BA=B)) —- A

Chceme-li tedy dokazat vyrok A, budeme naopak
piredpokladat, ze plati = A, a diikkaz skonci, pokud

odvodime né¢jaky spor (BA—=B).

Priklad:
Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n > 3 plati:
¢islo n® —11n je sudé.




Prvocisel je nekonecné mnoho!

N

L/

Védél to uz Eukleides! A jak to dokazal?
Védél, ze kazde Cislo je délitelne alespon jednim
prvocislem, a véd¢l jak jsou rozloZzeny nasobky Cisel.

Uvazoval takto:

Nech?’ existuje jen kone¢né mnoho prvocisel.
Udélam jejich soucin a prictu Cislo jedna.
Toto Cislo je délitelné alespon jednim prvocislem.
Muze byt toto prvocislo jednim z puvodnich?
A co tedy z téchto uvah vyplyva?




N

Iracionalita odmocnin z prvocisla

Ukazme si1 1deu dukazu na odmocniné ze dvou.
Budeme uzivat jiz dokazané tvrzeni:

Jestlize je n? sudé, pak n je také sudé.

Piedpokladame tedy, Ze V2 = % , kde a, b jsou
nesoudélna prirozena Cisla (zlomek je zkracen).
Pak a? = 2 - b?, a tedy a? je Cislo sudé.

Odtud plyne, Ze i Cislo a je sudé, tedy a = 2 - c.
Dosazenim mame, Ze 4 - ¢ = 2 - b?, tj. b* = 2 - ¢>.
Cislo b? je tedy sudé, a tedy i ¢islo b je sudé.

Obé cCisla a, b jsou tedy suda, coz je spor s jejich
nesoudélnosti.




Kun na sachovnici

N

L/

Projdéte Sachovym
koném postupné vsechna
pole Sachovnice tak, ze
zacnete na levem dolnim
poli al a skoncite na
pravém hornim poli h8 !

Tah pozadovany v uloze nelze nalézt!
Dokazete vymyslet, pro¢ to neni mozné?




N

Jeden zajimavy uzavreny tah koném:

L/




Dukaz indukci
(specialné matematickou indukci)




Vysvétleni principu dukazu

matematickou indukci

N

L/

Z.:akladni situace je tato:

Pracujeme s nekone¢nou radou koralku a na
zakladé urcitych podminek usuzujeme, jakou
maji barvu.

0,0, 0,0, 0.0.0.0.0.0..0.0.0.0,




Napriklad:

N

" PocateCni koralek je Cerveny.

" Jestlize je kterykoliv z koralku Cerveny, pak
nasledujici koralek je modry.

" Jestlize je kterykoliv z koralku modry, pak
nasledujici je zluty.

" Jestlize je kterykoliv z koralku zluty, pak
nasledujici je Cerveny.

®-0-0-0-0-C-0-0-C-0-0-C0-0-0




Nebo muzeme stanovit tyto podminky:

N

L/

" PocateCni koralek je Cerveny.

" Jestlize je kterykoliv z koralku Cerveny, pak
nasledujici koralek je modry.

" Jestlize je kterykoliv z koralku modry, pak
nasledujici je Cerveny.

®-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-




A c¢o kdyz budou splnény tyto podminky?

N

" Pocatecni koralek je Cerveny.
" Jestlize je kterykoliv z koralku Cerveny, pak
nasledujici koralek je také Cerveny.

o-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-

Misto koralkii si muzeme predstavovat prirozena cisla.

Misto vlastnosti koralku (je Cerveny), si pak muzeme
predstavovat libovolnou vlastnost prirozenych cisel
(tfreba danou néjakou formuli).




Pravé jsme odhalili princip dikazu
matematickou indukci:

N

L/

Jestlize zjistime dva fakty:
® prirozené Cislo 1 ma urcitou vlastnost a

® plati implikace: jestlize tuto vlastnost ma

néjaké prirozene Cislo n, pak ji ma i

nasledujici prirozené Cislo n + 1,

pak muzeme tvrdit, Ze tuto vlastnost maji
vSechna prirozena cisla.




N

Dukaz matematickou indukeci — 1 .

L/

Véta:

Pro kazdé prirozené Cislo n plati, ze:

S,=1+3+5+....+ Cn-1)=n>2

Dikaz:
1. Nejprve dokaZeme, ze: S, =12,
2. Pak dokazeme, Ze:
jestlize s, =n?, pak s, = (n+1)2.




Dukaz matematickou indukci — 2

N

L/

Dokazujme tuto vétu:
Pro kazdé prirozené Cislo n plati, zZe:
¢islo n3—n je nasobkem 3.

Diukaz:
1. Nejprve dokazeme, ze:
¢islo 13 -1 je nasobkem 3.
2. Pak dokazeme, Ze:
je-li ¢islo n3—n nasobkem 3,
paki ¢islo (n+1)3—(n+1) je nasobkem 3.




Posloupnost Fibonacciho cCisel

N

L/

Fibonacciho ¢isla jsou definovana takto:
F.=1,F,=1

a pro vSechna prirozena n plati, ze

Fn+2: |:n+1+ I:n :
Prvni ¢leny jsou 1,1, 2, 3, 5, 8, ... atd.

Bude nas zajimat souCet prvnich n Clenu teto
posloupnosti, tedy

S =F,+F,+F,+....+F_.




Dukaz matematickou indukci — 3

N

L/

Dokazujme tuto vétu:

Pro kazdé prirozené Cislo n plati, Ze soucet prvnich
n Fibonacciho Cisel ma tvar

S =F,+F,+F,+.u.+F =F -1

Diukaz:
1. Nejprve dokazeme, ze: S;=F;-1
2. Pak dokazeme, ze plati implikace:
jestlizeS . =F ., -1,pakS ,;=F 5-1




SoucCet druhych mocnin Fibonacciho cCisel

N

/ LI

Dokazete podle obrazku
snadno seCist druhé

mocniny prvnich péti

Fibonacciho c¢isel?

Dokazete zformulovat

obecny vzorec pro soucet
druhych mocnin prvnich n

Fibonacciho c¢isel?

A jak tuto vétu dokazat?




Induktivni dukaz (pocty uzlu a hran ve stromech)

A
Y

L/

Tzv. grafy maji uzly
a hrany (spojnice
dvou uzlu).
Navazujici hrany
tvori cesty, uzaviena
cesta se nazyva

cyklus.
Graty, kter¢ nemaji zadny cyklus, se nazyvaji stromy.
Spocitejte pro libovolny strom pocet jeho uzlu a hran.

Dokazete vyslovit obecnou vétu o poctech uzlu a
hran v libovolném stromu? A dokazat ji?



Vlastnost symetrickych cCisel

N

Symetrickym cislem (palindromem) nazyvame cislo,
které ma sudy pocet cifer, a kdyz jej ,,Cteme
pozpatku®, tak se nezméni.

Priklady: 624426 , 5775 ,1003443001 , atd.

Plati tato véta: VSechna symetricka Cisla jsou
nasobky jedenacti.

Priklad k pochopeni ziakladni mysSlenky dukazu:
624426 =6.100001 +10.2.1001 +100.4 .11




| 4 \“ & 4

Symetricka Cisla — dukaz véty

N

L/

K dukazu staci prokazat, ze:

® ¢isla 11, 1001 a 100001 jsou nasobky
jedenacti,

* je-li libovolné Cislo nasobkem jedenacti,
pak i jeho prirozeny nasobek je opét
nasobkem jedenacti,

* a Jsou-li dvé libovolna ¢isla nasobky
jedenacti, pak i jejich soucet je nasobkem
jedenacti.




Konstruktivni existenc¢ni dukaz




Divna hustota prvocisel

N

L/

Existuji tzv. prvociselna dvojcata, napriklad:

(3,5 (5,7 (11,13) (17,19) (41,43).....
Zda je jich kone¢n€ mnoho anebo nekone¢né mnoho
zatim nevime, je to dosud nevyreSeny matematicky
problem!

Na druh¢ strané mezi dvéma sousednimi prvocisly

muze byt libovolné velka mezera, ktera je tvorena
jen slozenymi Cisly!

Priklad sto za sebou jdoucich sloZzenych Cisel:

101! +2, 101! +3,101! +4,.....,101! + 101




Nekonstruktivni existenéni dukaz




N

Vlasati Prazaci

L/

Jak dokazat, Ze v Praze
existuji dva lidé s presné
stejnym poctem vlasu?

Pomohou nam mySlené
,,prihradky*, oznacené
Cisly 0, 1, 2, 3, 4, az
100 000 .

0 1 2 3 4
5 6 ! 8 9
10 11 12 13 14
15 16 17 18 19




Turista v horach

»

v Draha

N

Turista vysel z BT
vesnice v 6 hodin
rano a na horskou

chatu dorazil ve 14
hodin.

6 hodin a po stejne

Cas

Druhy den vySel z

horské chaty opét v N / \Q
cesté dorazil do T
vesnice v 10 hodin.

6 7 8 9 10 11 12 13 14

»
»

Jak dokazat, ze v oba dva dny byl na
urcitém misté v presné stejném case?




Ctverec opsany krivce

A
\V

Plati tato véta:

Kazdé jednoduché
uzavrene hladke
krivce 1ze opsat
Ctverec.

Jak vétu dokazat?




Diukaz vypoctem




Polomeér

Kruznice vepsané A

N

L/

Jak souvisi polomér b
kruznice trojahelniku ¢
vepsane s jeho c

obsahem a obvodem? a

Odvozeni je
jednoducheé:

c-r a-r b-r r-(a+b+c)
SABC = SABS +SBCS +SACS = + + =

2 2 2 2

2-S 2-S
r'_ —

T aibtc o A ted’ zména dimenze!




Geometricky dukaz




Jak vyvodit Pythagorovu vétu?

N

L/

Porovnejte velikost hnédych ploch!




Co je treba znat a umét?

RozliSovat ruzné typy dukazu,

umét tvorit jednoduché primé a neprimé dukazy,
umét délat dukazy sporem,

zvladat dukazy matematickou indukcli,

rozumét principu obecnych induktivnich dukazu,
rozumét principu existencnich dikazu,

umét tvorit dukazy pomoci vypoctii.



Dékuji za pozornost




