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Podminky zapoctu

o tfi domaci ukoly
jednoduché opakovani prikladu ze cvi¢eni
odevzdavat na univerzitni OneDrive — bude upfesnéno
pozdeji
ddraz je kladen na interpretaci vysledku
@ seminarni prace
zpracovani nékolika proménnych
od zadani vyzkumu az po interpretaci
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Obsah kurzu

@ Opakovani — popisné statistiky, bodové a intervalové
odhady, jednovybérové, dvouvybérové a parové t-testy

@ Neparametrické testy
@ Analyza rozptylu
@ Korelacni koeficienty

@ Regresni modely — mnohonasobna regrese, zobecnéna
linearni regrese

@ Kontingenc¢ni tabulky — pomér $anci, testy pro ordinalni
data

@ Mnohorozmérné statistické metody
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Opakovani — zékladni pojmy

@ Nahodna veli€ina — jakakoliv veli¢ina, kterou méfime,
napr. vyska

@ Populace — soubor, pro nejz chceme udélat néjaky zaver,
napf. vSichni dospéli obyvatelé Ceské republiky

@ Nahodny vybér — v porovnani s populaci maly soubor
pozorovani, jde o nezavislé, stejné rozdélené nahodné
veli¢iny, napf. vybér 200 lidi

o Statisticka jednotka — objekt, na kterém méfime, napr.
Clovek

@ Populacni charakteristika — charakteristika popisujici
populaci, napf. populacni primeér

@ Vyberova charakteristika — charakteristika spoc¢itana na
vybéru pomoci niz odhadujeme populacni ekvivalent, napf.
vybérovy primer.
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Opakovani — popisné statistiky

o Ciselné proménné
@ popisné statistiky polohy — primér, median, vybrané
percentily (kvartily, extrémy)
e popisné statistiky variability — rozptyl, smérodatna odchylka,
mezikvartilové rozpéti, koeficient variace
@ popisné statistiky tvaru rozdéleni — Sikmost, SpiCatost
o grafické charakteritiky — krabicovy graf, histogram
@ Nominalni proménné
o Ciselné charakteritiky — absolutni a relativni ¢etnosti
o grafické charakteristiky — sloupcovy a kolacovy graf
@ Ordinalni proménné
o lze pouzit jak primér, median atd.
@ a pro malé pocty kategorii i absolutni a relativni ¢etnosti
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Opakovani — popisné statistiky

Popisné statistiky polohy pro ¢iselnou proménnou
@ prumér — X = w kde n je poCet pozorovani a
Xi, Xo, X3, ..., Xn jsou jednotlivda méfeni
@ median — hodnota prostiedni podle velikosti, nebo pramér
prostfednich dvou
@ vybrané percentily, pfedevSim kvartily — hodnoty v jedné a
ve tfech Ctvrtinach podle velikosti

p — ty percentil (1= )Xk + gX(k+1)
k = (1+(n-1)pl,g=1+(n—1)p—k
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Opakovani — popisné statistiky

Popisné statistiky variability pro ¢iselnou proménnou
@ Rozptyl — Var(X) = ZL#%‘(X)Q
@ Smeérodatna odchylka — sd(X) = v/VarX
@ Mezikvartilové rozpéti — IQR(X) = Q3 — @, kde Qs je
treti kvartil a Qq je prvni kvartil
sd(X)

@ Variacni koeficient — cv(X) = %

@ Rozpéti — max(X) — min(X)
@ Stfedni absolutni odchylka — MAE(X) = w
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Opakovani — popisné statistiky

Popisné statistiky tvaru rozdéleni pro Ciselnou proménnou
se pocitaji ze standardizovanych proménnych, tak zvanych
Z-skoru —

Xi— X

2= Sd(X)

@ Sikmost — primér ze tfetich mocnin z-skérd

_ 13X =X)® _ S, Z3
n

Skew(X) L -

@ Spicatost — priimér ze &tvrtych mocnin z-skérd minus 3

KU”(X)Z:]W_szz%Zi“_Q,
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Opakovani — popisné statistiky

Popisné statistiky pro nominalni proménnou
@ absolutni Cetnosti — kolik hodnot se naméfilo v dané
kategorii, n;
@ relativni Cetnosti — udavaji se bud’ v desetinnych Cislech
nebo v procentech p; = n;/n
Senzitivita a specificita testu

@ Senzitivita testu — pravdépodobnost, Ze test vyjde
pozitivné, pokud je osoba nemocnéa
P(test je pozitivni|osoba je nemocna)

@ Specificita testu — pravdépodobnost, Ze test vyjde
negativné, pokud je osoba zdrava
P(test je negativni|osoba je zdrava)
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Pravdépodobnostni rozdéleni délime podle typu proménné na

@ Spojita — pro Ciselné proménné, které teoreticky mohou
nabyvat libovolné realné hodnoty z néjakého intervalu,
pf. normalni, exponencialni, chi-kvadrat, . ..

@ Diskrétni — pro kategorické proménné s jasnée
oddelitelnymi kategoriemi, mize byt i nekone¢né mnoho
hodnot
pf. binomické, poissonovo, alternativni, . ..
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Funkce urcujici rozdéleni
@ Distribuéni funkce — F(t) = P(X < t),teR
— neklesajici, zprava spoijita, obor hodnot je mezi 0 a 1
@ Pravdépodobnostni funkce — p(t) = P(X =t),te R
— definovana pouze pro diskrétni rozdéleni
— nespojita, nenulova jen v hodnotach, kterych maze
nahodna veli¢ina nabyvat

e Hustota — f(t) = SF(1)
— definovana pouze pro spojita rozdéleni — obdoba
pravdépodobnostni funkce, ale nedefinuje konkrétni
pravdépodobnosti
— derivace funkce distribucni
— pravdépodobnost jedné konkrétni hodnoty u spojitého

rozdéleni je 0
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Binomické rozdéleni — zastupce diskrétnich rozdéleni

Mé&jme nahodny pokus, ktery mize skoncit jednim ze dvou vysledkl: Uspéch
— neuspéch. Opakujme tento pokus mnohokrat a pocitejme pocet Uspéchd.
Pocet Uspéchd ma binomické rozdéleni.

Znaceni Bi(n, p), kde

@ n— pocet pokusu,

@ p — pravdépodobnost Uspéchu
Hodnoty pravdépodobnostni funkce

p(X =k) = (Z)pkm —p)" K

Stfedni hodnota a rozptyl

E(X) = np, Var(X) =np(p — 1)
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Binomickeé rozdeéleni

Priklad. Hazime 10x minci a poéitame, kolikrat padla panna. Pocet
pokust je n = 10, pravdépodobnost tspéchu p = 1/2. Mame tedy
rozdéleni Bi(10,1/2).

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce.

Pravdepodobnostni funkce Bi(10,1/2) Distribucni funkce Bi(10,1/2)
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Stfedni hodnota a rozptyl

1
E(X)=np= 10E =5, Var(X) =np(1 —p) = 10§§ 25
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni — zastupce diskrétnich rozdéleni

PF. Sledujeme pocet nehod na kfiZzovatce v pribéhu jednoho dne. Za
normalnich okolnosti nenastane ani jedna nehoda, nebo nastane jedna,
maximalné 2 nehody. Ale mize se stat, ze pfi naledi jich nastane klidné i 10.
Tato veli€ina ma Poissonovo rozdéleni
Znaceni Po()\), kde

@ )\ — parametr rozdéleni, intenzita
Hodnoty pravdépodobnostni funkce pro k = 0,1,2,...

N
p(X =k) =€
Stfedni hodnota a rozptyl
E(X) = A, Var(X) = A
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni
Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova roydéleni s
parametrem \ = 2.

Poisson Distribution: Mean=2 Poisson Distribution: Mean=2

Probability Mass
Cumulative Probability
0,

000 005 010 015 02 025

Predpokladejme binomicka rozdéleni Bi(n, pn), kde np, — A,
pak tato binomicka rozdéleni konverguji k rozdéleni Poissonovu
S parametrem A
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Hypergeometrickeé rozdéleni — zastupce diskrétnich rozdéleni

P¥. Uvazujme urnu, ve které mame N kouli, z toho A jich je bilych a zbytek
cernych. Z urny postupné vytdhneme n kouli bez vraceni. Nahodna veli€ina,
ktera pocita pocet bilych kouli mezi vytazenymi ma hypergeometrické
rozdéleni.
Znaceni Hy(N, A, n), kde

@ N —pocet kouli v urné

@ A - pocet oznacenych kouli v urné

@ n— pocet tazenych kouli

Hodnoty pravdépodobnostni funkce
0 (k)
() (i)
()

p(X =k) =

Stfedni hodnota a rozptyl

E(X)Ir;\?, Var(X):n'l: (1 _G> (E::‘)
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Hypergeometrickeé rozdéleni

Priklad. UvaZujme 20 kouli v urné, z toho 8 bilych a z urny
vytahneme 15 kouli .
Pravdépodobnostni a distribucni funkce.

Hypergeometric Distribution: m=8, n=12, k=15 Hypergeometric Distribution: m=8, n=12, k=15

Number of White Balls in Sample Number of White Balls in Sample

Stfedni hodnota a rozptyl

E(X) = % —6,  Var(X) = n% <1 - ﬁ) (L‘::‘) ~0.95
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Normalni rozdéleni — zastupce spojitych rozdéleni
Jedna se o0 "hezké"rozdéleni, se kterym se dobie pracuje. Toto
rozdéleni ma vyska lidi urCitého véku, IQ, .... Ve statistice se
nejCasteji pouziva standardni normalni rozdéleni N(0, 1)
Znacgeni N(u, 0?), kde

@ . — stfedni hodnota

@ 02— rozptyl
Hustota normalniho rozdéleni ma tvar

f(x) = 1 exp {—(Xz_ag)z}

oVer

Je to tak zvana Gaussova krivka.
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Normalni rozdéleni

Vztah mezi hustotou a distribuc”zni funkci u standardniho
normalniho rozdéleni N(0, 1). Cervené je na obou grafech
zobrazena stejna hodnota. Hustota a distribu¢ni funkce.

Distribucni fce N(0,1), F( 1 )= 0.841 Hustota N(0,1), F(1)=0.841

04
Il

10q)
0.2
1

0.1
I

0.0

Pfedpokladejme binomické rozdéleni Bi(n, p), kde 0.1 < p < 0.9, pak pro
n — oo toto rozdéleni konverguje k normalnimu s parametry np, np(1 — p).
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Pravdépodobnostni rozdéleni

x2-rozdéleni — zastupce spojitych rozdéleni

Rozdéleni kvadratickych forem. Nahodna veli¢ina

Y = X2+ X2+ -+ X2, kde X; ~ N(0, 1) jsou nezavislé, ma
x?-rozdéleni o n stupnich volnosti. Dale je to rozdéleni
nékterych testovych statistik, zejména téch, tykajicich se
rozptylu. Hustota a distribuéni funkce x2-rozdéleni o 5 stupnich
volnosti

ChiSquared Distribution: Degrees of freedom=5 c D Degrees of

0.15

Density
010
!

Cumulative Probability

0.05
I

0.00
I
0.0
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Pravdépodobnostni rozdéleni

Beta — zastupce spojitych rozdéleni

Rozdéleni pravdépodobnosti néjakého jevu. Napf. sledujeme
pravdépodobnost, Ze vybryny ¢lovék ma nebo nema néjakou
nemoc. Rozdéleni ma 2 tvarové parametry, které urcuiji, jak
vypadaji pravdépodobnosti u 0 a 1. Hustota a distribu¢ni funkce
Beta rozdéleni s parametry 0.35 a 0.35

Beta Distribution: Shape 1=0.35, Shape 2=0.35 Beta Distribution: Shape 1=0.35, Shape 2=0.35

Density
Cumulative Probability
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

Statistika se zabyva odhadem/testovanim teoretickych/
populaCnich charakteristik. Nejcastéji odhadujeme
@ pravdépodobnost ndhodného jevu — ;
@ Stiedni hodnotu — E(X) = >, Xipi = [0 xf(x)dx
—vlastnosti: E(aX 4+ b) = aE(X) + b, E(X + Y) = E(X) + E(Y)
@ Rozptyl - Var(X) = Y0, (Xi — E(X))?pi = [ (x — E(X))?f(x)dx
— vlastnosti:
Var(aX + b) = a?Var(X), Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X, Y)
@ Korelace — cor(X,Y) = cov(X, Y)/(/Var(X)/Var(Y)) =
S (X = E(X))(Yi — E(Y))piai/(v/Var(X) /Var(Y)) =
T2 (x = E(X))(y — E(Y))f(x, y)dxdy/(y/Var(X)/Var(Y))
kde X, Y jsou ndhodné veli€iny, X;, Y; hodnoty, jichz mohou nabyvat u
diskrétni veli€iny, p;, i pravdépodobnosti hodnot, f(.) je hustota
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

Odhad pravdépodobnosti

@ nejlepSim bodovym odhadem pravdépodobnosti je relativni
Cetnost p; = n;/n

@ nestranny odhad

@ nahodna veli¢ina p = (p; — 7)/~/mi(1 — 7;)/n konverguje k
normalnimu rozdéleni N(0, 1) pro n — oo

@ intervalovy odhad pro pravdépodobnsot je
(pi = 2(1 = a/2)V/pi(T = pi)/n, pi + 2(1 = a/2)\/pi(1 = pi)/n)

@ pro pouziti tohoto intervalu musime mit dostatecné velké n
a p;, ma platit np;(1 — p;) > 9
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

Odhad stredni hodnoty/ populacniho priméru
@ nejlepsim bodovym odhadem stfedni hodnoty je vybérovy
pramér X = Y"1, X;/n
@ nestranny odhad

@ plati Centralni limitni véta — pro rostouci poc€et pozorovani
konverguje rozdéleni vybérového priméru k normalnimu
pro n — oo

@ stfedni chyba priméru je SEM = sd(X)/v/n
@ intervalovy odhad pro prameér je

(X = ta1(1 — @/2)sd(X)/v/N, X +tn_1(1 — a/2)sd(X)/v/n)
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

Odhad teoretického rozptylu/ populaéniho rozptylu

@ jako bodovy odhad populacniho rozptylu pouzivame
vybérovy rozptyl Var(X) = Z'nﬂn(%'fx)z

@ nestranny odhad

@ oznatme vybérovy rozptyl jako s? a teoreticky rozptyl jako
o2, pak nahodna veli¢ina y = (n — 1)s?/0® méa x?
rozdéleni o n stupnich volnosti

@ x? rozdéleni neni symetrické

@ intervalovy odhad pro rozptyl je

( (n—1)s? (n1)32>
Xa(1 —a/2)" x5(a/2)
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

Odhad teoretického korelacniho koeficientu

@ nejlepSim bodovym odhadem Pearsonova korelacniho
koeficientu je vybérovy korelaéni koeficient
Cor(X,Y) S (Xi=X)(Yi-Y)
R O 00 S (Y ()R
@ mame-li dvourozmérné normalni rozdélenl’ a odhadovany

korelacni koeficient |p| < 0.5 pak je interval spolehlivosti
pro korelacni koeficient

_ 2
(Cor (X,Y)—2z(1 - a/2) =280

Cor (X, Y)+2(1 — a/2)1=0oXV)")
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

Odhad teoretického korelacniho koeficientu — pokracovani
@ nejsou-li spInény podminky vySe, pak je intervalovy odhad
pro korelacni koeficient odvozen z faktu, ze nahodna
veli¢ina

1 14 Cor(X,Y) 1 1+p P 1
Z= 2'”{1—Cor(X,Y)} N(z'”{1 —p}+2(n—1)’n—s)

@ interval spolehlivosti tedy je

(tgh(z —z(1 — a/2)/v/n —3),tgh(Z + z(1 — /2)/v/n — 3))

kde tgh(X) = (ex — e—X)/(eX + e—x)
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Opakovani — bodové a intervalové odhady

UrCeni rozsahu vybéru na zakladé pozadované délky intervalu
spolehlivosti

Predpokladejme, ze chceme realizovat vyzkum, jehoz cilem je
odhadnout stfedni hodnotu s pozadovanou presnosti. Délka
intervalu spolehlivosti nesmi pfesahnout hodnotu 2A.

Plati

g

Azz(1-a/2)

Rozsah vybéru pak musi splfovat

n> (z(1 - a/Z)%)
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Testovani normality

Statistické testy a metody, které znate, jsou odvozeny pro
normalni rozdéleni. Je proto dobré zjistit, zda nahodna veliina
normaini rozdéleni ma ¢i nema.

K tomuto Ucelu se vyuzivaji

o Grafické testy — histogram a pravdépodobnostni graf

Q-Qplot

o norm quandies

o Ciselné testy — napt. Shapiro-Wilkv,
AndersonUv-Darlingliv, Kolmogorovtv-Smirnovdy,
Lillieforstlv a dalsi
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Testovani normality

Nejcastéji pouzivané Ciselné testy normality

@ Shapiro-Wilktiv — test odpovidajici pravdépodobnostnimu
grafu
porovnava, jak si odpovidaji teoretické percentily pro
normalni rozdéleni a percentily namérené pro sledovanou
proménnou

@ Kolmogorovuv-Smirnovuv — test je zaloZzen na
maximalnim rozdilu empirické distribu¢ni funkce a
distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni

@ Andersonuv-Darlinglv — test je zaloZzen na vazeném
primeéru druhé mocniny rozdilu empirické distribu¢ni
funkce a distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni
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Opakovani — testovani hypotéz

P¥i statistickém rozhodovani testujeme proti sobé 2 hypotézy

@ Nulovou hypotézu — znagime Hy
—je v ni vzdy pouze jedna varianta

@ Alternativni hypotézu — znacime Hp
— obsahuje vice moznosti (napf. interval)

Na zakladé testu udélame jedno ze dvou rozhodnuti
@ Zamitneme nulovou hypotézu — plati alternativa
@ Nezamitneme nulovou hypotézu

P¥i rozhodovani mdzeme udélat chybu

@ chyba prvniho druhu — zamitneme Hy, pfestoze plati
— znaci se «, a jmenuje se hladina vyznamnosti

Vv

@ chyba druhého druhu — nezamitneme H,, prestoze neplati
—znaci se 8 a hodnota 1 — 3 se nazyva sila testu
— za dané hladiny vyznamnosti chceme test co nejsilnéjsi
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Opakovani — testovani hypotéz

Testovat mohu bud' pfes porovnani testové statistiky a
kritické hodnoty (kvantil vybraného teoretického rozdéleni),
nebo pres porovnani p-hodnoty a hladiny vyznamnosti.
Vysledkem testu v pocitaci je p-hodnota

@ aktualni dosazena hladina testu

@ pravdépodobnost, Ze za platnosti Hy nastal vysledek, jaky
nastal, nebo jakykoliv jiny, ktery jesté vice odpovida
alternative

@ p-hodnota < o potom ZAMITAME H,
@ p-hodnota > o potom NEZAMITAME H
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Jednovybeérovy t-test

Nejjednodussim testem je jednovybérovy test o stiedni
hodnoté. Testujeme

@ Hj : stfedni hodnota = pg
@ H, : sttedni hodnota # pq, nebo < ug, nebo > ug

Neni-li feCeno jinak, testujeme na hladiné vyznamnosti
a = 0.05 Testova statistika jednovybérového t-testu je

_ X — o
=500 V"

a za platnosti nulové hypotézy ma tato statistika t-rozdéleni o
n — 1 stupnich volnosti.

Pfedpokladem jednovybérového t-testu je, ze primér testované
veliC¢iny ma normalni rozdéleni (diky CLV vétSinou splnéno).
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Péarovy t-test

V pfipadé, ze porovnavame dva zavislé vyery, tedy takova
data, ktera tvofi pfirozené pary, pouziva se parovy test.
Testované hypotézy v ném jsou

@ Hy : stredni hodnota rozdilu pard = puqg

@ H; : stfedni hodnota rozdilu # pg, nebo < g, nebo > ug
Postup testu je takovy, Ze v prvnim kroku spocitam rozdily mezi
vSemi pary

Ri=Xi—Y

kde X; a Y jsou parova méfeni, a ve druhém kroku se testuje
stfedni hodnota/ primér tohoto rozdilu béznym
jednovybérovym testem.

Priklad. Porovnavam vek otce a matky, srovnavam silu pravé
a levé ruky, srovnavam méreni pred a po podani nejakého Iéku,
atd.
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Dvouvybérovy t-test

Pokud porovnavam dva nezavislé vybéry (pozorovani nemohu
naparovat), pak je potfeba pouzit dvouvybérovy test.
Testujeme

@ Hj : rozdil stfednich hodnot = yg

@ Hj : rozdil stfednich hodnot # g, nebo < g, nebo > g
Testova statistika dvouvybérového t-testu pro shodné rozptyly je

Y—V—Mo nyno
T:
S \/ ny + No
m

1 Y\2 ¢ V)2
SZW(;(XI_X) +Z(Yi—Y)>

i=1

kde

a ny, no je rozsah vybéru X, respektive Y. Za platnosti nulové
hypotézy ma tato statistika t-rozdéleni o ny + n. — 2 stupnich volnosti.
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Dvouvybérovy t-test

V pfipadé, ze vybéry shodné rozdéleni nemaji, pouziva se
Welchova varianta dvouvybérového t-testu. Jeji testova
statistika ma tvar

Var(X) Var(Y)
m + n
Tato statistika ma za platnosti nulové hypotézy t-rozdéleni o v
stupnich volnosti, kde

(Var(X)/ny + Var(Y)/np)?

(Var(X)/m)2 | (Var(¥)/np)?
ny—1 no—1

kritické hodnoty je mozno odvodit, pfestoze v neni celé Cislo.
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Test shody rozptylt ve dvou vybérech

Chceme-li rozhodnout, kterou variantu dvouvybérového t-testu
mame pouzit, je nutné zjistit, zda jsou v obou vybérech stejné

rozptyly.
Testujeme

@ Hy : rozptyly jsou shodné
@ H; : rozptyly se liSi
Testov4 statistika F-testu pro dva rozptyly ma tvar
_ Var(X)
~ Var(Y)

a za platnosti nulové hypotézy ma F-rozdéleniony —1an, — 1
stupnich volnosti.
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Analyza rozptylu — ANOVA

Porovnavame-li stfedni hodnotu ve vice nez dvou nezavislych
vybérech, pouziva se analyza rozptylu. Testujeme

@ Hy : vSechny stfedni hodnoty jsou stejné

@ H; : alespon jedna stfedni hodnota se liSi
Myslenka spociva v porovnani variability mezi vybéry s
variabilitou v ramci vybéru.
Priklad. Byla merena koncentrace médi v téle ryb.

Porovnavano bylo 5 rybniki, kde z kazdého byl vyloven vzorek
alespori 10-ti ryb. Lisi se od sebe tyto rybniky?
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Analyza rozptylu — ANOVA

Oznaéme Xj i-té pozorovani z j-tého vybéru, X; pramér i-tého
vybéru, X celkovy pramér véech pozorovani, n; rozsah i-tého
vybéru a k pocet vybéra.

Analyza rozptylu rozklada celkovou variabilitu

k n
SST="> (X — X.)

i=1 j=1

na variabilitu vysvétlenou vybéry (mezi vybéry) SS, a
variabilitu nevysvétlenou (zbytkovou, v ramci vybérl) SSe. Plati

k n;
SST = 31370 X7 =
i1 j=1
k o L n;j o
= > X =X P+ Y (X Xi)P =
i= i=1 j=1
= SSA+ SSe
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Analyza rozptylu — ANOVA

Vystupem z analyzy rozptylu je tzv. tabulka analyzy rozptylu

Soucty Stupné Primérné Testova p-hodnota
Ctvercll volnosti Ctverce statistika
Faktor A SSA dfA =k — 1 MSA F = MSA/MSe p

Chyba e SSe dle=n—k MSe
Celkem SST dit=n—1

Za platnosti nulové hypotézy ma testova statistika F-rozdéleni
0 k — 1 a n— k stupnich volnosti.
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Bartlettlv test

Predpokladem analyzy rozptylu je shoda rozptyll ve vSech
vybérech. Tento predpoklad mizeme zkontrolovat napf.

prostfednictvim Bartlettova testu.
Testujeme

@ Hj : rozptyly jsou shodné

@ H; : rozptyly se lisi
Testova statistika je zaloZena na vybérovych rozptylech v kazdém vybéru
zvlast. Oznacme Var(X); vybérovy rozptyl v i-tém vybéru a

S (m = 1)Var(X),
n—k ’

1 1 1
¢ = 1+3(k—1)<zn;—1_n—k>

82

i=1
Testova statistika
k
B 16 ((n —K)InS =S (n - 1) InVar(X)i>
i=1

ta méa za platnosti nulové hypotézy x2-rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti.
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Parové srovnani

Zajima-li nas, které konkrétni dvojice vybérl se od sebe vyznamné
li8i, nelze toto zjistit vét§im poctem béznych dvouvybérovych testd,
nebot by tim pfili§ vzrostla chyba prvniho druhu (tj. neudrzela by se
celkova hladina vyznamnosti). Je nutné pouzit parové srovnani, napft.
Tukeytv test, pripadné Tukey HSD test pro riizné velké vybéry.
Testuje se

@ Hj : stfedni hodnoty 1; a p; jsou stejné
@ H : stfedni hodnoty p; a p; se lisi

pro vSechny dvojice i a j.
Testova statistika ma tvar

. |X,‘A—Xj'| - SSe
Q= Tos kde 5™ = n(n— k)
Rozdéleni téchto statistik se jmenuje studentizované rozpéti a ma
sve vlastni tabelované kritické hodnoty.
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Welchova analyza rozptylu

Nemaji-li vSechny porovnavané skupiny stejné rozptyly, pouziva
se tzv. Welchova ANOVA. Ta je zaloZzena na myS$lence vazeni
skupinovych priméri vahou odpovidajici jejich variabilité.
Namisto celkového priméru se pracuje s vazenym priameérem

— w n;
XW_L kde w; = !

Sk wi Var(X);

Variabilita mezi vybéry se pak pocita jako

k
S SSA
SSAw =Y wi(X;. — Yw)?, MSA, = - :V

i=1
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Welchova analyza rozptylu

Dale se zavadi parametr

w;

2
k (1_zk1wl>
3y, e

ﬂ,‘71
A k2 —1
testova statistika pak ma tvar
F, — SSAy/(k — 1)
- 2A(r—2
14 202

kterd ma za platnosti Hy F-rozdéleni o r — 1 a 1/A stupnich
volnosti.
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Pearsonuv korelacni koeficient

Je-li cilem vyzkumu zjistit, zda spolu linearné souvisi dve
Ciselné proménné, pouziva se korelacni koeficient.
Pearsontiv korelac¢ni koeficient vypocteme jako

Corx,y)= _CVXY)  _ ELXi-X)(¥i-Y)
; Var(X)Var(Y) \/sz1 (X — X220 (Y, - V)2

Libovolny koreal¢ni koeficient nabyva hodnot mezi-1 a1 a
plati, ze

@ absolutni nepfima zavislost ma Cor(X,Y) = —1
@ linearni nezavislost/ nekorelovanost ma Cor(X,Y) =0
@ absolutni pfima zavislost ma Cor(X,Y) = 1
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Pearsonuv korelacni koeficient

O statistické vyznamnosti zavislosti rozhodujeme testem
@ Hj : korelaéni koeficient = 0
@ H; : korelaéni koeficient # 0, > 0, < 0

Za platnosti nulové hypotézy plati, Ze testova statistika

B Cor(X,Y) B
= /1= Cor(X,Y)? Vin-2)

ma t-rozdéleni o n — 2 stupnich volnosti.
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Pearsonuv korelacni koeficient

V pripadé, ze chceme testovat konkrétni hodnotu korelacniho
koeficientu, tedy

@ Hj : korelaéni koeficient = pg
@ H, : korelaéni koeficient # pg, > po, < po
pak se vyuziva tzv. Fisherovy Z-transformace, ktera fika, ze

1 1+ Cor(X,Y) 1 1+p 1
Z‘z'”{1—00r(x,v)} N(z'”{1—p 'n—3
kde p je skuteénd/ teoreticka hodnota korelacniho koeficientu.

Pomoci této Z-transformace je mozné porovnavat i dva
korelacni koeficienty mezi sebou. Plati totiz, ze

Zy— 2

1 1
n—3 no—3

U=

ma pfi shodé porovnavanych korelacnich koeficientd N(0, 1)
rozdéleni.
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Neparametricke testy

V pfipadé, ze ndhodna veli¢ina normalni rozdéleni nema,
respektive, Ze odchylky od normalniho rozdéleni jsou takového
typu, Ze nelze pouzit zvoleny vySe uvedeny test, je potieba
zvolit odpovidaji neparametrickou metodu.

Neparametrické testy byvaji vétsinou zaloZzeny na poradi
namérenych hodnot v usporadané fade.

Priklad. UvaZujme namérené véky otct 30, 28, 36, 38, 28, 26,
29, 37, 25, 50. Data veku rodic¢u byvaji sesikmena a casto
obsahuji odlehlé hodnoty. Prifadime-li hodnotam pofadi podle
velikosti, ziskame fadu 6, 3.5, 7, 9, 3.5, 2, 5, 8, 1, 10. Takto
ziskana fada neni sesikmena a nema odlehlé hodnoty.
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Znaménkovy test

Test 0 hodnoté medianu jednoho vybéru. Testujeme
@ Hj : median = my
@ H; : median # mg, > mg, < Mg

Pro kazdé pozorovani spocteme rozdil X; — my a spocitame,
kolik téchto rozdilu je kladnych. Tento soucet oznacme jako Z.
Za platnosti nulové hypotézy ma testova statistika Z binomické
rozdéleni Bi(n,1/2), kde n je poCet pozorovani.

Pro velka n je mozné pouzit i transformaci

_2Z—n
~Vn

Ktera ma za platnosti Hy N(0, 1) rozdéleni.

U
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Znaménkovy test

Priklad. Pokracujme v prikladu s véky otcu 30, 28, 36, 38, 28,
26, 29, 37, 25, 50 a testujme hypotézu, Ze median véku otcu je
33 let, 1. testujeme

@ Hy : median véku otcl je 33 let

@ Hy : median véku otct neni 33 let
Spocteme rozdily Xy — mg: -3, -5, 3, 5, -5, -7, -4, 4, -8, 17.
Kladnych hodnot je mezi nimi Z = 4. P-hodnota testu vychazi
0.75, coZ je hodnota > a(= 0.05) a Hy tedy nezamitame.

Pouzitim U-transformace dostaneme U = —0.632 a p-hodnotu
0.527.
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WilcoxonUv jednovybérovy test

Znaménkovy test porovnava pouze pocet hodnot lezicich pod
medidanem a téch, co lezi nad nim. Nezohledriuje v$ak vzdalenost od
medianu. To déla Wilcoxondyv test, neboli Mann-Whitneytv test. Ten
uz je zalozen na poradich. Testované hypotézy z(stavaji stejné.
Postup testu

@ spocitaji se rozdily od testované hodnoty X; — mg

@ urdi se jejich znaménko

@ urdi se poradi absolutnich hodnot rozdill

@ spocita se soucet téchto poradi patficich kladnym rozdiliim
o

oznaéme tento soucet ST a obdobné oznaéme S~ soucet pofadi pro
zaporné rozdily, musi platit ST + S~ = n(n+1)/2.

Pro vétsi n Ize uzit transformaci
St —In(n+1)
V/2n(n+1)(2n+1)

ktera mé za platnosti Hy N(0, 1) rozdéleni.
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WilcoxonUv jednovybérovy test

Priklad. Pokracujme v prikladu s véky otcu 30, 28, 36, 38, 28,
26, 29, 37, 25, 50 a opét testujme hypotézu, Ze median véku
otcu je 33 let, tj. testujeme

@ Hy : median véku otcu je 33 let

@ H, : median véku otcl neni 33 let
Spoctéme rozdily Xi — mg: -3, -5, 3, 5, -5, -7, -4, 4, -8, 17 a
jejich absolutnim hodnotam prifad’me poradi 1.5, 6, 1.5, 6, 6, 8,
3.5, 3.5, 9, 10. Secteme kladné (modré) poradi ST = 21 a
zaporné (Cervené) poradi S~ = 34. Testova statistika vychazi
U = —0.66 a p-hodnota 0,51 > (= 0.05) a H, tedy
nezamitame.
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Wilcoxonuv parovy test

V pfipadé, ze chceme porovnat dva zavislé vybéry, které
nespliuji predpoklad normality, pouziva se parovy Wilcoxonliv
test.
| zde zUstavaji testované hypotézy stejné jako u parového
t-testu.
V prvnim kroku se spocitaji rozdily v ramci pard, tj. pro kazdé
X, Y,i=1,...,n

Ri=Xi—Y,

Pokud tyto rozdily nemaji normalni rozdéleni, pouzije se pro né
jednovybeérovy Wilcoxon(v test.
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Wilcoxonuv dvouvybérovy test

Pro porovnani dvou nezavislych vyberd, které nespliuji
predpoklad normality, se pouziva Wilcoxonlv dvouvybérovy
test. Testujeme
@ Hj : sttedni hodnota X — stfedni hodnota Y = 0
@ Hj : stfedni hodnota X — stfedni hodnota Y # 0, < 0 nebo
>0
Test je zalozen na poradich hodnot sdruzeného vybéru. Postup
@ oba vybéry spoji do jednoho sdruzeného
@ sdruzeny vybér se usporada podle velikosti a kazdé
pozorovani dostane své poradi
@ pro oba vybéry se vypocte soucet pofadi a nasledné i
primérné poradi
@ pokud jsou si primérna poradi podobna, vybéry se mezi
sebou vyznamné nelisi
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Wilcoxonuv dvouvybérovy test

Technicky vypocet: oznaéme Ty, T, soucet poradi v prvnim,
respektive druhém vybéru. Dale vypocteme

1(ny +1)

n no(no + 1
U1:n1n2_|_ 5 M

— T, U =nno + 5

- T27
kde ny, ny jsou rozsahy jednotlivych vybéru. Presny test
porovnava hodnotu min(U;, Us) s kritickou hodnotou.
Asymptoticky plati, Zze

ma za platnosti Hy N(0, 1) rozdéleni.
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Wilcoxonuv dvouvybérovy test

Priklad. Chceme porovnat vysledky testu studentti v Usti nad
Labem a v Liberci. Studenti v Usti dostali bodova ohodnoceni
45, 79, 81, 56, 53, 77. Studenti v Liberci ziskali ohodnoceni 76,
62, 84, 80, 41, 79, 66. Testujeme

@ Hy : Studenti v Usti a v Liberci jsou stejni

@ Hi : Studenti v Usti a v Liberci se lisi.

@ V prvnim kroku srovnam vsechny hodnoty do rady
41, 45, 53, 56, 62, 66, 76, 77, 79, 79, 80, 81, 84

@ nasledné jim prifadim poradi
1,2,3 4,5,6,7,8 95,95, 11, 12, 13

@ pak vypoctu Ty = 38.5, T, =525, Uy =24.5, U, =
17.5,Upy = 0.5,p = 0.6678

P-hodnota > o a tedy nezamitam nulovou hypotézu,
neprokazal se rozdil mezi studenty v Usti a v Liberci.
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Kruskal-Wallistiv test

V pfipadé, ze neni spinén predpoklad normality pfi porovnani
vice nez dvou nezavislych vybéru, pouziva se
Kruskal-Wallisova ANOVA. Kruskal-Wallisova ANOVA je
pfimym zobecnénim Wilcoxonova dvouvybérového testu.
Testujeme

@ Hy : Stfedni hodnoty vybéru se nelisi

@ H, : Stfedni hodnoty vybeérl se lisi
Stejné jako u dvouvybérového Wilcoxonova testu srovname
vS§echny naméfené hodnoty do fady, uréime jejich poradi a
spocteme statistiky Ty, ..., ng, kde k je pocCet vybérl. Pak plati,
Ze testova statistika

K
12 T;
szgm—3(n+1)

ma za platnosti Hy x2-rozdéleni.
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V pfipadé, Zze Kruskal-Wallisova ANOVA uréi, Ze se vybéry mezi sebou
vyznamné lisi, je potfeba zjistit, ktwré konkrétni dvojice vybérl se lisi. K tomu
mdZe slouzit napf. Dunnav test.
Testova statistika porovnavajici i-ty a j-ty vybér je

T

T.
()

]
n(n+1) (1 1
G (a+7)

V pfipadé, Ze v datech jsou shodné hodnoty a je tedy tfeba délit poradi,
pouziva se statistika

D=

n_1I
()

\/n(n+1)—27:1(8,3—s/>/(n—1) (l N 1)
12 I nj

kde S je pocet /-té shodné hodnoty.

Tato statistika ma za platnosti Hy N(0, 1)-rozdéleni. Pro vicenasobné
porovnani se pak pouziji upravené p-hodnoty, aby byla udrzena celkova
hladina testu.
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ANOVA pro opakovana meéreni

Pokud se chystame porovnavat nékolik zavislych vybéru,
pouziva se ANOVA pro opakovana méreni.
Priklady takovéto situace mohou byt

@ Ochutnavka jogurtu: 20 lidi ochutnava a hodnoti kazdy
v8ech 5 porovnavanych vzorkud jogurtu.

@ Méreni opakovana v ¢ase: chceme hodnotit vyvoj
pacientova zdravotniho stavu v ¢ase. Pro 30 pacientd
délame opakovana meéreni jatrovych testu.

Stale se testuji hypotézy
@ H : Stfedni hodnoty vybéra se nelisi
@ H, : Stredni hodnoty vybeéra se lisi
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ANOVA pro opakovana meéreni

Vyhodnoceni hypotéz probiha opét pomoci porovnana
variability mezi vybeéry, ale tentokrat s variabilitou zbytkovou.
Zbytkova variabilita se od celkové variability v ramci vybéru lisi
tim, ze je od snizena o variabilitu zpusobenou rozdily mezi
jedinci. Konkrétné se tato zbytkova variabilita ziska nasledovné

k n;
SST = > (X-X.)=

i=1 j=1

k Kk nj

= > (X =X P+> D (XG5-X)? =
i=1 i=1 =1

= SSA+ SSe

n;
SSz = SSe—SSS=SSe—k» (X;—X.)?
j=1

Test je pak zalozen na porovnani SSA a SSz.
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Friedmandyv test

V pfipadé, ze porovnavame zavislé vybéry, které nemaji
normalni rozdéleni, pouziva se Friedmanuv test. Myslenkou
testu je, Ze kazdy jedinec pfifadi jednotlivym vzorkiim pofadi od
1 do k (pro hodnoty namérené v Case se urci poradi v ramci
kazdého jedince) a tato poradi se pak sectou a zprameéruiji.
Oznacme tyto pruméry 7 ;. Ty jsou pak zakladem testové

statistiky
k 2
12n _ k+1
Q_k(k+1)z<r"_ 2 >

i=1

Za platnosti nulové hypotézy ma tato statistika y?-rozdéleni o
k — 1 stupnich volnosti.
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Spearmanuyv korelacni koeficient

Pokud chceme otestovat, zda spolu souvisi dvé Ciselné
proménné, které nemaji normaini rozdéleni (ale stale se jevi
jako spojité), pouziva se Spearmantv korelacni koeficient.
Stejné jako dalsi neparametrické testy je zamlozen na
poradich.

Postup

@ Hodnoty kazdé proménné prevedu na poradi.
@ Spocita se Pearsonuv korela¢ni koeficient pro tato poradi.

Spearmanuv korela¢ni koeficient méfi monotonni vztah dvou
veli¢in. Je tedy obecnéjSi nez Pearson(v korelacni koeicifient,
ktery méfil jen linearni zavislost.
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Kendalltlv korelacni koeficient

Pokud chceme zjistit, zda je linearni vztah mezi dvéma usporadanymi
kategorickymi proménnymi, pouziva se Kendalltiv korelacni
koeficient (Kendallovo 7).

OznaCme dvé porovnavané proménné X a Y. Nyni uvazujme
vSechny dvojice naméfenych hodnot X;, Y; a pokud pro danou dvojici
plati, ze X; < Xj&Y; < Yjnebo X; > X;&Y; > Y, pak oznacme tuto
dvojici jakou souhlasnou, pokud plati X; < Xj&Y; > Y; nebo

Xi > Xj&Y; < Y}, oznaCme ji za nesouhlasnou.

Kendallovo 7 je zaloZeno na rozdilu poctu souhlasnych (ns) a poctu
nesouhlasnych (n,) dvojic.
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Kendalltlv korelacni koeficient

Konkrétné je Kendallovo 7 definovano jako

_Ns—nNp 2 . e v
TE—_ = =1 ,-E<,- sign(X; — Xj)sign(Y; — Y})
Rozptyl tohoto koeficientu je
2(2n+5
Var(r) = 951(n - 1;

a testova statistika 7/Var(7) ma za platnosti nulové hypotézy
asymptoticky N(0, 1) rozdéleni.
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Kendallovo 7

Vys$e uvedeny koeficient funguje dobfe, pokud v datech nejsou stejné
hodnoty. Pokud se stejné hodnoty vyskytnou, pouzivaji se nasledujici
obdoby tohoto koeficientu.

Pro proménné se stejnym poctem moznych hodnot

ns - nn
V(o = ny)(no — nz)’
kde np =n(n—1)/2,ny =3 ; ti(ti — 1)/2 a t; jsou poCty shodnych
hodnot u proménné X, ny = 3, ui(u; — 1)/2 a u; jsou poCty shodnych

hodnot u proménné Y.
Pro proménné s riiznym poc¢tem moznych hodnot

B =

o = 2(ns — np)

kde m je minimalni poCet hodnot u obou proménnych.

Vypocet rozptyld a naslednych testovych statistik pro 75 a 7¢ je
slozity. Pfenechme ho tedy softwartim.
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Linearni regrese

Vztah mezi dvéma spojitymi proménnymi Ize hodnotit i z
pohledu linearni regrese, ktera zkouma pficinnou zavislost. V
tomto pfipadé mame

@ nezavisle proménnou X — pficinu

@ zavisle proménnou Y — dUsledek
Predpokladame linearni model ve tvaru

Yi=0B0+B1Xi+ e
kde

@ Y, jsou hodnoty zavisle proménné

@ X; jsou hodnoty nezavisle proménné
@ 3o je absolutni ¢len

@ (4 je linearni ¢len

@ ¢ jsou nahodné chyby
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Linearni regrese

Graficky popisujeme pomoci bodového grafu, ale neni jedno,
ktera proménna je na které ose

@ na x-ovou osu se kresli nezavisle proménna
@ na y-ovou osu se kresli zavisle proménna

Bodovy graf zavislosti
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Linearni regrese

Odhad probiha metodou nejmensich ¢tvercu, ktera
minimalizuje soucet druhych mocnin residui

n n n
minZFw’,?:minZ(Y,-— Y2 =min ) (Y;— (by+ by X;))?
i=1 i=1

bo, b4 P

Hodnoty Y; se nazyvaji odhady, nebo téZ predikce. Hodnoty
bo, by jsou pak odhady regresnich koeficientl. Pomoci modelu
je mozné predikovat budouci hodnoty zavisle proménné.

Pro hodnotu xp nezavisle proménné X otekavame hodnotu
Yo = by + b1 Xg

napr. ze znamé vysky muzeme predikovat ocekavanou
hmotnost.
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Linearni regrese

Koeficient determinace

Zajimavy ukazatel je koeficient determinace

LY = V)2
=\

Rika, kolik procent variability zavisle proménné se modelem vysvétli.

Jinymi slovy, z kolika procent zavisle proménna zavisi na X a z kolika
na nééem jiném.

Na zakladé modelu Ize téZ zkonstruovat test nezavislosti. Testujeme

@ Hp : Proménnd Y (vdha) na proménné X (vysce) linearne
nezavisi, 51 =0
@ H; : Proménnd Y (vaha) na proménné X (vysce) linearné zavisi,
pr1#0
Test je zaloZen na faktu, ze by/se(by) ~ N(0, 1), kde b; je odhad
linearniho Clenu By a se(by) je jeho stfedni chyba.
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Linearni regrese

Priklad. Pocitejme zavislost hmotnosti na vysce u
jedenactiletych déti.

Odhadli jsme model ve tvaru
Y; =-73.81 +0.75X;

Stfedni chyba odhadu linearniho ¢lenu vysla 0.04 a testova
statistika tedy 18.76. Tu jsme porovnali s kvantilem t-rozdéleni
oo(1 — 0.975) = 1.97. JelikozZ je testova statistika vétsi, tak
zamitame nulovou hypotézu. P-hodnota testu vysla

< 2.2%107' coz je mensi nez o = 0.05. Koeficient
determinace vySel 0.6153.

Zaver: Muzeme tedy fici, ze u muzu s jednim rizikovym
faktorem ischemické choroby srde¢ni hmotnost na vysce
zavisi. Zavislost je pfima a vysvétli se ji 62% variability zavisle
proménné (hmotnosti).
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Linearni regrese

| linearni regrese ma své predpoklady
@ Mezi proménnymi je skuteCné linearni vztah
@ Residua jsou nezvisla
@ Residua maji normalni rozdéleni
@ Stabilita rozptylu
@ V datech nejsou vlivna pozorovani

Jednotlivé predpoklady mizeme hodnotit bud’ na zaklade
znalosti dat (nezavislost), nebo grafickymi pfipadné Ciselnymi
testy.
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Linearni regrese

Ukéazka grafickych testl predpokladud
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Linearni regrese

Ukazka grafickych testl predpokladu
@ 1. graf: linearni vztah — Cervena ¢ara nema mit trend
@ 2. graf: normalita residui — body maji lezet na pfimce
@ 3. graf: stabilita rozptylu — Cervena ¢ara nema mit trend
@ 4. graf: body nemaji prekrocit meze (Carkované kfivky)

Alena Cernikova Pokrocilé statistické metody pro biology



Linearni regrese

Regresnim modelem nemusime zkoumat pouze zavislost na
jedné proménné, ale mizeme do modelu pridat vice nezavisle
proménnych. Pak se jedna o mnohonasobnou linearni
regresi a jeji model ma tvar

Y = B0+ 51Xy + BoXo + B3 Xz + ... + Bk Xk + €

Priklad. Zkoumame, o kolik stoupne/klesne voda v rece v
zavislosti na sraZkach, na teploté, na typu pudy, na nasycenosti
pudy, na nadmorské vysce, atd.

Nékteré proménné maji na zavisle proménnou vétsi vliv, jiné
mensi.
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Linearni regrese

Jak najit optimalni model, ve kterém budou jen proménné s
vyznamnym vlivem, feSi krokova regrese. Tu mame trojiho
typu
@ Dopiedna (forward), ktera zaéina s modelem bez nezavisle
proménnych a v kazdém kroku pfida jednu s nejvétSim,
statisticky vyznamnym vlivem

@ Zpétna (backward), kterd zacina s Uplnym modelem a v
kazdém kroku vynecha jednu proménnou s nejmensim,
statisticky nevyznamnym vlivem

@ Kombinace obou predchozich (both sided), ktera zaéina s
prazdnym modelem bez nezavisle proménnych a v kazdém
kroku pfida jednu proménnou s nejvétsim, statisticky
vyznamnym vlivem a poté zkontroluje, zda nelze jinou
proménnou vynechat.

Cilem je ziskat model, kde budou nezavisle proménné pouze
se statisticky vyznamnym vlivem.
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Linearni regrese

Do modelu mi mize vstoupit i kategoricka proménna. Ma-li
kategoricka proménna k kategorii, do modelu dame k — 1
pomocnych dummy proménnych. Jedna se o 0-1 proménné a
plati

X; = 1...nastala i-ta kategorie

= 0...jinak

Posledni k-t4 kategorie nastane, pokud v&echny
Xi=...=X¢_1=0.

Kazda z téchto dummy proménnych ma svou p-hodnotu.
Vyznamnost vlivu kategorické proménné jako celku se fesi pres
tabulku analyzy rozptylu, ktera ji pfifadi jen jednu p-hodnotu.
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Linearni regrese

Do modelu mohou vstupovat i tzv. interakce. Ty popisuiji
zpuUsob, jimz se dvé nezavisle proménné ovliviuji pfi jejich
souc¢asném vlivu na proménnou zavislou.

Priklad. Do vybéru bylo zafazeno 222 jedenactiletych déti a
bylo u nich zjistovano, jak zavisi procento tuku v téle na jejich
vaze a na sportu, kterému se vénuji.

Bodovy graf zavislosti
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Interakce jsou vidét jiz z grafu, do kterého se vykresli zavislost
Ciselnych proménnych zvlast pro kazdou kategorii proménné
kategorické. Pokud interakce v datech jsou, pak se zobrazi
riznobézné pfimky. Pokud interakce v modelu nejseou, ale
skupiny se od sebe li§i, zobrazi se rovnobézné primky. Pokud
rozdil mezi skupinami neni, pfimky splyvaji.

Priklad. V modelu interakce existuji - zavislost procenta tuku
na hmotnosti je jina pro ledni hokejisty a pro ostatni.
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Linearni regrese

Informacni kritéria hodnotici model.

Kazdé z nize uvedenych kritérii je zalozeno na vérohodnosti modelu
(L - likelihood), 1j. na ukazateli, jak dobfe model kopiruje data. Tato
vérohodnost se dale penalizuje poétem parametrl pouzitych v
modelu k. Plati, Ze ¢im mens§i hodnota kritéria, tim lepsi je model.

@ Akaikeho informacni kritérium (AIC):
AIC =2k — 2In(L)

@ Upravené Akaikeho informaéni kritérium (AICc) pro malé

vzorky:
2k(k+1)

AlCc = AIC + P —

@ Bayesovské informacni kritérium (BIC):

BIC = In(n)k — 2In(L)
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Zobecnéena linearni regrese

Co délat, kdyz nejsou spinény predpoklady na rozdéleni
nahodné chyby modelu?

@ Zavisle proménna je spojita — pouzijeme pro zavisle
proménnou transformaci, ktera ji posune k normalnimu
rozdéleni. Nejcastéji se pouziva prirozeny logaritmus,
nebo Box-Coxova transformace.

@ Zavisle proménna je dvouhodnotova (0-1) — pouZije se
logisticka regrese.

@ Zavisle proménnou tvoii po€ty — pouzije se Poissonova
regrese.

@ Zavisle proménna je ortogonalni — pouZije se ordinalni
regrese.
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Logisticka regrese

Zavisle proménna je dvouhodnotova, kdy pravdépodobnost
hodnoty 1 oznaCme jako 7. A potfebujeme modelovat, jak tato
pravdépodobnost hodnoty 1 zavisi na dalSich ukazatelich.

V tomto pfipadé se odhaduje model ve tvaru

& = exp{fBo + B1 X1 + BoXo + B3 X3 + ... + Bk Xk + €}
Parametr s7— se jmenuje $ance a pocita se jako
pravdépodobnost, Ze jev nastal, vs. pravdépodobnost, Ze jev
nenastal.

Abychom mohli model odhadnout, modeluje se logaritmus
Sanci pomoci klasické linearni regrese

|n< U >=50+51X1+ﬂ2X2+53X3+---+ﬁka+6

1—7
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Logisticka regrese

Pokud z odhadnutého modelu pak chceme zpétné ziskat vztah
pro pravdépodobnost &, pouzijeme

o exp{fo + B1 X1 + BoXo + B3 Xz + ... + B Xk}
1+ eXp{,Bo + 81Xy + PoXo+ B3 Xz + ... + ,Bka}

Koeficient 31 se interpretuje nasledovné: "Sance vlastnost mit
mi pfi nardstu X; o 1 vzroste primérné exp (1 krat pfi stejnych
hodnotach ostatnich nezavisle proménnych."
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Logisticka regrese

Priklad. UvaZujme 150 cestujicich na Titaniku. Ke kazdému
cestujicimu mame uvedeno pohlavi, vék, tridu, ve které
cestoval a informaci, zda se zachranil nebo ne. Nasledujicic
tabulky ukazuji, jaci cestujici se zachranili, a jaci se utopili.

Muz Zena Dospély Dité
Prezil 23 26 Prezil 46 3
Neprezil | 89 12 Neprezil 97 4
1. tfida 2. tfida 3. tfida Posadka
Prezil 11 10 11 17
NepreZil 2 12 39 48
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Logisticka regrese

Priklad. Oznaéme = pravdépodobnost, Ze dotycny preZil.
Odhad modelu logistické regrese vysel

1—7

In< T ) — 1.45—1.58(2.tr) — 3.04(3.tr) — 1.72(posadka) +
+2.32(zena) — 0.9(dospely)

Jako vyznamné vysly proménné pohlavi (p = 2.55 x 107%) a
tfida (p=0.0014) v niz dotycny cestoval, konkrétné se
vyznamneé lisi treti tfida od prvni tfidy a na hladiné vyznamnosti
0.1 i posadka od prvni tridy.

Zeny maji exp(2.32) = 10.17 krét vétsi $anci na preZiti nez muzi pfi
ostatnich parametrech neméennych.

Cestujici v prvni tfidé maji 1/ exp(—3.04) = 20.9 krat vétsi sanci
prezit nez cestujici ve treti tfide pfi ostatnich parametrech
neménnych. Cestujici v prvni tfidé maji 1/ exp(—1.72) = 5.6 krat
Vvetsi Sanci prezit nez posadka pfi ostatnich parametrech neménnych.
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Zaklady mnohorozmérné statistiky

VétSinu zakladnich statistickych metod Ize zobecnit na
mnohorozmeérnou situaci.

Predpokladejme, Zze nemame jednu proménnou X, ale vektor
proménnych X = (X1, Xz, ..., Xk)'.

Vv,

Priklad. Mérime nékolik fyzickych parametru jedince: vyska,
vaha, krevni tlak, vitalni kapacitu plic, atd. KaZdy Zak na
vysvédceni dostane znamku z nekolika predmetu: cestina,
matematika, zemépis, prirodopis, atd.

@ Namisto jedné stfedni hodnoty 1 a jednoho rozptylu o

mame vektor stfednich hodnot 1 = (p1,..., k)" a
variancni matici ¥ = (o)

@ odhadujeme je pomoci vektoru praméri X = (X1,..., Xx)"
a matici S = (s;j), kde s;; = cov(X;, X;) proi #j a
Sji = Var(X,-)
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Zaklady mnohorozmérné statistiky

Zobecnéni zakladnich statistickych metod.
@ Dvouvybérovy test = Hotellingav test
@ Analyza rozptylu (ANOVA) = MANOVA
@ Korelacni koeficient = Kanonické korelace

@ Linearni regrese = Mnohorozmeérna linearni regrese,
kde zavisle proménna ma vice slozek.
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Hotellinguv test

Porovnavam stredni hodnotu ndhodného vektoru ve dvou
populacich. Pfedpokladam nezavisla méreni. Testu;ji

@ Hj : vektory stfednich hodnot se rovnaji
@ H; : vektory stfednich hodnot se nerovnaji
Testov4 statistika ma tvar

T2 = MRy v)Trix-v)
ny + no
s (N =11+ (e —1)Xo
n+n—2

Testové statistika méa za platnosti Hy Hotellingovo T2-rozdéleni
s k a ny + no, — 2 stupni volnosti. Toto Ize prevést na
F-rozdéleni.

Obdobné Ize zkonstruovat i testovou statistiku pro
jednovybérovy test.
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MANOVA

P¥i srovnani vice nezavislych vybérl se opét testuji hypotézy
@ Hy : vektory strednich hodnot se rovnaji
@ H; : vektory stfednich hodnot se nerovnaji

Stejné jako u jednorozmérné analyzy rozptylu, i ve
vicerozmérné verzi je vyhodnoceni hypotéz zaloZzeno na
porovnani variability vysvétlené a nevysveétlené. Existuje
nékolik testovych statistik, kde vSechny pracuji s maticemi

p N
W= >3- Y)Y - Y))

i=1 j=1
p — J— — —
B = ) n(Yi-Y)(Y;-V)
i=1
kde p znadi pocet vybéra a Y, pramér i-tého vybéru.
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MANOVA

Testové statistiky pro MANOVu.
@ Wilkovo lambda

Ay = det <W+B>

@ Pillayova stopa

B
AP:"<W+B>

@ Hotellingovo lambda
B
/\H - tl‘ <W>

pfi porovnani dvou vybéru se vSechny tyto statistiky smrsti na
Hotellinglv dvouvybérovy test.
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Kanonické korelace

Mame dvé skupiny proménnych X a Y méfenych na stejnych
jedincich a chceme zjistit, zda mezi témito skupinami je néjaky
vztah, pfipadné jaky.

Priklad. UvaZujme dvé rizné skupiny lékarskych vysetreni a
hodnotime, zda obé tyto skupiny méri to samé, nebo ne.
Postup je takovy, ze nejprve hledame tzv. kanonické proménné,
pro néz plati

K1 =a'X,Kyy =b'"Y, cor(Ky1,Ks1) = max{cor(a'X,b"Y)}

Toto je prvni par kanonickych proménnych. Druhy ziskame tak,
ze je kolmy k prvnimu a opét je pro néj korelace maximalni, atd.
Takto ziskame k kanonickych proménnych, kde k je minimalni
pocet proménnych v prvni, respektive ve druhé skupiné.
Korelace prislusné k parim kanonickych proménnych se
nazyvaji kanonické a méfi se jimi vztah dvou skupin
proménnych.
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Diskriminacni analyza

Mame mnohorozmérna data z nékolika riznych populaci a
chceme najit nejlepsi mozny zplsob, jak na zakladé dat rozlisit
skupiny mezi sebou. Hledame postup, jak ur€it skupinu na
zakladé dat.

Priklad. UvaZujme pacienty s riznymi nemocemi a méjme ke
kazdému skupinu lékarskych testu. Chceme pak najit zplsob,
jak zaradit pacienta do skupiny jen na zakladé vysledk( testu

Postup

@ pro kazdou skupinu spocitdme primérny vektor
@ nového pacienta zaradime do skupiny, ktera bude mit svuj
primeérny vektor nejblize k pacientovym vysledkim
Jak dobré je urCené rozhodovaci pravidlo zjistime na zakladé
klasifikace, {j. zjiSténi, kolik jednotek jsme pfifadili spravné a
kolik chybné.
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Diskriminacni analyza

Uvazujme pouze dvé populace s priméry Xy, Xz ». Vzdalenosti od téchto
pramérd méfime Mahalanobisovou vzdalenosti

DX, Y) = /(X = X)TV-1(X - X)

Plati-li B B

D?(X, X1,n) < D*(X, Xz,n),
prifadime pozorovani k prvni populaci, v opacném pfipadé ke druhé.
Aritmetickymi operacemi Ize ziskat vektor

b=S"Xi.n—Xz0),
a rozhodovaci pravidlo, Ze pokud
v v K
T 7Xi,n+ Xo,n
b’X - b T:;b,x,-—bpo

pak pozorovani patii do prvni populace.
K tomuto pravidlu mohu pfidat jesté apriorni pravdépodobnosti (tfeba
relativni Cetnosti nemoci v populaci.)

TiLn + ¥2,n
2
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Shlukova analyza — hierarchické metody

Méjme mnohorozmérna data a snazme se v nich najit
podobnosti, abychom identifikovali rizné skupiny pozorovani v
datech. Cilem je

@ najit optimalni pocet skupin, tak aby mezi nimi byly rozdily

€0 Mozna nejvetsi, a v ramci skupiny, aby byly hodnoty co
nejpodobnéjsi,

@ popsat skupiny tak, aby se mezi nimi dalo rozliSovat
Hierarchické shlukovani méfi vzdalenosti mezi jednotlivymi
pozorovanimi napr. euklidovskou vzdalenosti a shlukuje k sobé
jednotky, co jsou si nejblize. Vzdalenost skupin se da mérit
trojim zpusobem

@ vzdalenost stfedl (primérd) — average linkage
@ vzdalenost nejvzdalengjsich bodll — complete linkage
Complete linkage dava vétsinou nejlepsi vysledky.
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Shlukova analyza — hierarchické metody

V této analyze nejprve povazujeme kazdé jedno pozorovani za
samostatnou skupinu a postupné tyto skupiny spojujeme.
Graficky se tento proces znazorfiuje pomoci dendrogramu.
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Opticky pak hledame, kde ukoncit shlukovani, tj. kolik skupin je

optimalnich.
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Shlukova analyza — K-means

Nevyhodou hierarchické metody je, Ze odlehlé hodnoty v ni
Casto tvofi samostatné skupiny. Alternativou je pouzit tzv.
K-means shlukovani. Postup je nasledujici

@ nejprve se zvoli pocet skupin p

@ nahodné vybereme p bodl v mnohorozmérném prostoru
jako stredy téchto skupin

v v

skupiné

@ stfedy se prepocitaji

@ posledni dva body se opakuji, dokud nejsou roziazeny
vSechny prvky

Nevyhodou tohoto postupu je, Zze pokud v datech nejsou
ednoznacné skupiny, pak rozfazovani dopadne jinak pfi jiné
volbé nahodnych stredu.
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

P¥i rznych vyzkumech byva €asto zjistovano velké mnozstvi
proménnych, ze kterych ma byt nasledné zjiSténa néjaka
informace. Casto byvaji mnohé z nich vzajemné korelované a
davaji tedy informaci podobnou, ne-li totoZznou. Aby bylo mozné
nejakou informaci z proménnych ziskat, je ¢asto zahodno snizit
jejich poCet a zabyvat se jen témi skuteCné zasadnimi.
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Metoda hlavnich komponent transformuje vstupn9 data tak, aby
bylo mozné snizit jejich dimenzi / poCet. Vyuziva se prepocet

Y=X"P
kde X je centrovava matice vstupnich hodnot (centrovani =
odecet prameéru), Y je vystupni - cilova matice a P je matice

transformacnich vektort. Matici P ziskame pomoci rozkladu
korela¢ni matice vstupnich dat C

C=PAP’

A je pak matice vlastnich Cisel matice C a matice P pak
obsahuje vlastni vektory matice P.
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Vysledna matice hlavnich komponent Y ma pak nasledujici
vlastnosti

@ jeji vektory jsou vzajemné kolmé (nezavislé)
@ radi se podle variability: od vektoru s nejvétsi variabilitou k

v v

@ obsahuje veSkerou informaci, kterou obsahovala puvodni
data
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Cely postup si mizeme predstavit nasledovné

@ predstavime si mnohozmérna data v prostoru

@ daty prolozime vektor ve sméru s nejvétsi variabilitou
tak ziskame prvni hlavni komponentu (PC)

@ hledame vektor, ktery by byl k prvnimu kolmy a opét byl ve
sméru s nejvetsi variabilitou

@ ziskame druhou hlavni komponentu

@ hledame vektor, ktery by byl kolmy k prvnim dvéma a byl
ve sméru s nejvetsi variabilitou

@ ziskame treti hlavni komponentu

@ posledni dva kroky opakujeme, dokud mame body ve
volném prostoru
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Metoda hlavnich komponent (PCA)

Vstupni data poté reprezentujeme mensim mnozstvim novych proménnych
(hlavnich komponent) tak, abychom ztratili co nejméné informace / variability.
Jejich optimalni pocet je pocCet vlastnich &isel vétsich nez 1. Graficky
znéazornéno pomoci tzv. "Scree plot".

Scree plot
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Graf zobrazujici hodnoty pro prvnich 10 hlavnich komponent ziskanych z
puvodnich 24 prom2nn7ch. Optimalni pocet hlavnich komponent je 5.
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Faktorova analyza

Nevyhodou hlavnich komponent je, Ze nemaji pfirozenou
interpretaci. Pokud tedy chceme ziskat mensi pocet
proménnych, které jsou interpretovatelné, pouziva se
faktorova analyza.
Hlavni mys$lenka faktorové analyzy pochéazi z psychologie:
@ na kazdého pusobi k neméfitelnych faktoru
@ podletoho, jak na nas pusobi, my reagujeme
@ podle reakci na p podnétl se snazime identifikovat
puvodni faktory
Vychazime z rovnice obdobné jako u analyzy hlavnich

komponent
X=LF

kde X je centrovana matice nameérenych dat, L jsou tzv.
loadings a F jsou hledané faktory.
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faktorova analyza

Metoda vychazi z metody hlavnich komponent. ldentifikujeme k
hlavich komponent, a ty pak "rotujeme", dokud nedostanou
nejakou pfirozenou interpretaci. K rotaci je mozné pozzit
nékolik metod, nejCastéji se pouziva varimax.

Priklad. Déti nosi ze skoly vysvedceni. Podle znamek, pak Ize
identifikovat dvé skupiny studentu, jedna z nich ma dobré
znamky v predmetech matematika, fyzika, prirodopis, zemépis,
chemie, druha ma dobré znamky v pfedmétech cestina,
anglictina, déjepis, obcanska vychova. Faktory, které na né
pusobi jsou pak prirodni védy a humanitni obory.
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Popisné statistiky jedné proménné
@ Spojitd proménna
— grafy: boxplot, histogram,
— popisné statistiky polohy (prumér, percentily), variability
(smérodatna odchylka, mezikvartilové rozpéti, variaCni
koeficient), tvaru rozdéleni (Sikmost, Spicatost)

@ Kategorickd proménna
— grafy: sloupcovy graf, kolacovy graf,
— absolutni a relativni ¢etnosti
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Vztah dvou proménnych

@ Dvé kategorické
— sloupcovy graf
— kontingencni tabulka, chi-kvadrat test, fisheruv test,
pomeér Sanci
@ Spojita vs. kategoricka
— boxplot po skupinach, graf primérd
— dvouvybeérovy test, ANOVA
@ Dveé spojité
— bodovy graf
— korela¢ni koeficient, jednoducha linearni regrese
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Dvouvybéroveé testy — dva nezavislé vybéry
@ normalni data
e shodné rozptyly — dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly
(t.test(..., var.eq=TRUE))
e rzné rozpytyly — dvouvybérovy Welchuv t-test pro rizné
rozptyly (t.test(...))
@ nenormalni data — Wilcoxonuv test (je pro néj treba
otestovat shodu rozptyll) (wilcox.test(...))
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ANOVA (analyza rozptylu) — vice nezavislych vybéru
@ normalni data
e shodné rozptyly — klasicka ANOVA pro shodné rozptyly
(anova(aov(...)))
o rlizné rozpytyly — ANOVA pro riizné rozptyly
(oneway.test(...))
@ nenormalni data — Kruskal-Wallistv test (je pro néj treba
otestovat shodu rozptyll) (kruskal.test(...))
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Zavislé vybéry
@ dva vybéry
e normalni data — parovy t-test (t.test(..., paired=TRUE))
e nenormalni data — parovy Wilcoxontv (wilcox.test...,
paired=TRUE))
@ vice vybérl
e normalni data — ANOVA pro opakovana méfeni

(get_anova_table(anova_test(...)))
e nenormdlni data — Friedmantv test (friedman.test(...))

Alena Cernikova Pokrocilé statistické metody pro biology



Korelaéni koeficient — dvé Ciselné proménné

@ spojita normalni data — Pearsonuv korelacni koeficient
(cor.test(...))

@ spojita nenormalni data — Spearmanuv korelacni
koeficient (cor.test(..., method="spearman"))

@ kategoricka usporadana data — Kendalltv korelaéni
koeficient (cor.test(..., method="kendal"))
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