
Axiomatická výstavba geometrie

1 Eukleidova formalizace planimetrie

2 Hilbertova axiomatizace planimetrie

2.1 Vlastnosti axiomatických systémù

2.2 Axiomy incidence

2.3 Axiomy uspoøádání

2.4 Axiomy shodnosti

Definice

Nech» A,B jsou body, A 6= B. Úseèka AB je mno¾ina sestávající z bodù
A,B a takových bodù X, ¾e A ∗ X ∗ B. Body A,B jsou koncové body
úseèky.

Definice

Nech» A,B jsou body, A 6= B. Polopøímka
−→
AB je mno¾ina bodù úseèky

AB spolu s body X takovými, ¾e A ∗B ∗X.

Definice

Dána je pøímka p a body A,B nele¾ící na pøímce p. Øíkáme, ¾e body A,B
le¾í na stejné stranì od pøímky p, pokud A = B nebo pokud A 6= B a
úseèka AB neprotíná pøímku p.

Definice

Pro pøímku p =
←→
AB a bod C nele¾ící na této pøímce je polorovina

−→
pC =−−−→

ABC mno¾ina bodù X takových, ¾e C a X le¾í na stejné stranì od pøímky p
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(vnitøní body poloroviny) spolu s body pøímky p (hranice poloroviny).

Definice

Nech» A,B,C jsou nekolineární body. Potom polopøímky ~a =
−→
BA a ~c =

−−→
BC

tvoøí úhel pøi vrcholu B. Oznaèujeme ho ∠ABC, ∠CBA, ∠(~a,~c), ∠(~c,~a),
pøípadnì také ∠B, pokud je z kontextu jasné, kterými polopøímkami je urèen.
Polopøímky

−→
BA,

−−→
BC nazýváme ramena úhlu. Vnitøek úhlu (vnitøní

body úhlu) ∠ABC je prùnik vnitøních bodù poloroviny
−−−→
BCA s vnitøními

body poloroviny
−−−→
BAC. Vnìj¹ek úhlu (vnìj¹í body úhlu) ∠ABC jsou

v¹echny body roviny kromì polopøímek
−→
BA,

−−→
BC a vnitøku úhlu ∠ABC.

Nede�nuje se konvexní úhel, nekonvexní úhel. Hovoøí se o úhlu a jeho
vnitøku èi vnìj¹ku.

Nedefinované pojmy:

shodnost úseèek: AB ' CD "úseèky AB a CD jsou shodné"
shodnost úhlù: ∠ABC ' ∠DEF "úhly ∠ABC a ∠DEF jsou shodné"

Axiomy:

S1 Pro libovolné dva rùzné body A,B a polopøímku vycházející z bodu A′

existuje na této polopøímce právì jeden bod B′ takový, ¾e A′B′ ' AB.

S2 Jestli¾e AB ' A′B′ a AB ' A′′B′′, pak A′B′ ' A′′B′′. Navíc, ka¾dá
úseèka je shodná sama se sebou: AB ' AB.

S3 Jestli¾e A∗B∗C, A′∗B′∗C ′, AB ' A′B′ a BC ' B′C ′, pak AC ' A′C ′.

S4 Pro daný úhel ∠ABC, danou polopøímku
−−→
B′A′ a danou polorovinu ohra-

nièenou pøímkou
←−→
A′B′ existuje právì jedna polopøímka

−−→
B′C ′ v dané

polorovinì tak, ¾e ∠A′B′C ′ ' ∠ABC.

S5 Jestli¾e ∠ABC ' ∠A′B′C ′ a ∠ABC ' ∠A′′B′′C ′′, pak ∠A′B′C ′ '
∠A′′B′′C ′′. Navíc, ka¾dý úhel je shodný sám se sebou: ∠ABC ' ∠ABC.

S6 Jestli¾e pro trojúhelníky 4ABC a 4A′B′C ′ platí, ¾e AB ' A′B′, BC '
B′C ′ a ∠B ' ∠B′, pak ∠A ' ∠A′ a ∠C ' C ′.
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2.5 Geometrie trojúhelníkù

Definice

Øíkáme, ¾e trojúhelníky4ABC a4A′B′C ′ jsou shodné, oznaèujeme4ABC '
4A′B′C ′, pokud AB ' A′B′, BC ' B′C ′, AC ' A′C ′, ∠A ' ∠A′, ∠B '
∠B′, ∠C ' ∠C ′.

Vìta (sus)
Jestli¾e pro trojúhelníky4ABC a4A′B′C ′ platí, ¾e AB ' A′B′, BC ' B′C ′

a ∠B ' ∠B′, pak jsou tyto trojúhelníky shodné.

Dùkaz. [bude doplnìn pozdìji]

Pøíklad

Uva¾me algebraický model incidenèní geometrie R2.
Pro A,B,C ∈ R2 polo¾me

A ∗B ∗ C ⇐⇒ (∃λ ∈ R) B = (1− λ)A+ λC ∧ 0 < λ < 1

tedy A ∗B ∗ C právì tehdy, kdy¾ B je vnitøní bod úseèky AC.
Lze dokázat, ¾e R2 pak splòuje také axiomy uspoøádání (zkuste do dokázat

sami!).
Dále budeme v R2 mìøit úhly a úseèky:

� Úhly budeme mìøit obvyklým zpùsobem.

� Úseèky budeme mìøitmanhattanskou metrikou: Nech» A = (a1, a2),
B = (b1, b2). Pak

|AB| = |a1 − b1|+ |a2 − b2|

Pak budeme de�novat

AB ' A′B′ ⇐⇒ |AB| = |A′B′|
∠ABC ' ∠A′B′C ′ ⇐⇒ |∠ABC| = |∠A′B′C ′|

Lze ukázat, ¾e R2 pak splòuje také S1, S2, S3, S4, S5 (zkuste to dokázat
sami!).

Uva¾me dva trojúhelníky:

� 4ABC, kde A = (0, 2), B = (0, 0), C = (2, 0)
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� 4A′B′C ′, kde A′ = (2, 0), B′ = (1, 1), C ′ = (0, 0)

Platí: AB ' A′B′ (proto¾e |AB| = |A′B′| = 2), BC ' B′C ′ (proto¾e
|BC| = |B′C ′| = 2), ∠B ' ∠B′ (oba úhly jsou pravé).

Av¹ak ¬(AC ' A′C ′), jeliko¾ |AC| = 4, |A′C ′| = 2. Tak¾e trojúhelníky
4ABC, 4A′B′C ′ nejsou shodné.

V teorii (geometrii) s axiomy incidence, uspoøádání, S1, S2, S3, S4, S5
nelze dokázat vìtu sus. Tak¾e axiom S6 je nezávislý na axiomech I1, I2, I3,
U1, U2, U3, U4P, S1, S2, S3, S4, S5.

2.6 Axiom rovnobì¾nosti

Axiom:

R Pro ka¾dou pøímku p a pro ka¾dý bod B nele¾ící na pøímce p existuje
nejvý¹e jedna pøímka q procházející bodem B a rovnobì¾ná s pøímkou
p.

Poznámky

1. Existenci rovnobì¾ky lze dokázat z axiomù incidence, uspoøádání a
shodnosti.

2. Z axiomù incidence, uspoøádání a shodnosti lze dokázat, ¾e pátý Eu-
klidùv postulát a axiom R jsou ekvivalentní.

2.7 Axiom spojitosti

Axiom:

D (Dedekindùv axiom) Nech» v¹echny body na pøímce jsou rozdìleny
do dvou neprázdných disjunktních mno¾in tak, ¾e ¾ádný bod z jedné
mno¾iny nele¾í mezi dvìma body z druhé mno¾iny. Pak na této pøímce
existuje právì jeden bod B takový, ¾e jedna z daných mno¾in je polo-
pøímka se zaèátkem v bodì B a druhá mno¾ina je jejím doplòkem.

Nech» P je mno¾ina v¹ech bodù pøímky, P = M1 ∪M2, M1 ∩M2 = ∅,
M1 6= ∅, M2 6= ∅. Zakázaná je tato situace:

X ∗ Y ∗ Z, X,Z ∈Mi, Y ∈Mj, i 6= j
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2.8 Absolutní geometrie

Geometrie, kterou je mo¾né popsat axiomy incidence, uspoøádání, shodnosti
a spojitosti, se nazývá absolutní geometrie. Tato geometrie je tedy nezá-
vislá na axiomu rovnobì¾nosti.

2.9 Euklidovská geometrie

Pokud k absolutní geometrii pøidáme axiom R, dostaneme euklidovskou
geometrii.

2.10 Lobaèevského (hyperbolická) geometrie

Pokud k absolutní geometrii pøidáme místo axiomu R axiom L, dostaneme
Lobaèevského (hyperbolickou) geometrii.
Axiom:

L Pro ka¾dou pøímku p a ka¾dý bod B nele¾ící na pøímce p existují aspoò dvì
pøímky q1, q2, q1 6= q2, procházející bodem B a rovnobì¾né s pøímkou
p.

V Lobaèevského geometrii lze napøíklad dokázat, ¾e souèet vnitøních úhlù
v trojúhelníku je men¹í ne¾ dva úhly pravé. (V absolutní geometrii lze doká-
zat, ¾e souèet vnitøních úhlù v trojúhelníku není vìt¹í ne¾ dva úhly pravé.)

3 Tarského axiomatizace geometrie

Alfred Tarski (1901 { 1983), narozen ve Var¹avì, zemøel v Berkeley, pol-
ský logik a matematik.

Na rozdíl od jiných systémù geometrie (jako je napøíklad Hilbertùv sys-
tém), v nich¾ body, pøímky, roviny, atd., jsou v¹echno primitivní (nede�no-
vané) "geometrické objekty", v Tarského systému je pouze jeden typ primitiv-
ního geometrického objektu: body. Jinými slovy, v¹echny promìnné x, y, z, . . .
oznaèují body.

Existují pouze dva primitivní geometrické (tj. ne-logické) pojmy: ternární
relace B "mezi"a kvaternární relace D "ekvidistance".

� B(xyz) intuitivnì znamená, ¾e bod y le¾í na úseèce spojující x a z (tj.
pøípady y je x a y je z nejsou vylouèeny)
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� D(xyuv) intuitivnì znamená, ¾e vzdálenost x od y je stejná jako vzdá-
lenost u od v.

Logickými symboly jazyka jsou

� rovnost =

� výrokové spojky konjunkce, disjunkce, negace, implikace, ekvivalence
∧, ∨, ¬, →, ↔

� univerzální kvanti�kátor ∀ a existenèní kvanti�kátor ∃

Systém má dvanáct axiomù A1 { A12 a soubor elementárních axiomù
spojitosti A13.

A1 ∀x∀y[B(xyx)→ (x = y)]

A2 ∀x∀y∀z∀u[B(xyu) ∧B(yzu)→ B(xyz)]

A3 ∀x∀y∀z∀u[B(xyz) ∧B(xyu) ∧ (x 6= y)→ B(xzu) ∨B(xuz)]

A4 ∀x∀y[D(xyyx)]

A5 ∀x∀y∀z[D(xyzz)→ (x = y)]

A6 ∀x∀y∀z∀u∀v∀w[D(xyzu) ∧D(xyvw)→ D(zuvw)]

A7 ∀t∀x∀y∀z∀u∃v[B(xtu) ∧B(yuz)→ B(xvy) ∧B(ztv)]

A8 ∀t∀x∀y∀z∀u∃v∃w[B(xut) ∧ B(yuz) ∧ (x 6= u) → B(xzv) ∧ B(xyw) ∧
B(vtw)]

A9 ∀x∀x′∀y∀y′∀z∀z′∀u∀u′[D(xyx′y′)∧D(yzy′z′)∧D(xux′u′)∧D(yuy′u′)∧
B(xyz) ∧B(x′y′z′) ∧ (x 6= y)→ D(zuz′u′)]

A10 ∀x∀y∀u∀v∃z[B(xyz) ∧D(yzuv)]

A11 ∃x∃y∃z[¬B(xyz) ∧ ¬B(yzx) ∧ ¬B(zxy)]

A12 ∀x∀y∀z∀u∀v[D(xuxv) ∧ D(yuyv) ∧ D(zuzv) ∧ (u 6= v) → B(xyz) ∨
B(yzx) ∨B(zxy)]
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A13 Nech» ϕ je formule, která neobsahuje ¾ádný volný výskyt promìnných
y, z, u, a ψ je formule, která neobsahuje ¾ádný volný výskyt promìnných
x, z, u. Pak je axiomem univerzální uzávìr formule

∃z∀x∀y[ϕ ∧ ψ → B(zxy)]→ ∃u∀x∀y[ϕ ∧ ψ → B(xuy)]
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