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1 Uvod

Jednotlivé kapitoly (¢asti) této studijni opory jsou zpracovany dvojim zptsobem. V nékteré
kapitole je probirana latka v textu pfimo vylozena a vyklad je doplnén nékolika cvicenimi.
Jindy je ¢tenafi (studentovi) po kratkém tivodu do problematiky ulozeno, kde a co pfesné ma
nastudovat. Nékdy nasleduji dalsi doporuceni, naptiklad co dalsitho by bylo dobré si precist. Ve
vétsiné piipadi je ulozeno studium z knihy [5]:

Jifi Matousek, Jaroslav Nesetiil: Kapitoly z diskrétni matematiky. Nakladatelstvi Karolinum,
Praha 2002.

Jde o vybornou knihu, ktera jiz vysla v nékolika vydéanich (naposled, pokud vim, roku 2010).
O kvalité knihy svédci také fakt, ze byla prelozena do anglictiny a pod nazvem Invitation to
Discrete Mathematics také jiz vysla nejméné ve dvou vydanich. Milovnici anglického jazyka (a
matematické angli¢tiny) mohou tedy studovat z anglického prekladu.

V jednom piipadé je ¢tenéfi uloZeno studium z knihy [2]:

Eduard Fuchs: Diskrétni matematika pro ucitele. Masarykova univerzita, Brno 2011.
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Prosim c¢tenafe, aby vzal v tivahu, Ze toto je prvni verze studijni opory — v budoucnu bude
jesté opravovana, upravovana, vylepSovana.
Jednotlivé ¢iselné obory budeme znacit nasledovné:

e N — mnozina vSech pfirozenych ¢isel, N = {0,1,2,3,...}

e 7 — mnozina vSech celych ¢isel, Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
¢ Q — mnozina vSech raciondlnich ¢isel, Q = {%| a,b € Z,b # 0}

e R — mnozina vSech realnych cisel

e C — mnozina v8ech komplexnich ¢isel, C = {a + bi| a,b € R}

Ptipomenme: Pro mnoziny A, B zapis A C B znamend, ze mnozina A je podmnozinou
mnoziny B (tedy: pro kazdy prvek = € A plati, ze x € B). Zapis A C B znamend, ze A C B a
soucasné A # B.

Plati:

)cNCZcQcRcC
Také budeme pouzivat nasledujici znaceni:
e 7" — mnozina vSech kladnych celych ¢isel, Z* = {x € Z| x > 0}
e 7~ — mnozina vSech zapornych celych ¢isel, Z~ = {z € Z| x < 0}
e Q' — mnozina v8ech kladnych racionélnich ¢isel, Q* = {z € Q| x > 0}
e Q~ — mnozina v8ech zapornych racionélnich ¢isel, Q~ = {x € Q| = < 0}
e R* — mnozina vSech kladnych redlnych ¢isel, Rt = {x € R| z > 0}

e R~ — mnozina vSech zapornych redlnych ¢isel, R~ = {z € R| = < 0}

2 Kombinatorické pocitani

Jestlize A je konecna mnozina, pak |A| znaé¢i pocet prvki mnoziny A. Pocet prvki mnoziny A
téZ nazyvame mohutnost mnoziny A ¢i kardinalita mnoziny A. Napriklad

0] =0, [{1.2,3,4,5}| =5, {z €Z| —4<z<11}|=15



2.1 Pocet podmnozin

Necht A je mnozina. Symbolem P(A) ozna¢ime mnozinu vSech podmnozin mnoziny A. Mnozina
P(A) se nazyva potence mnoziny A nebo potenéni mnozina mnoziny A. Napiiklad

0) = {0}

{a}) = {0, {a}}

{a,b}) = {0, {a}, {b},{a, b}}

{a,b,¢}) = {0, {a}, {0}, {c},{a, b}, {a,c}, {b,c}, {a, b, c}}

Predpokladejme, Ze mnozina A je konecnd a ma n prvki (n € N). Kolik podmnoZin mé
mnozina A? Neboli: Jaka je mohutnost mnoziny P(A)?
Pted chvili uvedené piiklady nam poskytuji tyto informace:

o P
o P
o P
o P

pocet prvki ‘ 0 ‘ 1
pocet podmnozin ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 8

Vsimnéme si, Ze ve spodnim fadku tabulky jsme dostali mocniny ¢&isla 2: 20, 21,22 23, To
nas vede k vysloveni hypotézy: Mnozina s n prvky ma 2" podmnozin. Toto tvrzeni vskutku
plati.

Véta 2.1.1. Necht A je koneénd mnozina s n prvky (n € N), tj. |A| = n. Pak mnoZina A md
2" podmnozin, tj. |P(A)| = 2" = 2/4l,

DUKAzZ. Pouzijeme indukci — viz tabuli na pfednasce nebo [5], Tvrzeni 2.1.2 (strana 54). Jiny
dikaz (bez indukce) naznac¢ime v dalsi ¢asti.

Cvideni.

1. Nechf A je kone¢né neprazdnd mnozina s n prvky. Necht a € A. Urcete pocet vSech
podmnozin mnoziny A obsahujicich prvek a.

2. Nechtf A je kone¢nd neprazdnid mnozina s n prvky. DokaZte, Ze mnoZina A ma 27!
podmnozin s lichym poé¢tem prvkii a 2"~! podmnozin se sudym poc¢tem prvki.



2.2 Pocet posloupnosti

Jsou dany tfi prvky, napriklad a, b, c.

Kolik existuje posloupnosti délky 0 sestavenych ze t¥i danych prvka? Takova posloupnost
je pouze jedna, totiz prazdna.

Kolik existuje posloupnosti délky 1 sestavenych ze tii danych prvka? Takové posloupnosti
jsou trfi, totiz a, b, c.

Kolik existuje posloupnosti délky 2 sestavenych ze t¥i danych prvka? Takovych posloupnosti
je devét, totiz aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc.

V otazkach bychom mohli pokracovat. Obecnou situaci fesi nasledujici véta.

Véta 2.2.1. Necht k, n jsou celd ¢isla, k > 0, n > 0. Necht je ddno k prvki. Pocet vsech
posloupnosti délky n sestavenych z k danych prvki je roven k™.

DUKAZ. Necht je ddno k prvku: ay, as,. .., a;. DokdZzeme, Ze pocet vSech posloupnosti délky n
sestavenych z prvkid aq, as, ..., a; je roven k™. Postupujme indukci vzhledem k n.

1. n = 0: Existuje 1 posloupnost délky 0, totiz prazdna. A také 2° = 1.

2. n > 0: Predpokladejme, Ze pocet vSech posloupnosti délky n — 1 sestavenych z prvki

ai, as, ..., a; je roven k" 1. Necht jsou to posloupnosti p1, pa, . .., p, kde I = k"1, Z prvki
ai,as, ..., a nyni sestavime vSechny posloupnosti délky n. Dostaneme tyto posloupnosti:
pia1 p1a2 p1az ... piag
p2a1 p2a2 p2a3 ... P2aj
psai psaz psas ... p3ag
piar paz pas ... pPiag

Vidime, Ze pocet sestavenych posloupnosti je roven [ - k = k"1 - k = k™.

Piiklad. Necht A je kone¢na neprazdna mnozina s n prvky, A = {ay, as, ..., a,}. Podmnoziny
mnoziny A jednoznacné zakddujeme pomoci posloupnosti délky n sestavenych z prvkia 0,1.
Podmnoziné B C A prifadime posloupnost x5 ...z, definovanou nasledovné:

xi:{o a; ¢ B

1 CLZ‘EB

Ukazme si to na ptikladu mnoziny A = {ay, as, az}.



podmnozina: | posloupnost:
0 000
{a1} 100
{as} 010
{as} 001
{a1, a2} 110
{a1, a3} 101
{(Ig, a3} 011
{ai, as, a3} 111

Vratme se k obecnému pripadu. Definovali jsme vzajemné jednoznac¢nou korespondenci mezi
vSemi podmnozinami mnoziny A a vsemi posloupnostmi délky n sestavenymi z prvka 0,1.
Takze: Pocet vsech podmnozin konecné neprazdné mnoziny A s n prvky je roven poc¢tu vSech
posloupnosti délky n sestavenych ze dvou prvkt 0 a 1. A tento pocet, jak jiz vime, je roven 2".
Odvodili jsme, Ze |P(A)| = 2" = 2141,

Vétu 2.2.1 1ze zobecnit.

Véta 2.2.2. Necht n, ki, ks, ..., k, jsou kladnd celd c¢isla. Pocet vSech posloupnosti délky n
takovych, Ze na prvnim misté je nektery z ki dangch prvki, na druhém misté je nektery z ko
dangch proki, ..., na n-tém misté je nektery z k, danych prvkid, je roven kiks...k,.

DUKAZ. Indukci vzhledem k n. Pro n =1 je jasné, Ze existuje k; posloupnosti délky 1 sestave-
nych z k; danych prvki. Pro n > 1 zopakujeme argument z ptipadu n > 0 v dikazu véty 2.2.1.

Cvideni.

1. Ve sportovnim obchodé maji tricka 5 rtznych barev, trenyrky 4 rtiznych barev a pary
ponozek 3 ruznych barev. Kolik drest z nich mtzeme sestavit? (Dres tvori jedno tricko,
jedny trenyrky a jeden par ponozek.)

2. Héazeme dvakrat kostkou. Kolik rtznych vysledki existuje? (Padne-li 3 po 2, pak je to
néco jiného, nez kdyz padne 2 po 3.)

3. Méme 20 rtaznych darki, které chceme rozdélit mezi 12 déti. Nepozaduje se, aby kazdé dité
néco dostalo. Muze se také stat, ze vSechny darky dame jednomu ditéti. Kolika zpiisoby
muzeme darky rozdeélit?

4. Mame 20 druhti dark®; nyni mame libovolné velky pocet darkt kazdého druhu. Chceme
dat darky 12 détem. Opét se nepozaduje, aby kazdé dité néco dostalo. Avsak zadné dité
nemuze dostat dvé ¢i vice kopii téhoz darku. Kolika zptisoby mtzeme darky rozdélit?



2.3 Prosta zobrazeni a permutace

Necht A, B jsou mnoziny, f : A — B je zobrazeni. Pfipomenme, Ze zobrazeni f se nazyva
prosté (injektivni, injekce), pokud pro vSechna z,y € A plati: jestlize x # y, pak f(z) # f(y).
Zobrazeni f se nazyva na (surjektivni, surjekce), pokud pro kazdé y € B existuje x € A
takové, ze f(x) = y. Zobrazeni f se nazyva vzajemné jednoznacné (bijektivni, bijekce), pokud
je soucasné prosté a na. Predpokladejme, Ze mnoziny A, B jsou kone¢né a neprazdné. Budeme
se nyni zabyvat otazkou, kolik existuje prostych zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.

Véta 2.3.1. Necht A, B jsou konecné neprazdné mnozZiny, |A| = k, |B| = n. Pocet viech
prostych zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B je roven

nn—1)...(n—(k—=1)=nn—-1)...(n—k+1)

DUKAZ. Indukei vzhledem ke k. Necht A = {aq,as,...,ax}, B ={b1,bs,...,b,}.

1. k=1:Souwtin n(n—1)...(n— (k—1)) ma jeden ¢initel a je roven n. A opravdu, existuje
celkem n prostych zobrazeni mnoziny A do mnoziny B — prvni zobrazuje prvek a; na by,
druhé zobrazuje prvek a; na by, atd.

2. 1 < k < n: Pocet vSech prostych zobrazeni mnoziny A do mnoziny B ozna¢me p. Pro
Jj € {1,2,...,n} ozna¢me p; pocet vSech prostych zobrazeni mnoziny A do mnoziny B
takovych, Ze prvek a;, se zobrazi na prvek b;. Je p = p; +ps+ - - -+ p,. Déle si uvédomme,
ze p; je rovno poctu vSech prostych zobrazeni mnoziny A — {a;} do mnoziny B — {b;}.
Ovsem |A —{ar}| =k —1>0,|B—{bj}| =n—-12>k—1>0, takze dle indukéniho
pfedpokladu je p; =(n—1)...((n—1) = (k—2)) =(n—1)...(n — k+ 1). Mame tedy

p=pr+p+--F+p,=n-(n—1)...(n—k+1).
3.k>nJen>0,0>n—k+1,takzen(n —1)...(n —k + 1) = 0. A zfejmé neexistuje

zédné prosté zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.

Vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny A na mnozinu A se nazyva permutace mnoziny
A. Necht A je koneéné neprazdna mnozina, |A| = n, A = {ay, as, ..., a,}. Permutaci p mnoZiny
A Casto zapisujeme ve tvaru

p= ( aq a9 e Ay, )
plar) plaz) ... plan)
¢i pouze p(aq)p(as) . ..p(ay,). VypiSeme napiiklad vSechny permutace mnoziny {a, b, c}:

abe, acb, cba, bac, bea, cab



Pro kladné celé ¢islo n definujeme hodnotu n! (¢teme ”n faktorial”) nasledovné:
nl=n-(n—1)---2-1
Dale jesté klademe 0! = 1. Takze napiiklad 10! =10-9-8-7-6-5-4-3-2 -1 = 3628800.

Véta 2.3.2. Necht A je konecnd neprazdna mnoZina, |A| = n. Pocet vsech permutaci mnoZiny
A je roven n!.

DUKAZ. Pro zobrazeni f : A — A plati: f je vzdjemné jednoznacné pravé tehdy, kdyz f
je prosté. Proto je pocet vSech permutaci mnoziny A roven poctu vSech prostych zobrazeni
mnoziny A do mnoziny A, a ten je dle Véty 2.3.1 roven n(n —1)...(n — (n—1)) =n- (n —
1)---2-1=nl

Cviceni.

1. Tancovat jde n chlapct a n divek. Kolika zpiisoby mohou spolu soucasné tancovat? Pred-
poklddame pritom, ze tancuji v parech, a to vzdy chlapec s divkou.

2. Zjistéte, jakou nejvyssi mocninou ¢isla 5 je délitelné ¢islo 50!. Kolik nul na konci bude
mit zapis ¢isla 50! v desitkové soustave?

2.4 Pocet podmnozZin dané mohutnosti

Necht n je realné ¢islo, k je celé ¢islo. Binomicky koeficient (Z) (¢teme "n nad k”) definujeme
nasledovné:

n 0 k<0
n(nfl).}%gnkarl) k>0
s 15\ 15\ _ 15\ _ 151413-12:11.10.9:.8 __ V3 _ VB(V3-1) _ 3-3
Napiiklad (1) = 0, () = 1, () = 255555501 = 6435, (%) = 455 = 2
(%) = 15:14-131211-1008 7:65:4-321:0-(-1) _ 0 _
17 17! 17! .
Véta 2.4.1. Necht A je konecnd mnozina, |A| = n. Necht k je nezdporné celé cislo. Pocet

vsech k — prvkoviych podmnoZin mnoZiny A je roven (Z)
DUkAz.
1. n=10: Je A =(. Rozlisime dva pfipady:

e k = 0: MnoZina A m4 jednu 0 — prvkovou podmnozinu, totiz (. A vskutku (8) =1.

e k£ > 0: Mnozina A neméa zadnou k — prvkovou podmnozinu. A vskutku (2) =

0-(—=1)-+(—k+1
U o



2. n > 0: Rozlisime tii pripady:

e k= 0: Mnozina A m4 jednu 0 — prvkovou podmnozinu, totiz (). A vskutku (g) =1

e 0 < k < n: Pocet vSech k — prvkovych podmnozin mnoziny A ozna¢me p. Jisté
k > 1. Mnozina A mé celkem 2" podmnozin (viz Vétu 2.1.1.), takze p < 2". Necht
Ay, Ag, ..., A, jsou vSechny k — prvkové podmnoziny mnoziny A. Polozme B =
{1,2,...,k}. Mnozinu vSech prostych zobrazeni mnoziny B do mnoziny A ozna¢me
P. Dle Véty 2.3.1. je |[P| =n(n—1)...(n —k+1). Necht f € P. Uvédomme si, ze
f(B)=Af(1),f(2),..., f(k)} je k — prvkovid podmnoZina mnoziny A. Pro celé ¢islo
i,1 <i<p,polozme P, ={f € P| f(B)=A4;}. Je P=P UP,U---UP,. Pfitom
pro celd ¢isla i,7, 1 <i<p, 1 <j<p,i#j,jeP,NP; =0 Necht i je celé ¢islo,
1 < i < p. Uvédomme si, ze pocet vSech prvki mnoziny P; je roven poc¢tu vsech
prostych zobrazeni mnoziny B na mnozinu A;, takze |P;| = k(k—1)...(k—k+1) =
k-(k—1)---1=Fk! (je |B] = |A:;| =k a pouzijeme Vétu 2.3.1.). Celkem tedy:

nn—-1)...(n—k+1) = |P|
= |[PLUPU---UDPB,|
T T
Kkl 44 k!

p
= p-k!
Tudiznin—1)...(n—k+1)=p-kl, p= w,p: (1)- A to jsme chtéli
dokazat.
e n < k: Mnozina A nema zadnou k — prvkovou podmnozinu. A (Z) = w =

0, protoze n >0>n—k + 1.

Binomické koeficienty splinuji fadu zajimavych a dtlezitych identit. TTi z nich uvadime v
nasledujici vété, dalsi prijdou pozdéji. Tyto identity se casto daji dokazat dvéma zptsoby, a to
algebraicky — pouzijeme definici binomickych koeficienti, a také kombinatoricky — pouzijeme
kombinatoricky vyznam binomickych koeficientt (viz Vétu 2.4.1.).

Véta 2.4.2.

1. Necht n je nezdporné celé ¢islo a k je celé ¢islo. Pak

2. Necht n je redlné c¢islo a k je celé€ ¢islo. Pak
n—1 . n—1\ [n
k—1 E ) \k
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3. Necht n je nezdaporné celé ¢islo. Pak
(M) (T )+ () =
0 1 n—1 n)

DUKAZ.

1. o k£ <O:

n—k (n—k)!
~onn—=1)...(k+1)
B (n—k)!
= 0

Vyuzili jsme fakt, ze n > 0> k + 1.
e k' =0: Pron =0 mame (0) = (020). Necht nyni n > 0.

e

nn—1)...(n—n+1)

n!
n(n—1)...1
- n!
n!
ol
=1
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e 0 < k<n:

o k=n:

o kL >n:

(

n
n

(

)

nn—1)...(n—k+1)

k!
nn—1)...(n—k+1)(n—k)...
Elln—Fk)...1
nn—1)...(k+1k...1
kl(n — k)!
nn—1)...(k+1) -k
kl(n —k)!
nn—1)...(k+1)
(n—k)!

nn—1)...(n—(n—Fk)+1)

(n—k)!
(" 0)

nn—1)...(n—k+1)
k!

= 0

Vyuzili jsme fakt ze n > 0>n—k + 1.

(b24) =

Vyuzili jsme fakt, ze n — k < 0.

 (

n—1
-1

(o) + () =0+0=0,(}) =0
)+ (") =0+1=1, () =1
) (T =R e =T (= 1) =

12

) = 1 (to jsme jiz pocitali pro n > 0, pro n = 0 je to jasné), (nfn) = (") =1



o 1 < k:

(n—l)+(n—1) (n=1).. (=)= (k=1)+1)

ko1 k (k- 1)
+(n—1)...((7;!—1)—k+1)

_ (n—l)...(n—k+1)+(n—l)...(n—k)

(k—1)! k!
=1, (n—=k+1)-k (n—-1)...n—k+1)(n—k)
- k- (k—1) - i
_ =) (k4 D[E+ (n— k)

k!

 (n=1)...(n—k+1)-n
B k!

nn—1)...(n—k+1)

N

3. Rovnost dokazeme s vyuZitim kombinatorického vyznamu binomického koeficientu. Necht
A je mnozina, |A| = n. Necht & je nezédporné celé ¢islo. Dle Véty 2.4.1. je (Z) rovno poctu
vsech k — prvkovych podmnozin mnoziny A. Mnozina A ma podmnoziny mohutnosti 0, 1,
...,n. Pocet vSech podmnozin mnoziny A je tedy roven (8) + (71‘) +... (Z) Ovsem pocet
viech podmnoZzin mnoZiny A je také roven 2" (viz Vétu 2.1.1.), takze (7) + (1) +... (%) =
2", coz jsme chtéli dokazat.

Cviceni.
1. Urcete hodnoty (Z) pron € {0,1,2,3,4,5} a k € Z.

2. Necht n je kladné celé ¢islo. Podle definice binomického koeficientu vypoctéte hodnoty
(Z) pro k =0,1,n — 1,n a vysledky vysvétlete pomoci kombinatorického vyznamu ¢isla
L)

3. Necht n, k jsou celd ¢isla, 0 < k < n. Dokazte vztah (Z) = (nﬁk) s vyuzitim kombinato-
rického vyznamu obou stran rovnosti.

4. Necht n a k jsou kladna celd ¢isla. Dokazte vztah (Zj) - (”;1) = (}) s vyuzitim kombi-
natorického vyznamu obou stran rovnosti.

5. Necht n je redlné ¢islo a k je celé ¢islo, k # 0. Dokazte: (Z) =2. ("71).
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3 Kombinatorické prostiedky

3.1 Indukce

vvvvvv

diskrétni matematiky.

Jiz na zdkladni skole (nebo jesté diive?) jsme pracovali s uspofddanim pfirozenych ¢isel:

0<1<2<3<....Usporadani prirozenych cisel je dobré - tvrdi to

Princip dobrého usporadani:
Kazda neprazdna podmnozina mnoziny N mé nejmensi prvek.

Poznamka. Princip dobrého uspotradani lze formulovat také pro mnozinu Z. Jestlize S C Z,

S #, S je zdola omezend, pak S mé nejmensi prvek.
Princip dobrého uspotadani je ekvivalentni s principem indukce.

Princip indukce:
Necht S C N. Predpokladejme, Ze S spliiuje

1.0esS
2. (vneN)neS=n+1€eS
Pak S = N.

Z principu dobrého usporadani plyne princip indukce:
Necht S C N, S spliiuje

1.0esS
2. (\neN)neS=n+1¢€eS

Chceme: S = N.

Predpokladejme, ze S # N. Polozme T =N —S. Je T C N, T # () (jelikoz S
Dle principu dobrého uspofadani existuje @ = min7". Protoze a € T, a ¢ S, a
0 € S). Pak existuje b € N, a = b+ 1. Jsou dvé moznosti, obé daji spor:

C
4

e b S:PakbeT, a<b b+1<b,1<0, spor.

e be S:Pakb+1€S5,a€esb, spor.
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Nutné tedy S = N. To jsme chtéli.
Z principu indukce plyne princip dobrého usporadani. To dokazovat nebudeme.

Princip dobrého usporadani a princip indukce jsou axiomy — podstatné charakte-
rizuji pfirozend cisla.

Princip indukce se ¢asto pouziva k dukazu tvrzeni o pfirozenych ¢islech.
Necht pro kazdé n € N je dano tvrzeni P(n).
Ukéazeme:

1. P(0) (plati, je pravdivé)
2. (YneN) P(n) = P(n+1)
Pak P(n) plati pro vSechna n € N.

Proc¢ to tak je? Proc¢ to funguje? Ke zdivodnéni pouzijeme princip indukce.
Bud S = {n € N| P(n)}, tj. S je mnozina vSech pfirozenych ¢isel n, pro néz plati P(n). Je
S C N. Dale,

1. 0 € S, protoze P(0) plati

2. (VWneN)neS=n+1€S
Zdavodnéni: Bud n € N, n € S. Takze P(n) plati. Pak ovSem P(n+ 1) plati, n+1 € S.

Méame tedy:
1.0esS
2. (VWneN)neS=n+1€S
Princip indukce dava S = N, {n € N| P(n)} = N, P(n) plati pro vSechna n € N.

Poznamka. Obdobné postupujeme v pripadé, kdy a € Z a pro kazdé n € Z, a < n, je ddno
tvrzeni P(n). Chceme dokézat, ze P(n) plati pro kazdé n € Z, a < n. Dtikaz lze udélat tak, ze
ukazeme dveé véci:

1. P(a) plati
2. (\neZ)a<nAP(n)= P(n+1)

Princip dobrého usporadéani (a tedy také princip indukce) je ekvivalentni s nasledujicim
principem:

Princip silné indukce:
Necht pro kazdé n € N je dano tvrzeni P(n). Pfedpoklddejme, Ze
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1. P(0) plati (je pravdivé)
2. (\neN)PO)AP(L)A---ANP(n)= P(n+1)
Pak P(n) plati pro vSechna n € N.

Kdy pouzijeme princip silné indukce? MuzZe se stét, Ze k dtikazu tvrzeni P(n+1) potfebujeme
predpokladat nejen pravdivost tvrzeni P(n), ale tieba také pravdivost tvrzeni P(n — 1) — to
je napriklad typické pro diikkazy tvrzeni o Fibonacciho ¢islech, jelikoz kazdé Fibonacciho ¢islo
(kromé nultého a prvniho) je souc¢tem dvou Fibonacciho ¢isel pfedchozich, tj. F, 11 = F,+F,_1;
s Fibonacciho ¢isly se jiz brzy sezndmime podrobnéji.

Dtikazy indukci maji rizné ekvivalentni varianty. Casto misto od P(n) k P(n + 1) postu-
pujeme od P(n — 1) k P(n), tedy, pfesnéji feceno, dokazujeme dvé véci:

1. P(0)
2. (YneZ") P(n—1) = P(n)

Indukce je technika dokazovani tvrzeni P(n) o pfirozenych ¢islech (&i o celych ¢islech n, kde
a < n pro néjaké dané celé ¢islo a). Nejdiive vAm musi nékdo (tfeba vyucujici) dat P(n) a
pokyn ”Dokazte, ze pro vSechna ptirozena ¢isla n plati P(n)!”. Jisté, tento pokyn se vam ¢asto
nebude libit (napfiklad v pisemce). Nebo sami ptijdete k tomu, Ze by se hodilo néco dokazat
indukci. Pri jaké prilezitosti? Indukce neni technika objevovani. Néjak, tfeba zkoumanim mnoha
konkrétnich pfipadi, stanovite hypotézu ”Pro vSechna piirozena ¢isla n plati tvrzeni P(n).”a
pak teprve se indukci pokusite dokazat jeji platnost. Jeden maly a jednoduchy konkrétni priklad
si ted uvedeme.

Priklad. Zkoumejme soucty po sobé jdoucich lichych ¢isel, poc¢inaje ¢islem 1:

1 =1

143 = 4

1+3+5 = 9
1+3+54+7 = 16
1+3+5+7+9 = 25

Myslim, Ze hypotéza se ihned nabizi: Soucet prvnich n lichych &isel je roven n?. Hypotézu se
pokusime dokézat. Nabizi se indukce, protoze se jedna o tvrzeni o prirozenych c¢islech. Nejdiive
bychom vsak méli hypotézu poradné napsat. Ziejmé n—té kladné sudé ¢islo je 2n a prvni kladné
liché ¢islo tésné predchazi prvni sudé ¢islo (1 je 2 — 1), takze n—té liché ¢islo (bereme ted v
tvahu pouze kladné celd ¢isla) je rovno 2n — 1. Nyni jiz mizeme zformulovat nasi hypotézu:
Necht P(n) je tvrzeni
1+3+-+(2n—1)=n?
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Nase hypotéza H tedy tvrdi: P(n) plati pro vSechna kladna cela ¢isla n.
Ted se muzeme pokusit o dikaz hypotézy H indukci. Postupujeme ve dvou krocich:

1.

P(1): 1 =12 — to ziejmé plati

2. (VvneZ)1<nAP(n)= P(n+1): Necht n je kladné celé ¢islo, pro néz plati P(n), tj

1+3+---+(2n—1) = n% Chceme ukézat, ze plati P(n+1),tj. 1+3+---+ (2n—1) +
(2n + 1) = (n + 1)2. Pocitejme:

143+ +2n—-1)+2n+1) = 1+34+---+2n—1)]+2n+1)
= n*+(2n+1)
= n’+2n+1
(n+1)°

Pii vypoctu jsme jednou pouzili informaci, ze plati P(n) — najdete to misto? Vypoctem
jsme tedy ukdzali, e 1 +3+---+ (2n — 1)+ (2n + 1) = (n + 1)2, tedy ukdzali jsme, Ze
plati P(n +1).

Nyni si mtzeme byt jisti, Ze nase hypotéza H opravdu plati — dokézali jsme ji indukci. Neni to
jiz hypotéza, ale je to dokdzany matematicky poznatek (véta).

vvvvvv

Vaznym pokusem o axiomatizaci struktury N je Peanova aritmetika PA. Studium Peanovy
aritmetiky patii predevsim do logiky. Pristupné jsou zaklady teorie PA vyloZeny v kapitole
V Pfirozend ¢isla v ucebnici [1]. Zajemce o podrobnéjsi a hlubsi studium Peanovy aritmetiky
mohu odkéazat na knihu [6], pfedevsim na kapitolu 4 Peanova a Robinsonova aritmetika.

Cvideni.

1.

Zformulujme princip dobrého usporadani pro mnozinu Q: Jestlize S C Q, S # 0, S je zdola
omezend, pak S ma nejmensi prvek. Ukazte na ptikladu (véetné fadného zdivodnéni), Ze
tento ”princip”’neplati.

Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati
0% +1% 4 = Y E=-n’(n+1)
0<k<n

Dokazte, ze pro kazdé celé cislo n, 1 < n, plati

1
v 1<k<

+
Sl
+
Sl-

1
ﬁ

n
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4. Dokazte, ze pro kazdé celé cislo n, 4 < n, plati
" > p?
5. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati
6/n® + 11n

Poznamka: Pro a,b € Z zapis a/b znamené (Iq € Z) b = qa.

6. Fibonacciho ¢isla F,, n € N, jsou definovana nasledovné:
Fy=0 Fi=1, F,=F, 1+ F, opron>2
Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n plati

Fn S ¢n—1

Poznamka: Zde ¢ = 1+2‘/5. Pravdépodobné pouzijete princip silné indukce.

7. Je F? + F?,, vzdy Fibonacciho ¢slem? Odpovéd zdivodnéte. Pozndmka: Toto je tloha
pro vyzkumniky. Nejdiive si vytvorte hypotézu.

3.2 Porovnavani a odhady cisel

Je pékné, kdyz mame formule pro pocet jistych objektt (vime napiiklad, Ze existuje presné n!
tfeba pribliznou) pfedstavu o tom, jak velky tento pocet je. Napiiklad, kolik ¢islic ma ¢islo
100!? Takovym otazkam se budete vénovat v této kapitole.

Ukol. Prostudujte kapitolu 2.4 Odhady funkci: faktorial a také kapitolu 2.5 Odhady: bimomické
koeficienty. Uvedené kapitoly najdete v knize [5]. V obou kapitolach najdete cviceni, na konci
knihy pak navody k (nékterym) cvicenim.

3.3 Princip inkluze a exkluze

Mame déany dvé konefné mnoziny, tfeba A a B, a vime také, kolik maji prvki (zndme |A|
a |B]). Chceme uréit pocet prvkt mnoziny A U B, tedy |A U B|. Jako prvni by nas mohlo
napadnout, ze |[A U B| = |A| + |B|. Brzy vsak zjistime, Ze to tak byt nemusi. Uvazme napii-
klad mnoziny A = {1,2,3,4,5,6}, B = {4,5,6,7,8,9,10}. Pak |A| = 6, |B| = 7, AUB =
{1,2,3,4,5,6,4,5,6,7,8,9,10} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, takie |A| + |B| = 6 + 7 = 13,
|AU B| = 10. Cisla 4,5,6 (&isla patiici do AN B) jsou v |A| + |B| zapo¢itdna dvakrat. Po
chvili pfemysleni bychom jisté pfisli na to, ze pro jakékoli kone¢né mnoziny A, B plati:

|AUB| = |A|+ |B|—-|AN B|
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Vidime, Ze k urc¢eni mohutnosti mnoziny A U B nestaci znat pouze mohutnosti mnozin A a B,
ale také mohutnost mnoziny A N B.

Princip inkluze a exkluze fesi popsanou tlohu obecné. Pouziva se v situaci, kdy chceme
ur¢it mohutnost sjednoceni konecného poctu kone¢nych mnozin, a zname pfitom mohutnosti
vSech moznych priniki.

Ukol. Prostudujte kapitolu 2.6 Princip inkluze a exkluze v knize [5].

Poznamka. Cela fada aplikaci principu inkluze a exkluze je uvedena v knize [3] v kapitole
1, paragrafu 6 Princip inkluze a exkluze. Najdete tam také hodné cviceni, pricemz navody a
odpovédi ke cvi¢enim jsou v paragrafu 10.

3.4 Dirichlettv princip

Véta 3.4.1. (Dirichletuv princip) Necht Ay, As, ..., A, jsou mnoZiny (n je kladné celé ¢islo).
Necht k je nezdporné celé ¢islo, B je konecnd mnoZina, |B| > nk, B C AjUAyU---UA,. Pak
existuje celé ¢islo i, 1 <i <mn, takové, Ze |BN A;| > k.

DUKAZ. Postupujme sporem. Predpokladejme, Ze pro vSechna celd ¢isla i, 1 < i < n, je
|B N A;| < k. Pocitejme:

|IB| = |BN(AjUAU---UA,)]
(BNA)U(BNA)U---U(BNA,)|

< |IBNAi|4+|BNAy|+---+|BNA,|
< k+k+---+k
= nk

Méame tedy |B| < nk, coZ je spor.

Véta 3.4.1. se nazyva Dirichletiiv princip. Bez velkého mnozstvi matematickych symboli
jej muzeme vyslovit nasledovné: Mame déno n piihradek (to jsou mnoziny A, A, ..., A,),
déle méme konecné mnoho objektt (to jsou prvky mnoziny B), pfi¢emZ téchto objekti je
vice nez nk (kde k je nezaporné celé ¢islo). Objekty jsou rozmistény do danych n piihradek
(BC A UAyU---UA,). Pak v aspon jedné piihradce je vice nez k objektt (|B N A;| > k pro
néjaké celé ¢islo i, 1 < i < n).

Povsimnéme si, ze jeden objekt se muze nachéazet ve vice ptrihradkach sou¢asné (nepozadu-
jeme, aby mnoziny Ay, Ay, ..., A, byly vzadjemné disjunktni).

Dirichletiv princip se také nazyva ptihradkovy princip (rozdélujeme objekty do pfihradek)
nebo téz princip holubniku.

Pouziti Dirichletova principu ukazeme na dvou ptikladech.
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Priklad. Je ddna mnozina deseti kladnych celych ¢isel mensich nez 100. Dokazeme, ze existuji
dvé disjunktni neprazdné podmnoziny této mnoziny se stejnym souctem svych prvkid. Danou
mnozinu deseti kladnych celych ¢isel ozna¢me M. Pro kone¢nou neprazdnou mnozinu celych
¢isel T' ozna¢me S(T') soucet vSech jejich prvki. Necht B je mnozina vSech neprazdnych podm-
nozin mnoziny M. ProT € Bjel < S(T), S(T) < 904+914924+93+94+95+96+97+98+99 =
945. Pro celé ¢islo i, 1 < i < 945, polozme A; = {T € B| S(T) =i}. Je B C AjUAU---UAg;s.
Je |B| = 2! — 1 = 1023 (viz Vétu 2.1.1.). Takze |B| > 945 - 1. Podle Dirichletova principu
existuje celé ¢islo ¢, 1 <7 <945, |BNA;| > 1. Existuji tedy C,D € BNA;,C # D.JeC C M,
C#0,DCM,D=#0, SC)=1 S(D) =1, S(C) = S(D). Jestlize C N D = (), pak jsme
hotovi (C, D jsou dvé neprazdné disjunktni podmnoziny mnoziny M se stejnym souctem svych
prvkil). Zbyva jesté piipad, kdy C N D # (). Jistés CND C C, CN D C D. Predpokladejme, Ze
CND=C.Pak C C D, takze C C D, S(C)=S(D)=S(CuU(D—-C))=S(C)+ S(D—-C),
S(C)=8(C)+S(D—-C), S(D—-C) = 0; to je vSak spor, protoze D — C' je kone¢na neprazdna
mnozina kladnych celych ¢isel. Nutné tedy C' N D C C. Obdobné lze ukazat, ze C N D C D.
Polozme E=C - (CND), F=D—-(CND).JeENF=0E##F, ECM,E#0, F C M,
F#0,S(FE)=S5(C)-S(CnD)=S8(D)—-S(CnND)=S(F). Jsou tedy E, F' dvé neprazdné

disjunktni podmnoziny mnoziny M se stejnym souctem svych prvki.

Priklad. Ve ¢tverci @) se stranou délky 2 je dano pét bodu. Ukazeme, Ze z danych péti bodi
lze vybrat dva, jejichz vzdalenost je nejvyse /2. Stfedem &tverce Q vedeme rovnobézky se
stranami ¢tverce () a tak jej rozdélime na ¢tyfi Ctverce se stranou délky 1 — oznacme je )y,
Q2, Q3 a Q4. Pro i € {1,2,3,4} ozna¢me A; mnozinu vSech bodi ¢tverce ();. Mnozinu danych
péti bodi oznaéme B. Je B C A; U Ay U A3 U Ay a také |B| > 4 - 1. Dle Dirichletova principu
existuje 1 € {1,2,3,4} tak, ze |B N A;| > 1. Existuji tedy body S,T € BN A;, S # T. Staci
dokézat, 7e vzdalenost bodtt S, T je nejvyse v/2. Mame S, T € A;. Lze predpokladat, Ze vrcholy
¢tverce (Q; maji soufadnice (0,0), (0,1), (1,0) a (1,1). Necht S = (s1,52), T = (t1,t2). Je
distance(S,T) = \/(s1 —t1)2 + (s2 — t2)2 = \/|s1 — t1]> + [sa — 22 < V12 + 12 = V2.

Cvideni.

1. Nechf n je kladné celé ¢islo. Je ddna mnozina n + 1 kladnych celych ¢isel, z nichz zadné
neni vétsi nez 2n. Dokazte: v dané mnoziné existuji takova dvé cisla, ze jedno z nich je
délitelem druhého.

2. Necht S je ¢tverec se stranou délky 2. Dokazte, Ze z libovolnyvh deviti bodi lezicich v .S
lze vybrat takové tii, které lezi na jedné primce nebo jsou vrcholy trojihelnika s obsahem
nejvyse 1.
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4 Binomické koeficienty a Pascaluv trojuhelnik

4.1 Binomicka véta

Binomicka véta se tyka umocnovani dvojclenu, tedy binomu. Ve formulaci binomické véty se
vyskytuje suma (Z) xFy"F v niZ se séita pres viechna celd ¢isla k, a n je nezdporné celé
¢islo. Zda se tedy, ze se jedna o nekonecny soucet. Pfipomenme vsak, ze (Z) = 0 pro vSechna
redlnd ¢isla n a v8echna zaporna celd ¢isla k (tak je to stanoveno piimo v definici binomickych
koeficienti1). Déale, necht n je nezdporné celé ¢islo a k je celé ¢islo takové, ze n < k. Pak

(n) =1 n—k+1)

k k!

protoze n, (n — 1),...,(n — k + 1) je klesajici posloupnost celych ¢isel an >0 >n —k + 1.
Zdtvodnili jsme, ze pro vSechna nezaporna celé ¢isla n je

zk: (:) ghynh = O;k;n (Z) kg h

Zapamatujte si prosim, ze (Z) = 0 pro vsSechna nezaporna celéd cisla n a vsSechna cela cisla k
takova, ze k > n.
Nyni jiz konec¢né vyslovime binomickou vétu.

Véta 4.1.1. (Binomicka véta) Pro vSechna nezdpornd celd ¢isla n plati:

(z+y)" =) (Z) T

k

DUKAZ. Indukei:
Lon=0: (z49)" =1, 3, ()" " = Cocpey (™" = (2% " =1-1-1=1
2. n > 0: Dle indukéniho pfedpokladu je (z +y)" ' =", ("gl)xky("*l)*k. Pocitejme:
(+y)" = @+y)l@+y)"’

= @ty Y (” . 1)xky<n—l>—k

k
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V prvni sumé nyni polozme | = k+ 1 (tedy k =1 —1) a uvédomme si, ze k € Z < | € Z,
a pokrac¢ujme ve vypoctu:

o = (B ()

IEZ keZ

B ()
g ()
e (1))

Spocitali jsme tedy, ze (z +y)" = >, () z"y" .

Vidime, Ze v binomické vété (o umoctiovani binomu) hraji dilezitou roli binomické koefici-
enty — odtud pochazi jejich nazev.

Binomickou vétu mutzeme pouzit k odvozeni fady identit tykajicich se binomickych koefici-
entl. Napriklad dosazenim x = y = 1 dostaneme

# 2 (0)=0) 0 ) ()

(n je libovolné nezaporné celé ¢islo). Tuto identitu jsme dokazali ve Vété 2.4.2.
Cviceni.

1. Dokazte identitu

D ()-()- () ) ()

(n je kladné celé ¢islo).
2. Identita ze cviceni 1 je zfejma pro licha n. Proc?

3. Pouzijte kombinatoricky vyznam binomickych koeficient a dokazte identitu ze cviceni 1.
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4.2 Pascaluv trojahelnik

Pascaliv trojihelnik je rovinné schéma, v némz jsou systematicky zaznamenany hodnoty (Z)
pro vSechna celd ¢isla n a k. (Nejsou v ném tedy vSechny binomické koeficienty, protoze (Z) je
definovano také pro neceld redlna ¢isla n.) Popisme Pascaliv trojihelnik podrobnéji.

Pascaltiv trojuhelnik je nekone¢néd Sachovnice, v niz kazdé pole je jednoznacné urceno
usporadanou dvojici celych ¢isel (n,k) — n je ¢islo fadku, k je ¢islo sloupce. V poli se sou-
Fadnicemi (n, k) je uloZena hodnota binomického koeficientu (7).

Jelikoz (8) = 1 pro vSechna n, obsahuje nulty sloupec Pascalova trojuhelnika samé 1. A co
nulty radek? Je (2) = 0 pro vSechna nenulova k. Takze nulty fadek obsahuje samé 0 s jedinou
vyjimkou — na priseciku nultého fadku a nultého sloupce je hodnota 1.

Nalevo od nultého sloupce je Pascaltiv trojihelnik jednotvarny, protoze se tam vyskytuji
pouze nuly. K vyplnéni dalsich poli mizeme s vyhodou vyuzit identitu

n—1 n n—1\ [n
k—1 k \k
Sestavme nyni kousek Pascalova trojuhelnika, a to pro (Z), kde n, k jsou cela ¢isla, 0 < n <
9,0<k<0.

Tabulka 1

Tabulka binomickych koeficient (Pascaliav trojahelnik)

n

n

n

AR ARAROEONE
0] 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
211 2 1 0 0 0 0 0 0 0
31 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
4| 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0 0 0 0
6] 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0
711 7 21 35 35 21 7 1 0 0
81 1 8 28 56 70 56 28 8 1 0
91 1 9 36 &84 126 126 84 36 9 1

Nézev ”Pascaltv trojuhelnik”se ndm asi zda divny. Vzdyt nekonecnd Sachovnice neni troj-
uhelnik, ani Tabulka 1 neni trojuhelnik. Kde se tedy vzal ten nazev? Pascaltiv trojihelnik se
Casto sestavuje pouze pro celé ¢isla n, k, kterd splnuji 0 < k£ < n, a navic se binomicky koe-
ficient (Z) zapiSe na nasledujici fadek doprostfed pod koeficienty (Zj) a (";1) Vznikne tak
schéma, které vypada jako dole neukonceny trojuhelnik pripadné primo jako trojihelnik, pokud

hodnotu n shora omezime:
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Cvideni.

1. Rozsifte Tabulku 1 o tfi fadky smérem nahoru (n = —1, -2, —3).

4.3 Identity v Pascalové trojuahelniku
Nékteré identity uz zname:
e Necht n, k jsou libovolna celd ¢isla. Pak
n—1 n—1 n
(o)) =C)

Jestlize sec¢teme v Pascalové trojuhelniku dvé sousedni ¢isla, pak soucet najdeme tésné
pod pravym (polohou) sé¢itancem.

e Necht n je libovolné nezaporné celé ¢islo. Pak
n
="
> (3)
k

Jestlize secteme vSechna c¢isla v n-tém radku Pascalova trojihelnika, pak dostaneme cislo
2",

Vezméme napriklad n = 7:

1+74+21435+35+214+74+1=128 =27

e Necht n je kladné celé ¢islo. Pak
~1)F(") =0
()

Jestlize v n-tém tadku Pascalova trojuhelnika ¢isla stiidavé pricitame a odecitame, pak
dostaneme ¢islo 0.

Vezméme napiiklad n = 6:

1-6+15-20+15—-6+1=0
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) () = ()

Nejprve budeme opakované rozvijet prvni séitanec. Necht & je nezdporné celé ¢islo. Dosta-
neme:

Dalsi zajimavé identity ziskame opakovanym pouzitim zakladni identity (nfl) + (nﬁl) =

) = () ()
- (o) () ()
- (o) (o) G+ ()
- DG G (o) )
= (et o) Gog ) e () o)+ )
S G R G R G ) R (o R P R O

0

_ o4 n—k N n—(k—1) P n—2 N n—1 ("

N 0 1 k—2 k—1 k

 (n—k N n—(k—1) N

N 0 1
Polozime m = n — k a dostaneme

m . m+1 . m+ 2 . . m+k—1 . m+ k B m+k+1

0 1 2 E—1 k N k
Odvodili jsme nésledujici identitu:

Véta 4.3.1. Pro kazZdé redlné cislo m a kazZdé nezaporné celé cislo k plati
Z m+i\  (m . m+ 1 P m-+k—1 N m+k\ (m+k+1
, i ) \o0 1 k—1 ko) k
0<i<k

V Pascalové trojuhelniku séitdme cisla nasledovné: Zacéneme v libovolném rfadku nultého
sloupce a postupujeme diagonalné smérem doprava a doli. Vysledek pak najdeme tésné pod
poslednim sc¢itancem. Napiiklad pro m = 5 a k = 3 dostaneme

1+64+214+56 =284
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Nyni budeme opakované rozvijet druhy séitanec. Necht n je nezaporné celé ¢islo a k je celé
¢islo, k # —1. Dostaneme:

(Zi) - (D* ¢

Odvodili jsme nasledujici identitu:

Véta 4.3.2. Pro kazdé nezaporné celé ¢islo n a kaZdé celé cislo k, k # —1, plati
Zi—0+1+ n—1+n_n+1
—~ \k) \k k \ Kk k) \k+1
0<i<k

V Pascalové trojihelniku sc¢itadme cisla nasledovné: Za¢neme v nultém rfadku a k-tém sloupci
(kromé k = —1) a postupujeme ve sloupci smérem doli. Vysledek pak najdeme tésné u posled-
niho scitance, a to o jeden fadek niz a soucasné o jeden sloupec doprava. Naptiklad pro k = 4
an =9 mame

0+0+0+04+14+5+15+354+70 =126

Cvideni.

26



1. Necht n je nezdporné celé ¢islo. Urcete Y ., k* = 0% + 12 4+ 2 + ... 4+ n?. Rada: k*
vyjadiete pomoci (];) a ('f) a pouzijte vhodnou identitu s binomickymi koeficienty.

2. Necht n je nezdporné celé ¢islo. Dokazte, ze >, (2)2 = (g)2 + (?)2 +---+ (7:1)2 + (2)2 =

(25) Vyuzijte kombinatoricky vyznam binomickych koeficienti.

5 Fibonacciho ¢isla

5.1 Fibonacciho tuloha

Italsky matematik Leonardo Pisansky, znamy také jako Fibonacci (asi 1175 — 1250), studoval
nésledujici (ne pfilis realistickou) tlohu:

Farmar chova kraliky. Kazdy par kralikd zplodi jeden par, kdyz dosahne stari 2 mésici, a
pak vzdy jeden dalsi par kazdy mésic. Kralici nikdy neumiraji. Kolik part kralikd bude mit
farmar v n-tém meésici, pokud v nultém mésici nema zadny par a na konci nultého mésice
dostane jeden novorozeny krali¢i par?

Na pocest Fibonacciho oznac¢me pocet part kralikid v n-tém mésici symbolem F),.

Je Fy = 0, protoze v nultém mésici farmar nema zadny par.

Je F| = 1, protoze v prvnim mésici ma farmafr pouze par, ktery dostal koncem nultého
mésice. .

Je Fy =1, protoze ve druhém meésici mé farmar stéale jesté pouze pocatecni par — ten zatim
jesté neni v produktivnim véku.

Je F3 = 2, protoze ve tfetim mésici ma farmar pocatecni par a jeden dalsi par navic - ten
se pocatecnimu paru narodil koncem druhého mésice.

Je Fy = 3, protoze ve ¢tvrtém meésici mé farmafr dva pary kralikt, které mél béhem tietiho
mésice, a jesté jeden par navic, totiz ten, ktery se narodil poc¢atecnimu paru koncem tretiho
mésice (par narozeny koncem druhého mésice jesté potomky nema4).

Pokusme se nyni udélat obecnou tvahu. Necht n > 2. Kolik para kralikii bude mit farmar
v n-tém mésici? Jisté bude mit vSechny pary, které jiz mél v mésici ¢islo n — 1. Jesté vsak bude
mit pary nové, totiz ty, které se narodily koncem mésice ¢islo n — 1. A ty se narodily pfesné
tém parim, které jiz byly ve stari aspon dvou meésicii, coz jsou presné ty pary, které jiz mél v
prubéhu meésice cislo n — 2. Je tedy F,, = F,,_1 + F},_o.

Shrneme nyni nase zjisténi:

F():O, Flzl, Fn:Fn—1+Fn—2 pI‘O?’LZQ

Cisla F}, se nazyvaji Fibonacciho ¢&isla, posloupnost Fyy, Fy, Fs, Fs, . .. se nazyva Fibonacciho
posloupnost.

Jesté jedna tloha. Uvazme schodisté s n stupni (n je kladné celé ¢islo). Kolika zptusoby je
lze vyjit, kdyz kazdym krokem vyjdeme jeden nebo dva schody? Hledany pocet ozna¢me S,, Je
S; =1 a Sy = 2. Necht nyni n > 3. Zkusme né&jak vyjadriit S,. Jsou dvé moznosti: Posledni
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krok udélame ze schodu ¢islo n — 1 a na ten se miizeme dostat S,_; zptusoby. Nebo posledni
krok udélame ze schodu ¢islo n — 2 a na ten se miizeme dostat .S,,_o zptisoby. Celkem tedy

51:1, 82:2, Sn:Sn,l—i—Sn,gpronZiS

Na prvni pohled je zfejmé, ze ¢isla S,, maji hodné spole¢ného s Fibonacciho ¢isly: pro kazdé
celé ¢islon,n>3,je F,, = F, 1+ F, 2aS,=5,_1+ S,_2. Znamena to, ze pro kazdé kladné
celé cislo n je F,, = 5,7 Jisté ne, je tteba Fy, = 1 a S; = 2. Neni vSak tézké si vSimnout, Ze pro
kazdé kladné celé ¢islo n je S, = Fj 11

Cviceni.
1. Dokazte, ze pro vSechna kladna cela cisla n je S, = F,11.
2. Necht n je kladné celé ¢islo. Kolik ma mnozina {1,2,...,n} podmnozin, které neobsahuji

zadna dvé po sobé jdouci ¢isla?

5.2 Identity s Fibonacciho ¢éisly

Existuje cela fada zajimavych vztaht platnych pro Fibonacciho ¢isla.
Vypoctéme nejdiive hodnoty F,, pro mala n a ulozme je do tabulky.

7T 8 9 10 11 12 13 14 15
13 21 34 55 89 144 233 377 610

n |
F, |

0 1 5 6
0 1 5 8

Pokusme se nyni urcit soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel. Tento soucet oznac¢me S. Chceme
tedy urcit
S=F+FH+FK+ --+F,
Bude asi vhodné pouzit vztah F, = F,,_; + F,_», ktery plati pro n > 2. Necht tedy nejprve n
je celé cislo, n > 2. Pocitejme:

S = RW+F+E+B+F+---+F,_ +F,
= I+ B+ (P +F)+ (4 F)+ B+ )4+ (Fas + Fas) + (Fr1 + Fa)
= (Fh+Hh+EB+F+-+F, o+ F, )+ i+ (Fo+FL+F++F, 3+ F, )
= (S=F)+1+(S—(Fu1+ F)
= S—F,+1+S8—F,,
= 2S+1—(F,+ F.1)
25 4+1—F,p
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Takze S =25+ 1— F, 49, F,10 —1 = 5. Dostali jsme: Fy+---+ F,, = F,,1o — 1 pro vSechna
cela ¢isla n, n > 2. Dosazenim se presvéd¢ime, ze odvozeny vztah plati také pron =0an = 1.
Odvodili jsme tedy, Zze pro vSechna nezaporna cela ¢isla n plati

Fy+F +Fy+--+F,=F,o,—1
Napftiklad pro n = 10 méame:

O+14+14+24+3+5+8+13+21+34+55=144—-1

Ukéazeme nyni indukci, ze pro vSechna kladna cela ¢isla n plati:
Foo F, N\ (1 1Y\"
F, F,..) \10
Fa R\ (B FRY _(11\ (11}
R K,) \F F) \10) \10
2. n > 1: Pfedpokladame, ze
Fooo F, Y _ (1 1Y\"
F, F,..) \(10
Fups Fopn ) (1 1\
Fo..1 F, ~\10
1 1 n+1 B
10 N

a dokazeme, ze

Pocitejme:

. n+1 Fn
0 E, F,_
Fn+1+F F+Fn1
n+1 Fn

— n+2 Fn+1
Fn+1 Fn

Dalsi identitu dostaneme vypoctem determinantii (pfipomenme si, Ze pro ¢tvercové matice
A, B téhoz typu je |AB| = |A| - | B]):
111
10

n

= (-1

' Fn+1 FTL — Fn+1Fn_1 _ Fi,

Fn anl




Ukazali jsme tedy, ze pro vSechna kladna cela cisla n je

Fn-l—an—l - Fg = (_1)71

Napriklad pro n = 10 mame

89 -34 — 552 = (—1)*°

Cviceni.
1. Dokazte, ze pro vSechna nezaporna cela cisla n plati:

F+FE+Fy+- + F2=F,F,

2. Dokazte, ze pro kazdé nezaporné celé ¢islo n je ¢islo F3, sudé.

5.3 Formule pro Fibonacciho ¢isla

Existuje néjaka jednoduché formule, ktera vyjadii F;, jako funkci ¢isla n? V této kapitole zjistite
nejen, jak takova formule vypada, ale také se naucite obecnou metodu, pomoci které lze formuli
pro n-té Fibonacciho ¢islo najit.

Ukol. Prostudujte kapitolu 1, ¢ast 8, Reseni rekurentnich formuli v knize [2]. Alternativné
muzete prostudovat kapitolu 10.3 Fibonacciho ¢isla a zlaty fez v knize [5] — zde je formule
pro n-té Fibonacciho ¢islo nalezena pomoci vytvorujicich funkei (tedy jinak, nez v osmé ¢asti
kopitoly 1 v [2]).

6 Grafy

6.1 Definice

Zac¢neme nyni studium zakladi teorie grafii. Pod pojmem graf budeme rozumét obrazky tako-
vého typu, jako je obréazek ¢islo 1. Pojmenované krouzky budeme nazyvat vrcholy (uzly) grafu
a spojnice (na obrazku ¢islo 1 jsou to tsecky) budeme nazyvat hrany grafu. Pfitom ovSem
nebude podstatné, kde jsou vrcholy umistény ani jak hrany vypadaji, ale pouze to, zda dané
dva vrcholy hranou spojeny jsou ¢i nejsou. Asi citite, ze bude tfeba pojem graf precizovat. To
nyni udélame.

Graf je usporadana dvojice (V, E), kde V je koneénéd neprazdna mnozina a F je mnozina
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V.

Necht G = (V, E) je graf. Prvky mnoziny V se nazyvaji vrcholy (uzly) grafu G a prvky
mnoziny F se nazyvaji hrany grafu G.
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Obrazek 1
5

Jestlize G je graf, pak V(G) zna¢i mnozinu vrcholi grafu G a E(G) zna¢l mnozinu hran
grafu G.
Jestlize graf na obrazku 1 oznac¢ime G, pak

V(G) ={1,2,3,4,5}, E(G) ={{1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{4,5},{3,5}}
Uvédomme si, ze graf G lze zakreslit i jinak, napfiklad tak, jako na obrazku ¢islo 2.

Obrazek 2
5

Necht G je graf, v € V(G). Pocet vSech hran grafu G, které obsahuji vrchol v, se nazyva
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stupeni vrcholu v v grafu G a znadi se degg(v), pripadné pouze deg(v) pokud je z kontextu
jasné, jaky graf mame na mysli. Pouzivaji se i jind oznaceni stupné vrcholu, napiiklad st(v),
d(v).

Napfiiklad v grafu na obrazku ¢islo 1 je deg(l) = 2, deg(2) = 2, deg(3) = 3, deg(4) = 3 a
deg(5) = 2.

Cviceni.
1. Najdéte vSechny grafy s mnozinami vrchola {1}, {1,2} a {1,2, 3}.
2. Necht n je kladné celé ¢islo. Urcete pocet vSech grafi s mnozinou vrchola {1,2,3,...,n}.

3. Kolik existuje graft s mnozinou vrcholu {1, 2, 3,4}, pficemz dva vrcholy maji stupen 1 a
dva vrcholy maji stupen 27

4. Nakreslete graf G s mnozinou vrchola V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, pfi¢emz dva vrcholy
u,v € V, u # v, jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz ¢islo u + v je sudé.

6.2 Soucet stupni vsech vrcholi v grafu

Nyni vyslovime a dokdzeme nasi prvni vétu o grafech.
Véta 6.2.1. Soucet stupni vsech vrcholu v grafu je roven dvojndsobku poctu hran.

DUKAZ. Zvolme libovolnou neprazdnou mnozinu V. UkdZeme, Ze tvrzeni véty je pravdivé pro
kazdy graf s mnozinou vrchold V. Postupujme indukei vzhledem k poc¢tu hran.

1. Nejprve uvazujme graf bez hran, tedy graf G = (V, ). Kazdy vrchol grafu G méa stupeti
0, takze soucet stupnu vsech vrcholi grafu G je roven 0. To je vSak opravdu dvojnasobek
poc¢tu hran grafu GG, nebof pocet hran grafu G je roven 0.

2. Necht nyni G = (V, E) je graf takovy, ze E # (). Zvolme libovolné hranu e € E. Je
e = {u,v}, kde u,v € V, u # v. Uvazme graf H = (V, E — {e}). Graf H ma mnozinu
vrcholi V', avSak ma o jednu hranu méné nez graf G. Dle indukéniho pfedpokladu tedy
mame

Y degu(z) =2-|E—{e}| =2-(|E| - 1) =2 |E| -2

eV
Uvédomme si, ze degg(u) = degp(u) + 1, dege(v) = degu(v) + 1, dega(x) = degu(x) pro
vSsechna x € V| x # u, x # v. Pocitejme:
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Z dega(x) = degg(u) + degg(v) + Z dega(r)

zeV zeV,xFu,x#v
= degp(u) +1+degu(v)+ 1+ Z degy ()
€V, x#u,r#v

= 2+ degu(x)

zeV
= 242.|E| -2
= Q‘E‘

Celkem tedy ) ., degs(r) = 2 - |E|, soucet stupni vSech vrcholi grafu G je roven
dvojnéasobku poctu hran.

Naptiklad v grafu G na obrazku ¢islo 1 je

deg(1) + deg(2) + deg(3) + deg(4) + deg(5) =2+2+3+3+2=12, 2-|E(G)|=2-6 =12

Disledek 6.2.2. V kazdém grafu je pocet vrcholi lichého stupné sudy.

DUKAz. Dle Véty 6.2.1. je soucet stupi vsech vrcholu v grafu sudé ¢islo, protoZe tento soucet
je roven dvojnasobku poc¢tu hran. Kdyby byl pocet vrcholi lichého stupné lichy, byl by soucet
stupnt vsech vrcholti lichy, coz by byl spor.

Cviceni.
1. Existuje graf se 6 vrcholy stupnu 0,1, 2, 3,4, 57

2. Existuje graf s 8 vrcholy stupnt 0,1,2,3,4,5,6,77

6.3 Cesty, cykly a souvislost

V této kapitole budeme definovat nékolik zakladnich pojmi teorie grafi, které vychazeji z
predstavy putovani grafem — putujeme mezi vrcholy, ovsem putovat smime pouze po hranach.
Necht G = (V, E) je graf.
Necht k je nezaporné celé ¢islo, u,v € V. Posloupnost (z¢,z1,...,%;) se nazyva sled z
vrcholu u do vrcholu v délky k v grafu GG, pokud plati:

1. xg,21,..., 2. €V
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2. {wo, 1}, {wn, w2}, {xp-, o} € F

3. u=xg, v=1xg

V piipadé u = v se jedna o uzavieny sled, v pripadé u # v se jedna o sled otevieny.

Sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, se nazyva cesta.

Uvazme graf na obréazku ¢islo 1. Posloupnost (3) je sled a také cesta z vrcholu 3 do vrcholu
3 délky 0. Posloupnost (1,2,3,4,1,2,3,5,4) je sled z vrcholu 1 do vrcholu 4 délky 8; tento sled
v8ak neni cesta, protoze se v ném opakuji vrcholy. Posloupnost (1,2,3,4) je cesta z vrcholu 1
do vrcholu 4 délky 3.

Necht k je celé ¢islo, k > 3. Posloupnost (zg, x1, ..., 2x) se nazyva cyklus (kruznice) délky
k v grafu G, pokud plati:

1. zg,21,...,2, €V

2. {1’0, 1'1}, {IL’l, ZEQ}, ey {Q?k_l, l’k} ek
3. vrcholy xg,x1,...,x5_1 jsou vzadjemné rizné

4. Ty = Tk

Cyklus délky k se také nazyva k-tthelnik.

Uvazme opét graf na obrézku ¢islo 1. Posloupnost (1,2, 3,5,4, 1) je cyklus délky 5, posloup-
nost (3,5,4,3) je trojuhelnik.

Graf, ktery neobsahuje zadny cyklus, se nazyva acyklicky.

Predstava cestovani grafem vede k pojmu souvislosti. Graf je souvisly, pokud mizeme z
kazdého vrcholu putovat do kazdého vrcholu. Nyni presné definice:

Graf G se nazyva souvisly, pokud pro kazdé vrcholy w,v € V existuje v grafu G sled z
vrcholu u do vrcholu v.

Graf na obrazku ¢islo 1 je slozen z jedné ¢asti (komponenty) a je souvisly, graf na obrazku
Cislo 3 je slozeny ze dvou ¢asti (komponent) a neni souvisly.

Budeme ted precizovat pojem komponenta grafu.

Na mnoziné V' definujeme relaci ~ néasledovné: Pro u,v € V klademe

u ~ v pave tehdy, kdyz v grafu GG existuje sled z vrcholu u do vrcholu v

Lemma 6.3.1. Relace ~ je ekvivalence na mnoZine V.

DUKAZ.

1. relace ~ je reflexivni: Necht v € V. Chceme: v ~ v. Posloupnost (v) je sled z v do v v
grafu G, takze v ~ v.
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2. relace ~ je symetricka: Necht u,v € V, u ~ v. Chceme: v ~ u. Protoze u ~ v, exis-
tuje v grafu G sled s z vrcholu u do vrcholu v. Necht s = (xg,21,..., 751, 7). Pak
(Tg, Tp—1, ..., x1,%0) je sled z vrcholu v do vrcholu u v grafu G, a tedy v ~ u.

3. relace ~ je tranzitivni: Necht u,v,w € V, u ~ v, v ~ w. Chceme: u ~ w. Protoze u ~ v,

existuje v grafu G sled s z vrcholu u do vrcholu v. Necht s = (g, 1, ..., Tx_1, Tx). Protoze
v ~ w, existuje v grafu G sled ¢ z vrcholu v do vrcholu w. Necht ¢ = (yo, 1, -, yi—1, Y1)
Pak (zg,x1,...,Tk-1,Y0,Y1,---,Yi—1, ) je sled z vrcholu u do vrcholu w v grafu G, a tedy
U~ w.
Obrazek 3
)
4 3
1@ o2

Ekvivalence ~ na mnoziné V indukuje rozklad V/ ~. T¥idy tohoto rozkladu se nazyvaji
komponenty grafu G.

Graf na obrazku ¢islo 1 ma jednu komponentu: {1,2,3,4,5}. Graf na obrazku ¢islo 3 ma
dvé komponenty: {1,2}, {3,4,5}.

Graf GG je souvisly pravé tehdy, kdyz ma jedinou komponentu.

Cvideni.

1. Necht G je graf, u,v € V(G). Jestlize v grafu G existuje sled z u do v, pak v G existuje
cesta z u do v. Dokazte.

2. Necht n je celé ¢islo, n > 2. Jestlize graf ma n vrcholi a vice nez (";1) hran, pak je
souvisly. Dokazte.
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6.4 Eulerovské tahy a hamiltonovské cykly

Jedna z nejstarsich uloh o grafech je nasledujici tloha:

Nakreslete graf jednim uzavienym tahem, bez zvednuti tuzky z papiru (pfi¢emz zadné hrana
se neobtahuje dvakrat).

Tuto tlohu miizeme formalizovat takto:

Necht G je graf. Najdéte uzavieny sled v grafu G, v ném?z se kazd4 hrana grafu G vyskytuje
praveé jednou a kazdy vrchol grafu GG aspon jednou. Takovy sled se nazyva uzavieny eulerovsky
tah. Graf se nazyva eulerovsky pokud ma aspon jeden uzavieny eulerovsky tah.

Pokuste se najit uzavieny eulerovsky tah v grafu na obrazku 1.

Hamiltonovsky cyklus v grafu G je cyklus obsahujici vSechny vrcholy grafu GG. Tento pojem
je na prvni pohled podobny uzavienému eulerovskému tahu: hamiltonovsky cyklus ma pro-
chazet bez opakovani vSechny vrcholy, a uzavieny eulerovsky tah vSechny hrany. AvSak zadné
jednoduché charakterizace grafii s hamiltonovskym cyklem neni znama.

Ukol. Prostudujte kapitolu 3.5 Jednotazky — eulerovské grafy v knize [5]. Naucite se charakte-
rizaci eulerovskych grafti. Nezapomerite na cviceni (ve cviceni ¢islo 6 si muzete vyzkouset ivahy
o hamiltonovskych cyklech).

Poznamka. Studium kapitoly 3.5 v knize [5] je mozné doplnit ¢etbou kapitoly 3.6 Algoritmus
na kresleni grafu jednim tahem. Zajemci o vice informaci o hamiltonovskych cyklech mohou v
knize [2] prostudovat kapitolu 2, ¢ast 6, nazvanou Eulerovské a hamiltonovské grafy.

7 Stromy

7.1 Definice

Budeme nyni studovat stromy, a to stromy v teorii grafii, nikoli v pfirodeé.
Strom je souvisly acyklicky graf. Priklad stromu vidite na obrazku ¢islo 4.

Ukol. Prostudujte kapitolu 4.1 Definice a charakteristika stromt v knize [5]. Mimo jiné se
seznamite s vétou o charakterizaci stromi, kterd uvadi ¢tyri tvrzeni ekvivalentni s tvrzenim
"graf G je strom”. Tato tvrzeni jsou velmi riznoroda a vSechna by samoziejmé mohla byt
pouzita k definici pojmu strom. Kapitola ma na konci také nékolik péknych cviceni.

7.2 Reprezentace a pocitani stromi

Nakreslete vSechny stromy s mnoZinou vrcholt {1,2}, vSechny stromy s mnoZinou vrcholt
{1,2, 3} a vSechny stromy s mnozinou vrcholi {1, 2, 3,4}. DokazZete nakreslit vSechny stromy s
mnozinou vrcholu {1,2,3,4,5} nebo aspon spocitat, kolik jich je celkem?

V této kapitole se naucite odpovéd na otazku kolik existuje stromt s mmnozinou vrcholid
{1,2,...,n} (kde n je celé ¢islo, n > 2). Naucite se dokonce, jak kazdy strom s mnozinou vrcholi

36



{1,2,...,n} zakédovat (reprezentovat) posloupnosti délky n — 2, pficemz toto kédovani bude
definovat bijekci mezi vSemi stromy s mnozinou vrcholi {1,2,...,n} a vSemi posloupnostmi
uvedemého typu. Z toho jiz plyne, Ze pocet stromt s mnozinou vrcholi {1,2,...,n} je roven
n"~2 (Cayleyho formule).

Obrazek 4
5

l@® @2

Ukol. Prostudujte kapitoly 7.1 Cayleyho formule (nezapomeiite na cvideni) a také kapitolu 7.4
Diikaz pomoci Priiferova kédu v knize [5].

Poznamka. V knize [5] najdete také dalsi diikazy Cayleyho formule — specielné zmitime pozo-
ruhodny dikaz pracujici s determinanty (kapitola 7.5).

7.3 Isomorfismus stromu

Podle Cayleyho formule existuje 4> = 16 stromii s mnoZinou vrcholt {1,2,3,4}. Vidite je
vSechny na obréazku 5.

Jestlize si predstavime vrcholy neoznacené, pak si jisté brzy povSimneme, Ze existuji pouze
dva typy stromt se ¢tyimi vrcholy, a to
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Obrazek 5

X NN L
X W VT
A NN
% 71 L

Otézka zni, jak formalné definovat to, Ze dva stromy (obecnéji: dva grafy) jsou stejného
typu. Tuto otazku fesi pojem isomorfismu.

Necht G a H jsou grafy. Rikdme, ze G a H jsou isomorfni (zapisujeme: G = H), pokud
existuje bijekce f : V(G) — V(H) takova, ze pro vSechna u,v € V(G) plati:

{u,v} € E(G) <= {f(u), f(v)} € E(H)

Zobrazeni f nazyvame isomorfismus grafu G na graf H.

Uvedeme priklad. Pfedposledni strom na obrazku 5 ozna¢me 77 a posledni strom na obrazku
5 ozna¢me Ty. Je Ty = Ty, pfiCemz isomorfismem je zobrazeni f : V(17) — V(Ty), f(1) = 3,
f(2) =4, f(3) =1, f(4) = 2. Existuje jesté jeden isomorfismus (pokuste se jej najit).
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V této kapitole se naucite snadny postup, ktery pro dva stromy 7 a T rozhodne, zda 77 a
T5 jsou isomorfni ¢i nikoli. Kazdému stromu 7" na n vrcholech (n je kladné celé ¢islo) prifadime
posloupnost nul a jednicek délky 2n, zvanou kéd stromu 7', a to tak, ze isomorfnim stromtim
se pritadi tyz kod, zatimco neisomorfni stromy budou mit riizné kédy. Tim bude rozhodnuti,
zda dva stromy jsou isomorfni, pfevedeno na porovnani posloupnosti.

Ukol. Prostudujte kapitolu 4.2 Isomorfismus stromt v knize [5].

7.4 Pocet neoznacenych stromu

Nejprve si povSimnéme, ze relace = je ekvivalence.
Véta 7.4.1. Necht M je mnozina grafi. Pak = je ekvivalence na mnoziné M.

DUKAZ.

1. relace = je reflexivni: Necht G € M. Chceme: G = G. Stadi si uvédomit, Ze zobrazeni
id : V(G) — V(G) dané predpisem id(x) = x pro vSechna = € V(G), je isomorfismus
grafu G na graf G.

2. relace = je symetrickd: Necht G1,Gy € M, G; = G,5. Chceme: Gy = Gy. Necht [ :
V(G) = V(Gs), f je isomorfismus grafu G na graf Go. UkdZeme, Ze f~! je isomorfismus
grafu Gy na graf G,. Zobrazeni f je bijekce, takze relace f~! je bijekce mnoziny V(Gs)
na mnozinu V(G;). Zvolme libovolné prvky z,y € V(G3). Chceme: {f~!(z), f~'(y)} €
E(Gh) & {z,y} € E(G>). Plati:

{f7@). f )} € B(GL) = {f(f (@), f(/ T (1))} € E(G2) = {2y} € E(Gy)

3. relace = je tranzitivni: Necht G1,Gq9,G3 € M, G; = G9, Gy = (G3.Chceme: G = Gs.
Necht f: V(G1) = V(Gs), f je isomorfismus grafu G na graf G, g : V(Gy) — V(Gs),
g je isomorfismus grafu G, na graf G3. Ukazeme, ze fg je isomorfismus grafu G; na graf
(5. Protoze f a g jsou bijekce, také fg : V(G1) — V(G3) je bijekce. Zvolme libovolné
u,v € V(Gy). Cheeme: {(fg)(u), (fg)(v)} € E(Gs) < {u,v} € E(Gy). Plati:

{(F9)(w), (fg)(v)} € E(Gs) <= {g(f(uv)),9(f(v))} € E(Gs)
— {f(w), f(v)} € E(Gy)
— {u,v} € E(Gy)

Necht n je kladné celé ¢islo. Pocdet vSech neoznacenych stromt s n vrcholy ozna¢me T,.
Vysvétlime ted podrobnéji vyznam ¢isla T,,. Vezmeme vSechny stromy s mnozinou vrcholi
{1,2,...,n} (t&ch je podle Cayleyho formule n"~2) a spo¢itdme kolik je typt téchto strom, tedy
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pii po¢itani odhlédneme od oznaceni vrchol (proto hovofime o po¢tu neoznacenych stromi).
Naptiklad vSechny stromy s mnozinou vrcholt {1,2, 3,4} jsou na obrazku ¢islo 5 — jak snadno
nahlédneme, pocet neoznacenych stromi se 4 vrcholy je roven 2, tedy T, = 2. A nyni formalné
presné: Ozna¢me T'ree(n) mnozinu vsech stromi 7" takovych, ze V(T') = {1,2,...,n}. Dle véty
7.4.1 = je ekvivalence na mnoziné Tree(n). Tato ekvivalence urc¢uje rozklad Tree(n)/ =, ktery
ma konecné mnoho t¥id rozkladu, jelikoz mnozina Tree(n) je konecna. Je

T, = |Tree(n)/ = |

Z4dna jednoduchd formule pro é&slo 7, neni znama. Nasim cilem v této kapitole je ziskat
hrubou pfedstavu o tom, jak velké je ¢islo T'(n).

Oznac¢me B mnozinu vSech posloupnosti nul a jednicek délky 2n. Definujme zobrazeni f :
(Tree(n)/ =) — B takto:

Necht U € Tree(n)/ =. Zvolime libovolné T' € U a f(U) bude kéd stromu 7" (viz kapitolu
7.3). Vime, ze f(U) € B. Uvédomme si také, ze zobrazeni f je definovano korektné: Jestlize
Ty, T, € U, pak T1 = Ty a stromy 71, T maji stejny kod.

Zobrazeni f je prosté: Necht U,V € Tree(n)/ =, U # V. Zvolime S € U, T € V. Pak f(U)
je kéd stromu S, f(V) je kéd stromu 7T'. Stromy S, T' nejsou isomorfni, maji tedy rizny kéd a
F(U) £ FV).

Uvédomme si, Ze |B| = 22" = 4". ProtoZe zobrazeni f : (Tree(n)/ =) — B je prosté, je
|Tree(n)/ = | < |B|, T,, < 4"

Necht U € Tree(n)/ =. Necht |U| =k, U = {T1,T5, ..., T} }. Ukdzeme, ze k < n!, |U| <
n!. Postupujme sporem. Predpokladejme tedy, ze k > n!. Zvolme T € U. Je T = T, pro
vSechna ¢ € {1,2,...,k}. Proi € {1,2,...,k} necht g; je isomorfismus stromu 7" na strom 7.
Protoze V(T') = V(T;) = {1,2,...,n}, je g; permutace mnoziny {1,2,...,n}. OvSem takovych
permutaci je n!, takze existuji 4,5 € {1,2,...,k}, i # j, g; = g;- Budte z,y € {1,2,...,n}.
Existuji w,v € {1,2,...,n}, g;(u) = z, gi(v) = y. Pak {u,v} € E(T) < {gi(u),9:(v)} €
E(T,), éili {u,v} € E(T) <= {z,y} € B(T;). Dle, {u,v} € B(T) = {g;(u), 6;(0)} € E(T;).
Ovsem g;(u) = gi(u) = z, g;(v) = ¢g;(v) =y, takze {u,v} € E(T) <= {z,y} € E(T}). Celkem
mame {z,y} € E(T;) <= {z,y} € E(1}). Proto V(T;) = V(T;), E(T;) = E(T}), T, = T}, spor.
Nutné tedy k£ < n!.

Necht p =T, (T'ree(n)/ =) = {U;,Us,,...,U,}. Pak

n"? = |Tree(n)|
= Ui+ [Ua] + - +|Up]
< nl+nl+---+n!

p
= p-n!

Ukézali jsme, ze n" 2 < p-nl, %72 <, %72 <T,.

Celkem jsme zjistili, ze %,_2 <T, aT, <4". Ziskali jsme tak néasledujici vétu:

40



Véta 7.4.2. Necht n je kladné celé c¢islo. Pro pocet T, vSech neoznacenich stromi s n
vrcholy plati

nn—2

<T, <4

n!

Naptiklad pro n = 19 méame 119—91!7 = 45052,261..., 4¥ = 274877906944. P¥itom Ti9 =
317955.

Cviceni.
1. Urcéete hodnotu T%. Rada: Postupné nakreslete vSsechny neoznacené stromy s jednim az

sedmi vrcholy.

2. Dokazte, ze pro vSechna cela ¢isla n, n > 30, je 2" < T,, < 4™

Poznamka. Velmi mnoho o vzorcich pro zjisténi poc¢tu riznych druht stromu se miiZete docist
v kapitole 2.3.4.4. v knize [4].

8 Hledani optima

8.1 Problém minimalni kostry

Necht G = (V, E) je graf. Kostrou grafu G rozumime graf (V, F') takovy, ze FF C E a (V, F) je
strom.

Uvazme nasledujici tilohu: V prostoru jsou dany body Py, P, ..., P,. Nékteré dvojice bodi
mame spojit iseckami tak, aby

1. propojeni bylo souvislé, tedy aby z kazdého z danych bodt bylo mozno po sestrojenych
useckach doputovat do kazdého dalsiho z danjch bodt

2. propojeni bylo nejkratsi mozné, tedy aby soucet délek sestrojenych tuisecek byl nejmensi
mozny

Ulohu miizeme pieloZit do fedi teorie grafi. Necht G = (V, E) je souvisly graf, w : E — R,
V nasi Gloze bude V = {P, P,..., P}, w({P;, P;}) = distance(P;, P;). Pro F' C E polozme

ecF
Ukolem je najit podmnozinu Fy C E takovou, Ze

1. graf (V, Fy) je souvisly
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2. pro kazdou podmnozinu F' C E takovou, ze graf (V, F') je souvisly, je w(Fy) < w(F')

Necht M je mnozina vSech podmnozin F' mnoziny E takovych, Ze graf (V) F) je souvisly. Je
E € M, takze M # (. Mnozina M je konefna, protoze mnozina E je koneénd a ma tedy
jen konecné mnoho podmnozin. Jelikoz M je kone¢néd neprazdna mnozina, existuje Fy € M,
w(Fy) < w(F) pro vsechna F' € M. Mnozinu Fj tedy najit lze.

Uvédomme si, ze (V, Fy) je kostra grafu G. Jisté [y C E a (V, F}) je souvisly graf. Staci
ukazat, ze graf (V) Fpy) je acyklicky. Predpokladejme naopak, ze graf (V, Fy) acyklicky neni.
Existuje tedy néjaky cyklus ¢ v grafu (V, Fp). Zvolme libovolnou hranu f cyklu c. Pokud je graf
souvisly, pak odstranénim hrany z cyklu neporusime souvislost grafu. Je tedy Fy — {f} C F,
(V. Fo — {f}) je souvisly graf. Takze Fy, — {f} € M. Proto w(Fy) < w(Fy — {f}), w(Fp) <
w(Fy) —w(f), 0 < —w(f), w(f) <0, spor. Nutné tedy (V, Fy) je acyklicky graf.

Vidime, Ze tlohu mtzeme formulovat jako probléem minimdini kostry:

Je dan souvisly graf G = (V, E) a funkce w : E — R*. Ukolem je najit podmnozinu Fy C E
takovou, ze

1. (V, Fp) je kostra grafu G
2. pro kazdou kostru (V, F') grafu G je w(Fp) < w(F)

Ukol. Prostudujte kapitolu 4.4 Problém minimalni kostry v knize [5]. Naucite se Kruskaltiv
(¢ili ”hladovy”) algoritmus pro feSeni problému minimalni kostry.

Poznamka. V kapitole 4.5 Jarnikiv algoritmus a Bortvkav algoritmus v knize [5] muzete
ziskat informace o dalsich dvou algoritmech fesicich problém miniméalni kostry.

8.2 Problém obchodniho cestujiciho

Graf GG se nazyva uplng, pokud pro vSechna x,y € V(G), x # vy, je {z,y} € E(G).

Vymezime nyni problém obchodniho cestujiciho. Je dan tplny graf G = (V, E) a funkce
w : E — RT. Predpokladejme, ze V' = {1,2,...,n}, kde n je celé ¢&slo, n > 3. Pro kazdou
permutaci p mnozZiny {1,2,...,n} poloZzme

f) =Y w({p(i),pli + 1)}) + w{p(n),p(1)})

1<i<n—1

Ukolem je najit permutaci p, mnoziny {1,2,...,n} takovou, Ze pro vSechny permutace p
mnoziny {1,2,...,n} plati
f(po) < f(p)

Uvédomme si, ze pro kazdou permutaci p mnoziny {1,2,...,n} je (p(1),p(2),...,p(n),p(1))
hamiltonovsky cyklus v grafu G a f(p) je soucet ohodnoceni vSech hran tohoto cyklu. Ukolem
tedy je najit v grafu G minimalni hamiltonovsky cyklus, a to minimalni vzhledem k funkci f.
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Jak mtizeme tlohu obchodniho cestujiciho interpretovat? Predstavme si, ze 1,2,...,n jsou
mésta, w({7,j}) je cena letenky z mésta i do mésta j. Obchodnik na své obchodni cesté chce
postupné navstivit vSechna mésta (kazdé pravé jednou) a nakonec se vratit domu. Kazda ob-
chodni cesta je popsdna permutaci p mnoziny {1,2,...,n}: obchodnik z mésta 1 leti do mésta
2, ..., zméstan— 1 leti do mésta n a z mésta n se vrati do mésta 1. P¥itom f(p) je cena cesty
(soucet cen vSech pouzitych letenek). Obchodnika zajimé (pochopitelné) tato otdzka: V jakém
poradi mam mésta navstivit, aby cesta byla co nejlevnéjsi? Hleda tedy permutaci pg mnoziny
{1,2,...,n} takovou, ze pro vSechny permutace p mnoziny {1,2,...,n} je f(po) < f(p). Jinak
feceno, obchodnik Tesi problém obchodniho cestujiciho.

Jisté, problém lze fesit vyzkousenim vsech permutaci p. AvsSak napriklad jiz pro n = 10
(10 mést) to znamend celkem 10! = 3628800 pokusti. Neni znam zadny polynomidlni (tedy:
efektivni) algoritmus pro feseni problému obchodniho cestujiciho, ale také neni dokédzano, Ze
takovy algoritmus neexistuje.

Ukézeme nyni, jak lze efektivné najit permutaci p mnoziny {1,2,...,n} takovou, ze f(p) <
2f(po)-
Bud T libovolny strom s mnozinou vrcholt {1,2,... ,n}. Strom T zakreslime v roviné:

vrcholy budou body roviny a hrana {7, j} bude tisecka s krajnimi body i, j; dbame pfitom na to,
aby se tusecky nektizily (samoziejmé, tsecka odpovidajici hrané {7, j} ma s tseckou odpovidajici
hrané {j, k} spoleény jeden bod, a to bod j). Nyni strom 7" obejdeme podél hran. Za¢neme
u bodu 1 a jdeme tak, Ze se nevracime a hrany stromu 7" mame stale po levé ruce. Jdeme
tak dlouho, az se vratime zpét do vychoziho bodu. (Hrany stromu 7' si mizeme piedstavovat
jako sténu.) Nasi obchiizku mtiZzeme zaznamenat ve sledu s(7'). Tento sled za¢ina ve vrcholu 1,
konéi ve vrcholu 1, kazdy vrchol stromu 7" obsahuje aspon jednou a kazdou hranu stromu 7’
obsahuje pravé dvakrat (kolem kazdé stény projdeme pravé dvakrat, jednou podél jedné strany
a podruhé podél strany opacné).

Uvedeme piiklad. Vezméme strom 7' na obrazku ¢islo 4. Pak s(T) = (1,2,1,4,3,4,5,4,1)
(nebo s(T) = (1,4,3,4,5,4,1,2,1)).

Nyni stromu 7" pfifadime permutaci p(7") mnoziny {1,2,...,n}. Postupujeme takto:

Projdeme sled s(T"). Jestlize pfijdeme do vrcholu, ve kterém jsme jesté nebyli, pak si jej
zaznamename. V okamziku, kdy dorazime na konec sledu s(7"), je nas zdznam néjakou permutaci
mnoziny {1,2,...,n} (protoze ve sledu s(7T") se kazdy vrchol stromu 7" vyskytuje aspon jednou);
tuto permutaci oznacime p(T).

V nasem ptikladu je p(T") = 12435 (nebo p(7T') = 14352).

Necht Ty = (V, Fy) je minimélni kostra grafu GG. Pfipomenme, Ze kostru 7y mizeme urcit
napiiklad pomoci Kruskalova algoritmu. Polozme p = p(7}). Budeme fikat, ze permutaci p
mnoziny {1,2,...,n} jsme ur¢ili pomoci algoritmu TSA (Tree Shortcut Algorithm). Plati

Véta 8.2.1. Predpokldadejme, Ze ohodnoceni w splnugje trojuhelnikovou nerovnost, tedy Ze pro
vsechna i,j,k € V, 1 # 5,1 # k,j # k, je

w({i, j}) +w({j, k}) = w{i k})
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Necht permutace py mnoziny {1,2,...,n} je tesenim problému obchodniho cestujiciho, necht
permutace p mnoziny {1,2,...,n} byla ziskina pomoci algoritmu TSA. Pak plati: f(p) <

2f(po)-

DUKAZ. Oznaéme c souéet ohodnoceni vSech hran sledu s(7j). Protoze w spliiuje trojthelniko-
vou nerovnost je f(p) = f(p(Tp)) < c. OvSem sled s(Tp) obsahuje kazdou hranu stromu 7T} pravé
dvakrat, takze ¢ = 2w(Fy), f(p) < 2w(Fp). Déle si uvédomme, ze (po(1), po(2), ..., po(n), po(1))

je hamiltonovsky cyklus v grafu G. Je (V, {{po(1), po(2)}, {p0(2), Po(3)1 . {po(n—1), po(n)}})
kostra grafu G. Jelikoz Tj je minimalni kostra grafu G, je

w(Fo) < ) w({pold), poli + 1)})

1<i<n—1

Protoze w({po(n),po(1)}) > 0, je
Y wl{po(@),poli+ 1Y) < D w{poli)poli + 1)} +w({po(n), po(1)}) = £(po)

1<i<n—1 1<i<n—1
Celkem tedy w(Fy) < f(po), 2w(Fo) < 2f(po), f(p) < 2f(po)-
Cvideni.

1. Vyfteste problém obchodniho cestujiciho pro ¢tvercovou miizku 3 x 3. To znamena, ze
méame vyfesit problém obchodniho cestujictho pro tplny graf G = (V, E), kde V' =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 1 je bod (0,0), 2 je bod (1,0), 3 je bod (2,0), 4 je bod (0,1),
5 je bod (1,1), 6 je bod (2,1), 7 je bod (0,2), 8 je bod (1,2) a 9 je bod (2,2) a pro
v8echna i,7 € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, i # j, je w({i,j}) = distance(i, j) (takze napiiklad
distance(1,3) = 2, distance(5,9) = v/2).

2. Vyfeste problém obchodniho cestujiciho pro ¢tvercovou mrizku 4 x 4.

3. Ukazte na prikladu, ze pokud w nesplituje trojuhelnikovou nerovnost, pak pro permutaci
p mnoziny {1,2,...,n} vypoctenou algoritmem TSA muze byt f(p) > 1000f(po).

4. Uvazme problém existence hamiltonovského cyklu: Je dan graf G. Ukolem je rozhodnout,
zda v grafu G existuje hamiltonovsky cyklus. Necht A je algoritmus pro feSeni problému
obchodniho cestujiciho. Ukazte, jak lze pomoci algoritmu A fesit problém existence ha-
miltonovského cyklu.

9 Kombinatorika v geometrii

9.1 Pruseciky diagonal

Mame dan konvexni n-thelnik (n je celé ¢islo, n > 3). Piedpokladejme, ze zadné 3 thlopticky
neprochazeji jednim bodem. Kolik existuje priseciki thlopricek? Pocitame pouze priseciky
uvnitt n-thelnika, takze vrchol nepovazujeme za priisecik thlopricek.
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Dany n-thelnik pojmenujme A; A, ... A,.

Mnozinu vSech pruseciki diagonal ona¢me U. Necht P € U. Existuji pfesné dvé diagondly,
jejichz prisecikem je bod P; tyto diagonély ozna¢me d; a dy. Nechf diagonéla d; mé krajni body
B a C, diagonala dy méa krajni body D a E (body B, C, D, E jsou vrcholy daného n-thelnika).
Predpokladejme, ze {B,C}N{D, E} # (). Pak ovSem P € {B,C}N{D, E}, P je vrchol daného
n-thelnika, spor. Nutné tedy {B,C} N {D, E} = 0. Pak {B,C, D, E} je ¢tyfprvkovd mnozina.
Oznac¢me ji f(P) (zopakujme si: f(P) je ¢tyfprvkova mnozina krajnich boda dvou diagonal,
jejichz prisecikem je bod P ).

Ozna¢me V mnozinu vSech ¢tyfprvkovych podmnozin mnoziny {A;, As, ..., A,}.

Mame jiz definovano zobrazeni f : U — V.

Ukazeme, Ze zobrazeni f je injekce. Necht P, Q) € U, f(P) = f(Q) = {A;, Aj, A, A}, kde
i,7,k, 1 jsou celd ¢isla, 1 <7 < j < k <l <n.Chceme: P = (). Body A;, A;, Ay, A; urcuji 6
usecek, avsak pouze jedina dvojice téchto tsecek ma prisecik uvniti daného n-uhelnika, totiz
dvojice A; Ay, A;A; (viz obrazek 6). Proto P = A; A, N A;A = Q.

Obrazek 6

A

Zobrazeni f je také surjekce: Necht M € V, M = {A;, A;, Ay, Ai}, kde i, 7, k, 1 jsou cela
¢isla, 1 <1 < j < k <l <n. Oznacime-li prisecik diagonal A;Ay, A;A; jako P, bude P € U,
f(P)=M.

Ukazali jsme, ze f je injekce i surjekce. Je tedy f bijekce mnoziny U na mnozinu V. Z toho
plyne, ze |U| = |V|. Oviem |V| = (7}) (mnoZina s n prvky mé (}) &yiprvkovych podmnozin).
Celkem tedy |U] = ('}) a mame odpovéd na vychozi otézku:

Pocet pruseciki uhlopricek konverniho n-tuhelnika, jehoZ Zddné tri uhlopricky neprochdzeji
jednim bodem, je roven (Z)

Jeden pfipad (pro n = 5) lze vidét na obréazku ¢islo 7; pfipometime, Ze (Z) =5.
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Obrazek 7

A

Al A5

Cvideni.

1. Necht n je celé ¢islo, n > 3. Urcete pocet thlopti¢ek konvexniho n-thelnika.

9.2 Poditani oblasti

V roviné je ddno n piimek (n je nezéporné celé ¢islo). Na kolik oblasti je rovina rozdélena
témito primkam?

Jisté, 0 primek rozdéli rovinu na 1 oblast, 1 pfimka rozdéli rovinu na 2 oblasti.

Pro 2 primky vSak jiz odpovéd neni jednozna¢na. Dvé pfimky mohou rovinu rozdélit na 3
oblasti (obrazek 8), ale také na 4 oblasti (obrazek 9). Abychom tuto nejednoznacnost odpovédi
odstranili (a priklonili se k vy$imu poc¢tu oblasti), budeme pozadovat, aby zddné dvé pFimky
nebyly rovnobézné,

Nyni uvazme 3 piimky, z nichz zadné dvé nejsou rovnobézné. Opét neni odpovéd jednozna-
¢na. TFi pfimky mohou rovinu rozdélit na 6 oblasti (obrazek 10), ale také na 7 oblasti (obrazek
11). Opét, kvili jednoznac¢nosti pridame pozadavek, ze zadné t¥i pfimky neprochézeji jednim
bodem.

Takze: V roviné je dano n ptimek v obecné poloze, tj. zadné dveé nejsou rovnobézné a zadné
tfi neprochazeji jednim bodem. Na kolik oblasti téchto n piimek rozdéluje rovinu?

Zkusme jesté nakreslit obrazek pro 4 pfimky v obecné poloze (obrazek 12). Dostali jsme 11
oblasti.

Obrazek 8
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Obrazek 9

Obrazek 10
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Obrazek 11

Obrazek 12
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Nase dosavadni zjisténi zapisSme do tabulky:

poéetpfimek‘O‘l‘Q‘E}‘ 4
pocet oblasti ‘ 1‘2‘4‘7‘11

Vidime: pridani prvni pfimky zvysi pocet oblasti o 1, pridani druhé piimky zvysi pocet
oblasti o 2, pridani tfeti primky zvysi pocet oblasti o 3, pridani ¢tvrté primky zvysi pocet
oblasti o 4.

Méame hypotézu: pridani n-té primky zvysi pocet oblasti o n.

Pokusime se hypotézu dokazat. Predpoklddejme, Ze jsme pridali pfimku ¢islo n (n > 0).
Protoze zadné dvé primky nejsou rovnobézné, protind n-t4 primka kazdou z pfimek cislo
1,2,...n — 1. Téchto priiseciki je celkem n — 1, protoze zadné tii primky neprochézeji jed-
nim bodem. Dale, téchto n — 1 priiseciki rozdéluje n-tou primku na n tsektt — 2 poloprimky
a n — 2 tsecek (v pfipadé n = 1 na jeden usek, kterym je celd pfimka). Kazdy z téchto tseku
rozdéli jednu oblast na dvé, takze pocet oblasti se opravdu zvysi o n. Hypotéza je dokazana.

Nyni je jiz jasné, ze celkovy pocet oblasti je roven

(n+1)n  n*4+n+2

L (142434 4n) = 14— 5

Dokézali jsme nasledujici vétu

n2+n+2

5 oblasti.

Véta 9.2.1. MnoZina n primek v obecné poloze v roviné rozdéluje rovinu na
Cviceni.

1. Na kolik ¢asti rozdéli rovinu ¢tyri kruznice? Urcete nejvétsi a nejmensi mozny pocet.

2. Na kolik ¢asti rozdéli prostor ¢tyfi roviny? Urcete nejvétsi a nejmensi mozny pocet.
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10 Eulerova formule

10.1 Rovinné grafy

Rovinnym nakreslenim grafu G = (V, E) rozumime piifazeni, které kazdému vrcholu v € V
ptifadi bod P(v) roviny a kazdé hrané e € F, e = {u, v}, pfifadi souvislou kfivku c¢(e) v roviné
s koncovymi body P(u) a P(v), pfi¢emz jsou splnény néasledujici podminky:

1. prifazeni P je prosté
2. pro vSechna e € F je kiivka c(e) prostd, t.j. neprotina sebe sama

3. pro vSechna e € FE plati: jestlize e = {u, v}, pak na kfivce c¢(e) nelezi zadny z bodu P(w),
kdew eV, w#u, w#v

4. pro vSechna e, f € E plati: jestlize en f = (), pak kiivky c(e) a ¢( f) nemaji zadny spole¢ny
bod

5. pro vSechna e, f € F plati: jestlize eN f = {v}, pak kiivky c(e) a ¢(f) maji jediny spoleény
bod, a to bod P(v)

Graf G nazyvame rovinng, pokud existuje aspon jedno rovinné nakresleni grafu G.

Napfiklad graf K4 (Gplny graf s mnozinou vrcholta {1,2,3,4}) je rovinny — jeho rovinné
nakresleni vidime na obrazku ¢islo 13 (¢({1,2}) je tsecka P(1)P(2), atd.).

Napriklad graf K5 neni rovinny — v této kapitole se mimo jiné naucite, jak lze toto tvrzeni
dokéazat.

Ukol. Prostudujte kapitolu 5.1 Kresleni do roviny a na dalsi plochy v knize [5].
Obrazek 13
P(3)
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10.2 Eulerova formule pro souvislé rovinné grafy

Necht G je souvisly rovinny graf, ktery ma n vrcholt a m hran. Kazdé rovinné nakresleni grafu
GG rozdéli rovinu na oblasti. Pocet téchto oblasti oznac¢me f. Jedna oblast je neohranicena,
ostani jsou ohranicené. Plati:

n—m+f=2

Tento vztah se nazyva FEulerova formule a je to zakladni kvantitativni vztah pro rovinné
grafy. Napriklad pro rovinné nakresleni grafu K4 na obrazku 13 mame n = 4, m = 6, f = 4.
Vsechny ostatni vysledky tento vztah ve vétsi ¢i mensi mife vyuzivaji.

Ukol. Prostudujte kapitolu 5.3 Eulertiv vztah v knize [5]. DokaZete Eulerovu formuli, dokazete,
ze graf K5 neni rovinny, a dalsi véci. Aplikaci Eulerovy formule odvodite, ze existuje pouze
pét pravidelnych mnohosténii (pravidelny mnohostén je konvexni téleso, ohrani¢ené kone¢nym
poc¢tem stén — shodnych pravidelnych mnohothelniki, jichz se v kazdém vrcholu styka stejny
pocet). Nezapomerte na cviceni na konci kapitoly.

Poznamka. Rovinnym grafiim je vénovana také kapitola 2, ¢ast 7, Rovinné grafy, v ucebnici

[2].

11 Barveni map a graft

11.1 Barveni oblasti dvéma barvami

V roviné nakreslime nékolik kruznic. Tyto kruznice rozdéli rovinu do nékolika oblasti. Pokusime
se oblasti obarvit ¢ervené a modte (kazdou oblast jen jednou z téchto barev, samoziejmé), a to
tak, aby sousedni oblasti mély rtiznou barvu. Je mozné takové obarveni vzdy udélat? Odpovéd
dava nasledujici véta.

Véta 11.1.1. Oblasti vytvorené n kruznicemi v rovineé mohou byt obarveny cervené a modre
takovym zpusobem, Ze kaZdé dvé oblasti, ktere sdileji spolecny hranicni oblouk, budou obarveny
ruznou barvou.

DUKAZ. Postupujme indukei vzhledem k éislu n.

1. n = 1: Mame jednu kruznici. Oblast uvnitf kruznice obarvime ¢ervené, oblast vné kruznice
obarvime modfe.

2. m > 1: Jednu kruznici, ozna¢me ji k, odstranime. Mame pak n — 1 kruznic, které rozdéluji
rovinu na oblasti. Dle indukéniho predpokladu lze tyto oblasti obarvit ¢ervené a modie
takovym zptsobem, ze kazdé dvé oblasti, které sdileji spoleény hrani¢ni oblouk, jsou
obarveny rtznou barvu. Toto obarveni ozna¢me b;. Nyni do roviny vratime kruznici k
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a oblasti nové obarvime takto: obarveni vné kruznice k ponechame, uvniti kruznice k
barvy vyménime. Toto obarveni ozna¢me b,. Uvédomime si, Ze oblasti, na které je rovina
rozdélena danymi n kruznicemi, jsou pomoci by obarveny ¢ervené a modfie opét takovym
zpusobem, ze kazdé dvé oblasti, které sdileji spolecny hrani¢ni oblouk, jsou obarveny
riznou barvou. Vezméme libovolné dvé oblasti Fi, Fy, které sdileji spole¢ny hranic¢ni
oblouk o. Je tieba ukazat, Ze barva oblasti F} v obarveni by je jina nez barva oblasti F5
v obarveni by. Rozlisime tii piipady:

e F, F5 jsou vné kruznice k: Necht S7, Ss jsou oblasti z rozdéleni roviny pomoci n — 1
kruznic (kruznici k vynechavame), a to takové, ze Fy C Sy, F» C Sy. Oblasti Sy, So
sdileji spole¢ny hrani¢ni oblouk (jeho ¢asti je oblouk o), takze v obarveni b; maji
oblasti Sy, Sy riznou barvu. Takze b; dava oblasti F} jinou barvu nez oblasti Fb;
stejné tomu bude i v obarveni by, protoze vné kruznice k je obarveni by shodné s
obarvenim b;.

e [, Fy jsou uvniti kruznice k: Necht S, Sy jsou oblasti z rozdéleni roviny pomoci
n — 1 kruznic (kruznici k vynechavame), a to takové, ze Fy C Sy, Fy C Sy. Oblasti
Sy, Sy sdileji spoleény hrani¢ni oblouk (jeho ¢asti je oblouk o), takze v obarveni b,
maji oblasti Sy, Sy rtiznou barvu. Takze by dava oblasti F} jinou barvu nez oblasti
F5; stejné tomu bude i v obarveni by, protoze uvniti kruznice k& obarveni by vymeénilo
barvy z obarveni b;.

e [ je vné kruznice k, F3 je uvitt kruznice k: Oblouk o je ¢asti kruznice k. Pak FyUF,
je oblasti z rozdéleni roviny pomoci n — 1 kruznic. Pfedpokladejme, zZe b, obarvuje
oblast F; U Fy napriklad cervené. Obarveni by se vné kruznice k£ shoduje s by, uvnitt
kruznice k vSak barvy vyménilo. Z toho blyne, Ze v b, ma F} barvu cervenou a Fj
ma v by barvu modrou.

e [ je uvnitf kruznice k, F, je vné kruznice k: Tento pfipad je podobny piipadu
predchozimu.

Cvideni.

1. Dokazte, Ze oblasti, na které rovinu rozdéli n pfimek (n je kladné celé ¢islo) mohou byt
obarveny dvéma barvami tak, ze sousedni oblasti budou mit riznou barvu.

11.2 Barveni grafi dvéma barvami

V predchozi kapitole jsme barvili dvéma barvami oblasti v roviné, v této kapitole budeme barvit
dvéma barvami vrcholy grafu.

Necht G = (V, E) je graf. Rikame, ze graf G je 2-obarvitelnyj, pokud mtizeme vrcholy grafu
G obarvit ¢ervené a modfe (kazdy vrchol jen jednou z téchto barev) tak, Ze sousedni vrcholy
maji riznou barvu.
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Nasledujici véta charakterizuje 2-obarvitelné grafy.

Véta 11.2.1. Graf je 2-obarvitelny prave tehdy, kdyz neobsahuje Zadny cyklus liché délky.

DUKAZ.

1. Predpokladejme, ze graf G je 2-obarvitelny. Chceme: graf G neobsahuje zadny cyklus
liché délky. Uvazme néjaké obarveni grafu G pomoci dvou barev. Necht (zg, x1, ..., %) je
cyklus délky k v grafu G (k je celé ¢islo, k > 3). Je tfeba ukézat, ze ¢islo k je sudé. Necht
vrchol xq je Cerveny. Vrchol z; je soused vrcholu zy, takze vrchol x; je modry. Vrchol zo
je soused vrcholu z, takze vrchol z5 je cerveny. Vrchol x3 je soused vrcholu s, takze
vrchol z3 je modry. Asi jiz vidime, ze x; je Cerveny pro suda i a x; je modry pro licha 7.
Vime, ze x, = xg, takze xj je Cerveny, a tedy k je sudé. Ke stejnému zavéru dojdeme také
tehdy, kdyz vrchol xg je modry.

2. Pro kazdé nezaporné celé cislo m ukazeme: Jestlize graf ma m hran a neobsahuje zadny
cyklus liché délky, pak je 2-obarvitelny. Dikaz provedeme indukci.

e m = 0: Graf nema zadnou hranu, takze mizeme tieba vSechny vrcholy obarvit

modre. Jisté bude platit, Ze sousedni vrcholy maji rtiznou barvu.

m > 0: Necht graf G = (V, E) ma m hran a neobsahuje zadny cyklus liché délky.
Chceme: G je 2-obarvitelny. Zvolme libovolné hranu e € FE. Uvazme graf H =
(V, E—{e}). Graf G neobsahuje zadny cyklus liché délky, takZe totéz plati i pro graf
H. Graf H ma m — 1 hran. Dle indukéniho pfedpokladu graf H je 2-obarvitelny.
Obarveni grafu H pomoci dvou barev ozna¢me b. Pro kazdé x € V oznacme b(x)
barvu vrcholu = v obarveni b. Necht e = {u,v}. Jestlize b(u) # b(v), pak b bude
také obarvenim grafu G pomoci dvou barev. Predpokladejme tedy, ze b(u) = b(v).
Pak jiz b neni obarvenim grafu G, protoze vrcholy u, v jsou v grafu GG sousedni.
Necht C' je komponenta grafu H, u € C. Pfedpokladejme, ze v € C. Pak v grafu
H existuje cesta (zg,x1,...,x%) (k je celé ¢islo, k > 1), zg = u, xp = v. Jelikoz
b je obarveni grafu H a b(xy) = b(zy), je ¢islo k sudé. Pak (xq,z1,..., 2, Tre1),
kde zp1 = u = x¢, je cyklus délky k + 1 v grafu G. OvSem ¢islo k& + 1 je liché,
takze v grafu G existuje cyklus liché délky, spor. Nutné tedy v ¢ C. Budeme nyni
definovat obarveni ¢’ grafu G pomoci dvou barev. Jestlize x € V — C, pak bude
b'(z) = b(z). Necht z € C. Modrou barvu ozna¢me B, ¢ervenou barvu ozna¢me R.
Jestlize b(z) = R, pak bude b'(z) = B. Jestlize b(z) = B, pak bude V/(z) = R.
Stru¢né muzeme Fici, Ze obarveni b’ je shodné s obarvenim b mimo komponentu C'
a obarveni b’ barvi vrcholy komponenty C' jinak nez b (co je modré, bude Cervené, a
co je ¢ervené, bude modré). Nyni je jiz snadné se presvédcit o tom, Ze b’ je opravdu
obarveni grafu G pomoci dvou barev. Necht f € E, f = {z,y}. Je tieba ukazat, ze
b (x) # b'(y). V piipadé f # e je f hrana grafu H. Je tedy b(x) # b(y). Jsou jen
dvé moznosti: x,y € V — C nebo z,y € C. V obou pfipadech bude ¥'(x) # V' (y) (v
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prvnim pfipadé je to jasné, protoze b'(z) = b(x), V/(y) = b(y); ve druhém piipadé
necht napiiklad b(z) = R, b(y) = B a tedy V/(x) = B, V/(y) = R). Zbyva piipad
f = e. Je tieba ukazat, ze b'(u) # b'(v). Staci si uvédomit, ze b(u) = b(v), napiiklad
b(u) = b(v) = B. Pak b/'(u) = R, V/'(v) = B.

11.3 Barveni grafa vice barvami

V této kapitole budeme vrcholy grafu barvit pomoci £ barev. Nejdiive pojem obarveni grafu
presné vymezime.

Necht G = (V, E) je graf, k je kladné celé ¢islo. Zobrazeni b : V' — {1,2,...,k} se nazyva
obarveni grafu G pomoci k barev, pokud pro vSechna x,y € V., x # y, plati:

{z,y} € E = b(z) # b(y)

Graf G se nazyva k-obarvitelny, pokud existuje n€jaké obarveni grafu G pomoci k£ barev.

Nejmensi kladné celé cislo k takové, ze graf GG je k-obarvitelny, se nazyva chromatické
¢islo grafu G (oznaceni: x(G)). Chromatické ¢islo grafu G se také nazyva barevnost grafu G.
Chromatické ¢islo grafu G je minimalni pocet barev potfebny pro obarveni G.

Necht d je nezaporné celé ¢islo, G = (V, E) je graf takovy, Ze pro vSechna v € V' je deg(v) <
d. Predvedeme nyni algoritmus, jenz vytvori obarveni grafu G pomoci d + 1 barev.

Pocet vrcholi grafu G ozna¢me n.

Nejprve vrcholy grafu G oéislujeme ¢isly 1,2,...,n. Pak bude V = {1,2,... n}.

1. Pro i od 1 do n délej: b(i) <
2. Proiod 1 don délej: b(i) + min({1,2,...,d+ 1} —{b(y)| j € V,j #4i,{i,j} € E}).

Povsimnéme si jedné dilezité véci: Pii kazdém provedeni bodu 2 je {1,2,...,d + 1} —
{b()| 7 € V,j #i,{i,j} € E} # (), protoze vrchol i ma nejvyse d sousedii (Je deg( ) < d).
Vrchol ¢ obarvime nejmensi volnou barvou.

Uvazme graf G na obrazku éislo 1. Je max{deg(v)| v € V(G )} . Po lozme d = 3.
Algoritmus urc¢i obarveni b grafu G pomoci 4 barev: b(1) = 1, b(2) = ( ) =1, b(4) = 2,
b(5) = 3.

Konstruktivné (viz algoritmus) jsme dokazali nasledujici vétu:

Véta 11.3.1. Necht d je nezdporné celé éislo, G = (V, E) je graf takovy, Ze pro vsechna v € V
je deg(v) < d. Pak G je (d + 1)-obarvitelny, tj. x(G) < d+ 1.

Cvideni.

1. Necht d je nezdporné celé ¢islo, G = (V, E) je graf, w € V, pro v8echna v € V' — {w} je
deg(v) < d. Pak x(G) < d+ 1. Dokazte.

2. Urcete vSechny grafy G = (V, F) takové, ze V = {1, 2,3}, x(G) = 1+max{deg(v)| v € V'}.
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11.4 Barveni map

Uvazme politickou mapu, na niz jsou vyznaceny hranice stati. Predpokladame, ze kazdy stat
tvofi souvislou oblast. Dva staty povazujeme za sousedni, jestlize maji spolecny aspon souvisly
kousek hranice nenulové délky (nestaci jen dotyk v jednom bodé). Kazdy stat na mapé chceme
vybarvit néjakou barvou, a to tak, Ze sousedni staty maji riznou barvu (tak se to na politickych
mapéach délava).

Jednim z nejznaméjsich kombinatorickych problémt je nasledujici otazka:

Problém c¢tyr barev: Je mozno kazdou mapu obarvit 4 barvami?

Mapa na obrazku ¢islo 14 ukazuje, ze t¥i barvy u nékterych map stacit nebudou.

Obrazek 14

V této kapitole se naucite, jak lze problematiku barveni map prevést na otazky tykajici se
barevnosti rovinnych grafti. Specielné preformulujete

Problém ctyr barev: Plati x(G) < 4 pro kazdy rovinny graf G?7

Prectete si néco malo o vété o 4 barvach, naucite se dokdzat vétu o 5 barvach (pro kazdy
rovinny graf G je x(G) < 5).

Ukol. Prostudujte kapitolu 5.4 Barevnost mapy — problém 4 barev v knize [5].
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