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Grafické feseni maticové hry 2 x n

Nyni predpokladejme vyplatni matici

( d11 di12 ... @dip )
d1 d22 ... dp
Hledame optimalni smiSené strategie
x° = (x1,%),¥° = (y1,¥2, - - ¥n);
za podminky
xitxx=Lyity+...+yn=Lx,x,y1,¥2.--,¥n 20
Uvazujme n funkci
Mi(xq1) = aijxa + agjxo = (a1 — agj)x1 + agj,j =1,2,...,n.

Znazornime graficky Casti téchto pfimek v intervalu x; € (0,1).
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Grafické feseni maticové hry 2 x n

Cilem druhého hrace je minimalizovat vyhru prvniho hrace. Uréime proto
funkci
M(x1) = min Mj(x1).
J

Cilem prvniho hrace je vhodnou volbou hodnoty x; maximalizovat svoji
vyhru. Hleddme tedy hodnotu x? takovou, ze

M(x?) = max M(x1).

Resenim hry je pak
v=M>xP),x° = (xF1-xP)

V optimalni smiSené strategii druhého hrace jsou nenulové hodnoty yy, y,
které odpovidaji pfimkam My (x1), M;(x1) protinajicim se v bodé (x?, v).
Hodnoty yy, y; urCime reSenim maticové hry s vyplatni matici typu 2x2

dik a1l
axy ay
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Grafické feSeni maticové hry 2 x n - priklad

Budeme resit maticovou hru s vyplatni matici.

2 3 11
7 5 2

Uvazujeme funkce, které zndzornime do grafu

Ml(Xl) = 2X1 + 7X2 = —5X1 +7
Mz(X]) == 3X1 + 5X2 == —2X1 +5
M3(X1) = 1lx;1 +2x0 = 9x1 + 2
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Grafické feSeni maticové hry 2 x n - priklad

Mi(x,) Mj(x1)_/

Obrazek: Grafické fedeni
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Grafické feSeni maticové hry 2 x n - priklad

Funkce M(x;) je zfejma z grafu. Maximum funkce M(x;) nabyva na
priseciku primek M, () M5. Proto y; = 0. Ostatni slozky urcime reSenim
maticové hry s vyplatni matici

3 11
5 2
a=aj1+apw—ap—a=3+2-11-5=-11
det A = aj1ax» — ajpax; = 3.2—-11.5=—-49

X_a22_321_2—5_ix_311—312_3—11_3
e F i T R T |
732278127271172 7211732173*577
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11 11
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Grafické feSeni maticové hry 2xn - priklad

Tedy
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Grafické feseni maticové hry mx2

M. Ticha

@ obdobnym postupem z pohledu druhého hrace se da fesit rovnéz
maticova hra mx2, to zde probirat nebudeme, ale ukazeme si, jak
jednoduse prevést hru mx2 na hru 2xn.

@ budeme uvazovat, ze prvni hrac je druhy a naopak

@ matici transformujeme a zménime znaménko u vsech prvki, protoze
vyplatni matice je nyni vztahovana k druhému hraci.

@ tedy nova matice 2x n bude vypadat

A =_AT
4 8 4 0 2
0 -5 > g 5 3
2 3
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

o pokud je maticova hra typu 2xn, pfipadné mx2 (kdy lze snadno
prevést na typ 2xn), mizeme hledat rovnovazné feseni graficky

@ v obecném pripadné mxn lze vyuzit k hledani rovnovaznych
smiSenych strategii linearni programovani
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Hledame Nashovu rovnovahu ve smiSenych strategiich
xTAY? < x°T Ay < x°T Ay
Uvedené nerovnosti musi platit i pro ryzi strategie
x" =(1,0,...,0),x” =(0,1,...,0),...,x" =(0,0,...,1)

xTAy® < v
any? +anys + ... +ayl <v

amyY 4 amayd + ...+ amy® < v
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Pokud v > 0, miizeme vsechny rovnice vydélit vyrazem v. Provedeme

o
substituci q; = %, g; > 0 a ziskame linearni soustavu nerovnic.

aiigi +aege + ...+ aings <1

amiQr +am2q2 4+ ...+ ampqn < 1

g =0
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Obdobné musi platit x°TAy? < x°T Ay i pro ryzi strategie
y' =(1,0,...,0),y" =(0,1,...,0),...,y" =(0,0,...,1)

v < xOTAy
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

0 0 0
aiixy +anuxs +...+amx, >V

0 0 0
aipX] + aXy + ...+ ampXy >V

Pokud je v > 0, mazeme vSechny rovnice vydélit vyrazem v. Provedeme
o
substituci p; = X7 pi > 0 a ziskame linearni soustavu nerovnic.

aupr+anp2+ ...+ 3mipm > 1

ainp1 + P2 + .-+ amnpPm < 1

pi >0
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

K omezujicim podminkdm zbyva doplnit Gcelové funkce.

Plati:
m m
S SRS
i=1 i=1

Tedy

Prvni hra¢ chce maximalizovat cenu hry v, coz znamena totéz jako
minimalizovat prevracenou hodnotu:

1 m
;ngi
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Obdobné plati:
1= Zy,-o =v. Z qgi
i=1 i=1
Tedy

;ini

Druhy hrac chce naopak minimalizovat cenu hry v, coz znamena totéz
jako maximalizovat prevracenou hodnotu:

1 n
- = Z qi.
v o4
i=1
Nyni mtizeme odvozeni shrnout do nasledujicich vét.
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Uvazujme maticovou hru s vyplatni matici A a prostory stategii X, Y.
Pak vyresenim dalohy linearniho programovani

v

max{v:ATx— ; ZO,ZX;:].,XZO,VER}
v i=1

urCime cenu hry a nalezneme optimalni strategii prvniho hrace.
Vyresenim Glohy linearniho programovani

v n
min{v: Ay — | SO,Zy,-:l,yZO,VGR}

v i=1

urcime cenu hry a nalezneme optimalni strategii druhého hrace.
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

@ Uvedena véta se obecné vztahuje na libovolnou maticovou hru.

@ Vzhledem k tomu, ze jsme jiz dospéli k zavéru, ze kazdd maticova
hra ma feSeni ve smiSenych strategiich, vyplyva z toho, ze predchozi
formulované Glohy maji vzdy optimalni feseni.

o Optimalni feSeni nemusi byt jediné, mize existovat vice moznych
reseni.

@ Pro zjednoduseni vypoctii se budeme zamérovat na specificky tvar
alohy linedrniho programovani.
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Uvazujme maticovou hru s vyplatni matici A a prostory stategii X, Y,
ktera ma kladnou cenu v. Kdyz p° je optimalnim fesenim Glohy

min{z pi:ATp>1,p >0},

i=1

pak hra ma cenu
1

> Py

a optimalni strategie prvniho hrace je

( Py P Py )
27;1 P? 27;1 p?’ ’ Zln;l p?
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

A kdyz q° je optimalnim fesenim alohy

n
maX{Z gi :Aq<1,q>0},

i=1

pak hra ma cenu
1

0
Z;=1 g;
a optimalni strategie druhého hrace je

0 0

g9

(e e 52
27:1 q?’ 27:1 q?’ 7 27:1 q?
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

@ Podminkou pro tuto verzi je kladna cena hry.

@ Cenu hry miizeme odhadnout, najdeme opét maxima ve sloupcich a
minima v fadcich.

@ Pokud se maximin a minimax shoduji, jedna se o feSeni v ryzich
strategiich.

@ Pokud se neshoduji, hra nema rovnovazné reseni v ryzich strategiich,
ale vime, Ze cena hry se nachazi mezi danymi hodnotami.
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani

Uvazujme vyplatni matici

1 -1 2 ... minimum -1
0 2 1 ...minimum 0
-1 —2 1 ...minimum -2

maximum 1 maximum 2 maximum 2

Tedy minimax 1, maximin 0, cena hry je nékde mezi 0 a 1, nulova cena
hry neni vyloucena.

V takovém pripadé mtizeme ke kazdému prvku matice pricist kladné

Cislo ¢, ¢imz ziskame strategicky ekvivalentni hru. Rovnovazné strategie
se nezméni, cena hry se zvysi o c.
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Priklad strategicky ekvivalentni hry

Uvazujme vyplatni matici

1 -1 2
0 2 1
-1 -2 1

Strategicky ekvivalentni hru vytvorime prictenim 1 k matici:

1 -1 2 2 0 3
0 2 1 |)+1=|1 3 2
-1 -2 1 0o -1 2

Nova matice bude mit cenu hry v intervalu [1,2], tedy kladnou.

Poznamka: Pokud k matici pricteme takové Cislo ¢, ze kazdy prvek
aj + ¢ > 0, pak je zajisté€no, ze nova cena hry v 4 ¢ > 0.
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani - shrnuti

Oznacime si b; = a; + ¢, p; = 7z, pi > 0. Pak maticovou hru tedy
miizeme vyresit pomoci Gloh linearniho programovani.
Pro prvniho hrace:

minp; +p2+ ...+ Pm

za podminek
bi1pi + boipr + ... + bmipm > 1

binp1 + b2np2 + ... + bpnpm > 1
pi>0;i=12....m
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani - shrnuti

A pro druhého hréce oznacime q; = %, g; > 0 a fesime dlohu:
maxqi +q2+ ...+ qp

za podminek
biigi + biogo + ...+ b1, < 1

bm1q1+bm2q2+~~+bmnqn <1
g >0;,i=12,....n
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani - shrnuti

@ Uvedené alohy jsou dualné sdruzené.

e Uloha pro prvniho hrace je dualni problém, zatimco aloha pro
druhého hrace je primarni problém.

o Resenim jakékoli ze dvou aloh ziskame feseni obou tloh x°, y° a
z hodnoty @celové funkce zjistime v.

@ Z vypocetniho hlediska je vyhodnéjsi resit maximalizacni tlohu s
proménnymi g;.

o Ukazeme si reseni pomoci simplexové tabulky, ale reseni Ize nalézt i
bez znalosti simplexové metody, napf. s pomoci resitele v MS Excel.
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani - priklad

1 -1 2 2 0 3
0 2 1 -3 1 3 2
-1 -2 1 0o -1 2
max gy + g2 + g3
21 +3gq3 < 1
G +3¢+2¢ < 1
—@2+2q5 < 1
G1,92,93 > 0
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani - priklad

minp1 + p2 + p3

2pprtp > 1
3p2o—p3 > 1
3p1+2p2+2p3 > 1

p1,p2,p3 > 0
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Obecné reseni maticovych her pomoci linearniho

programovani - reseni prikladu

Po substituci
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