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Gra�cké °e²ení maticové hry 2 x n

Nyní p°edpokládejme výplatní matici(
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

)
Hledáme optimální smí²ené strategie

x0 = (x1, x2), y
0 = (y1, y2, . . . yn),

za podmínky

x1 + x2 = 1, y1 + y2 + . . .+ yn = 1, x1, x2, y1, y2, . . . , yn ≥ 0

Uvaºujme n funkcí

Mj(x1) = a1jx1 + a2jx2 = (a1j − a2j)x1 + a2j , j = 1, 2, . . . , n.

Znázorníme gra�cky £ásti t¥chto p°ímek v intervalu x1 ∈ ⟨0, 1⟩.
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Gra�cké °e²ení maticové hry 2 x n
Cílem druhého hrá£e je minimalizovat výhru prvního hrá£e. Ur£íme proto
funkci

M(x1) = min
j

Mj(x1).

Cílem prvního hrá£e je vhodnou volbou hodnoty x1 maximalizovat svoji
výhru. Hledáme tedy hodnotu x0

1
takovou, ºe

M(x0
1
) = max

x1
M(x1).

�e²ením hry je pak

v = M(x0
1
), x0 = (x0

1
, 1− x0

1
)

V optimální smí²ené strategii druhého hrá£e jsou nenulové hodnoty yk , yl ,
které odpovídají p°ímkám Mk(x1),Ml(x1) protínajícím se v bod¥ (x0

1
, v).

Hodnoty yk , yl ur£íme °e²ením maticové hry s výplatní maticí typu 2x2(
a1k a1l
a2k a2l

)
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Gra�cké °e²ení maticové hry 2 x n - p°íklad

Budeme °e²it maticovou hru s výplatní maticí.(
2 3 11
7 5 2

)
Uvaºujeme funkce, které znázorníme do grafu

M1(x1) = 2x1 + 7x2 = −5x1 + 7

M2(x1) = 3x1 + 5x2 = −2x1 + 5

M3(x1) = 11x1 + 2x2 = 9x1 + 2
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Gra�cké °e²ení maticové hry 2 x n - p°íklad
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Gra�cké °e²ení maticové hry 2 x n - p°íklad

Funkce M(x1) je z°ejmá z grafu. Maximum funkce M(x1) nabývá na
pr·se£íku p°ímek M2

⋂
M3. Proto y1 = 0. Ostatní sloºky ur£íme °e²ením

maticové hry s výplatní maticí (
3 11
5 2

)

a = a11 + a22 − a12 − a21 = 3+ 2− 11− 5 = −11

detA = a11a22 − a12a21 = 3.2− 11.5 = −49

x1 =
a22 − a21

a
=

2− 5
−11

=
3
11

, x2 =
a11 − a12

a
=

3− 11
−11

=
8
11

y2 =
a22 − a12

a
=

2− 11
−11

=
9
11

, y3 =
a11 − a21

a
=

3− 5
−11

=
2
11

v =
−49
−11

=
49
11

M. Tichá Teorie her 6/28



Gra�cké °e²ení maticové hry 2xn - p°íklad

Tedy

x0T =

(
3
11

,
8
11

)
y0T =

(
0,

9
11

,
2
11

)
v =

49
11
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Gra�cké °e²ení maticové hry mx2

obdobným postupem z pohledu druhého hrá£e se dá °e²it rovn¥º
maticová hra mx2, to zde probírat nebudeme, ale ukáºeme si, jak
jednodu²e p°evést hru mx2 na hru 2xn.

budeme uvaºovat, ºe první hrá£ je druhý a naopak

matici transformujeme a zm¥níme znaménko u v²ech prvk·, protoºe
výplatní matice je nyní vztahována k druhému hrá£i.

tedy nová matice 2x n bude vypadat

A
′
= −AT 4 8

0 −5
−2 3

⇝ (
−4 0 2
−8 5 −3

)
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

pokud je maticová hra typu 2xn, p°ípadn¥ mx2 (kdy lze snadno
p°evést na typ 2xn), m·ºeme hledat rovnováºné °e²ení gra�cky

v obecném p°ípadn¥ mxn lze vyuºít k hledání rovnováºných
smí²ených strategií lineární programování
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Hledáme Nashovu rovnováhu ve smí²ených strategiích

xTAy0 ≤ x0TAy0 ≤ x0TAy

Uvedené nerovnosti musí platit i pro ryzí strategie

xT = (1, 0, . . . , 0), xT = (0, 1, . . . , 0), . . . , xT = (0, 0, . . . , 1)

xTAy0 ≤ v

a11y
0

1
+ a12y

0

2
+ . . .+ a1ny

0

n ≤ v

...

am1y
0

1
+ am2y

0

2
+ . . .+ amny

0

n ≤ v
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Pokud v > 0, m·ºeme v²echny rovnice vyd¥lit výrazem v . Provedeme

substituci qj =
y0j
v , qj ≥ 0 a získáme lineární soustavu nerovnic.

a11q1 + a12q2 + . . .+ a1nqn ≤ 1

...

am1q1 + am2q2 + . . .+ amnqn ≤ 1

qj ≥ 0
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Obdobn¥ musí platit x0TAy0 ≤ x0TAy i pro ryzí strategie

yT = (1, 0, . . . , 0), yT = (0, 1, . . . , 0), . . . , yT = (0, 0, . . . , 1)

v ≤ x0TAy
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

a11x
0

1
+ a21x

0

2
+ . . .+ am1x

0

m ≥ v

...

a1nx
0

1
+ a2nx

0

2
+ . . .+ amnx

0

m ≥ v

Pokud je v > 0, m·ºeme v²echny rovnice vyd¥lit výrazem v . Provedeme

substituci pi =
x0i
v , pi ≥ 0 a získáme lineární soustavu nerovnic.

a11p1 + a21p2 + . . .+ am1pm ≥ 1

...

a1np1 + a2np2 + . . .+ amnpm ≤ 1

pi ≥ 0
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

K omezujícím podmínkám zbývá doplnit ú£elové funkce.
Platí:

1 =
m∑
i=1

x0i = v .
m∑
i=1

pi

Tedy
m∑
i=1

pi =
1
v

První hrá£ chce maximalizovat cenu hry v , coº znamená totéº jako
minimalizovat p°evrácenou hodnotu:

1
v
=

m∑
i=1

pi
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Obdobn¥ platí:

1 =
n∑

i=1

y0i = v .
n∑

i=1

qi

Tedy
n∑

i=1

qi =
1
v

Druhý hrá£ chce naopak minimalizovat cenu hry v , coº znamená totéº
jako maximalizovat p°evrácenou hodnotu:

1
v
=

n∑
i=1

qi .

Nyní m·ºeme odvození shrnout do následujících v¥t.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

V¥ta

Uvaºujme maticovou hru s výplatní maticí A a prostory stategií X ,Y .
Pak vy°e²ením úlohy lineárního programování

max{v : ATx−

 v
...
v

 ≥ 0,

m∑
i=1

xi = 1, x ≥ 0, v ∈ R}

ur£íme cenu hry a nalezneme optimální strategii prvního hrá£e.
Vy°e²ením úlohy lineárního programování

min{v : Ay−

 v
...
v

 ≤ 0,

n∑
i=1

yi = 1, y ≥ 0, v ∈ R}

ur£íme cenu hry a nalezneme optimální strategii druhého hrá£e.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Uvedená v¥ta se obecn¥ vztahuje na libovolnou maticovou hru.

Vzhledem k tomu, ºe jsme jiº dosp¥li k záv¥ru, ºe kaºdá maticová
hra má °e²ení ve smí²ených strategiích, vyplývá z toho, ºe p°edchozí
formulované úlohy mají vºdy optimální °e²ení.

Optimální °e²ení nemusí být jediné, m·ºe existovat více moºných
°e²ení.

Pro zjednodu²ení výpo£t· se budeme zam¥°ovat na speci�cký tvar
úlohy lineárního programování.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

V¥ta

Uvaºujme maticovou hru s výplatní maticí A a prostory stategií X ,Y ,
která má kladnou cenu v . Kdyº p0 je optimálním °e²ením úlohy

min{
m∑
i=1

pi : A
Tp ≥ 1,p ≥ 0},

pak hra má cenu
1∑m

i=1
p0i

a optimální strategie prvního hrá£e je(
p0
1∑m

i=1
p0i

,
p0
2∑m

i=1
p0i

, . . . ,
p0n∑m
i=1

p0i

)
.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

A kdyº q0 je optimálním °e²ením úlohy

max{
n∑

i=1

qi : Aq ≤ 1,q ≥ 0},

pak hra má cenu
1∑n

i=1
q0i

a optimální strategie druhého hrá£e je(
q0
1∑n

i=1
q0i

,
q0
2∑n

i=1
q0i

, . . . ,
q0n∑n
i=1

q0i

)
.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Podmínkou pro tuto verzi je kladná cena hry.

Cenu hry m·ºeme odhadnout, najdeme op¥t maxima ve sloupcích a
minima v °ádcích.

Pokud se maximin a minimax shodují, jedná se o °e²ení v ryzích
strategiích.

Pokud se neshodují, hra nemá rovnováºné °e²ení v ryzích strategiích,
ale víme, ºe cena hry se nachází mezi danými hodnotami.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování

Uvaºujme výplatní matici

1 −1 2 . . .minimum -1
0 2 1 . . .minimum 0
−1 −2 1 . . .minimum -2
...

...
...

maximum 1 maximum 2 maximum 2

Tedy minimax 1, maximin 0, cena hry je n¥kde mezi 0 a 1, nulová cena
hry není vylou£ená.

V takovém p°ípad¥ m·ºeme ke kaºdému prvku matice p°i£íst kladné
£íslo c , £ímº získáme strategicky ekvivalentní hru. Rovnováºné strategie
se nezm¥ní, cena hry se zvý²í o c .
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P°íklad strategicky ekvivalentní hry

Uvaºujme výplatní matici  1 −1 2
0 2 1
−1 −2 1


Strategicky ekvivalentní hru vytvo°íme p°i£tením 1 k matici: 1 −1 2

0 2 1
−1 −2 1

+ 1 =

 2 0 3
1 3 2
0 −1 2


Nová matice bude mít cenu hry v intervalu [1, 2], tedy kladnou.

Poznámka: Pokud k matici p°i£teme takové £íslo c , ºe kaºdý prvek
aij + c > 0, pak je zaji²t¥no, ºe nová cena hry v + c > 0.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování - shrnutí

Ozna£íme si bij = aij + c , pi = xi
v+c , pi ≥ 0. Pak maticovou hru tedy

m·ºeme vy°e²it pomocí úloh lineárního programování.
Pro prvního hrá£e:

min p1 + p2 + . . .+ pm

za podmínek
b11p1 + b21p2 + . . .+ bm1pm ≥ 1

...

b1np1 + b2np2 + . . .+ bmnpm ≥ 1

pi ≥ 0; i = 1, 2, . . . ,m
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování - shrnutí

A pro druhého hrá£e ozna£íme qi =
yi

v+c , qi ≥ 0 a °e²íme úlohu:

max q1 + q2 + . . .+ qn

za podmínek
b11q1 + b12q2 + . . .+ b1nqn ≤ 1

...

bm1q1 + bm2q2 + . . .+ bmnqn ≤ 1

qi ≥ 0; i = 1, 2, . . . , n
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování - shrnutí

Uvedené úlohy jsou duáln¥ sdruºené.

Úloha pro prvního hrá£e je duální problém, zatímco úloha pro
druhého hrá£e je primární problém.

�e²ením jakékoli ze dvou úloh získáme °e²ení obou úloh x0, y0 a
z hodnoty ú£elové funkce zjistíme v .

Z výpo£etního hlediska je výhodn¥j²í °e²it maximaliza£ní úlohu s
prom¥nnými qi .

Ukáºeme si °e²ení pomocí simplexové tabulky, ale °e²ení lze nalézt i
bez znalosti simplexové metody, nap°. s pomocí °e²itele v MS Excel.
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování - p°íklad

 1 −1 2
0 2 1
−1 −2 1

 99K
 2 0 3

1 3 2
0 −1 2


max q1 + q2 + q3

2q1 + 3q3 ≤ 1

q1 + 3q2 + 2q3 ≤ 1

−q2 + 2q3 ≤ 1

q1, q2, q3 ≥ 0

M. Tichá Teorie her 26/28



Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování - p°íklad

 2 0 3
1 3 2
0 −1 2


min p1 + p2 + p3

2p1 + p2 ≥ 1

3p2 − p3 ≥ 1

3p1 + 2p2 + 2p3 ≥ 1

p1, p2, p3 ≥ 0
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Obecné °e²ení maticových her pomocí lineárního

programování - °e²ení p°íkladu

qT = (
1
2
;
1
6
; 0)

pT = (
1
3
;
1
3
; 0)

z =
2
3

Po substituci

y0T =
3
2
.qT = (

3
4
;
1
4
; 0)

x0T =
3
2
.pT = (

1
2
;
1
2
; 0)

v =
3
2
− 1 =

1
2
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