Kapitola 3 - Vektorové prostory kone¢né dimenze

3.1. Dimenze vektorového prostoru

3.1.1. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7. V' se nazyva vektorovy prostor konecné
dimenze, existuje-li M SV, M je kone¢na, (M )=V .

3.1.2. PRIKLAD

(I) Bud’ P, mnozina vSech polynomi stupné nejvySe n nad t€lesem redlnych &isel (n€IN).
P, 1ze povazovat za vektorovy prostor nad t€lesem R, je-li s¢itani polynomii definovano
obvyklym zpusobem

(ap+a;-x+-+a, x")+(by+b;-x+--+b, x")=(a,+by)+(a,+b,) x+---+(a,+b,)-x" . aje-li
téz obvyklym zptisobem definovano nasobeni polynomu redlnym ¢islem

c(ay+a,; x++a, x")=(c-ay)+(c-a,)-x+---+(c-a,)-x" . Vektorovy prostor P, ma
kone¢nou dimenzi, nebot’ naptiklad 1, x, x>, ..., x")=P,.

(IT) Bud® P mnozina vSech polynomu nad télesem realnych cisel. Obdobn¢ jak v casti (I), P
lze povazovat za vektorovy prostor nad télesem IR . Ukazeme, ze P nema kone¢nou dimenzi.
Predpokladejme opak. Necht' p,, ..., D,E€P, <{P1, ey Pk}> =P . Uvazme polynom
p=c;pt+tepe,kde ¢y, ..., ¢, €RR . Pokud polynom p je nenulovy, je stupeni
p<max(stupeti p,, ..., stupeft p,|=m . Uvazujme polynom x"*'e P . Vidime, Ze

"' p, ..., pi}), nebot stupeit x"*'=m+1>m . Dostali jsme spor. Takze vskutku P
nema konec¢nou dimenzi.

3.1.3. TVRZENI

(a) Z kazdé konecné mnoziny generatori vektorového prostoru lze vybrat bazi.

(b) Kazda baze prostoru konecné dimenze je konecna.

(c) Podprostor vektorového prostoru koneéné dimenze je opét kone¢né dimenzionalni.

Dukaz:

(a) Necht M SV, M jekoneéna, (M )=V . Uvazme nasledujici systém mnozin S:
S={AcM|(4)=V] .

Protoze M €S ,je S#8 . Mnozina S je konetna ( |S|<2™'). Necht S=(4,, 4,, ..., 4,] .

Lze predpokladat, ze |4,|<|4,|<---<|4,] . Staci ukazat, ze 4, je minimalni (vzhledem k

inkluzi) podmnozina ve V splitujici (4,)=V Dle 2.4.3. z toho vyplyne, ze 4, je baze a stadi

si ptipomenout, ze 4;SM . Necht tedy BEA,, (B)=V .Chceme: B=A4, . Sta¢i ukazat, ze
|B|=|4,| . Nerovnost |B|<|4,| jejasna. Protoze BEA, ,a A,SM  je BEM ;také (B)=V,

takze BES, B=A4; prong&jaké i€(l, 2, ..., k} . Tudiz |4,|<|4,/=|B] .

(b) Postupujeme sporem. Necht' B je baze, B je nekonecna. Necht' V' je prostor kone¢né

dimenze, V=<{‘7;7 cees ‘7[}> .Necht ASB, |A|=l+1 , A=[a>1, cees (1_1:1} . ProtoZe mnozina
B je linearné nezavisla, je téz linedrné nezéavisla jeji konecnd podmnozina 4 . Jsou tedy

vektory @, ...a,.; linearné nezavislé. Dle Steinitzovy véty o vymeéné (2.5.1.) je [+1=<1,
1=<0, spor.

(c) Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze, necht’ W je podprostor ve V. Bud’ B
baze podprostoru W (ta existuje dle 2.4.4. (a)). Staci ukazat, ze B je konecna.
Predpokladejme opak. Uvédomme si, Ze B je linearné nezavisla mnoZina ve V a aplikujeme
2.4.4.(b): existuje baze C prostoru V takova, ze BEC. Mnozina C je nekonecnd, protoze
mnozina B je nekonecnd. Tedy 7 ma né&jakou nekonecnou bazi. To je ve sporu s jiz
dokazanou casti (b).



3.1.4. VETA
Kazdé¢ dvé baze vektorového prostoru konecné dimenze maji stejny pocet vektort.
Diikaz: Necht' V' je vektorovy prostor koneéné dimenze, necht’ B, B, jsou baze prostoru V.
Rozlisme tfi ptipady:
() B;=0
(1) B,=4
() B,#8 a B,#0
ad (I): (B,)=(0)=V;oviem (&)=[0] ,takze V' =(0].Pak nutn& B,=# ajsme hotovi.

ad (I1): Tento ptipad je podobny ptipadu (I).

ad (II): Necht B,={u}, ..., iy} , B,={V|, ..., V;] . Vektory u,, ..., u; jsou linearn&
nezavislé a (v}, ..., V}})=V . Dle Steinitzovy véty o vyméng (2.5.1.) je k<I. Naopak,
vektory Vi, ..., V, jsou linearné nezavislé a ({&}, ..., #;})=V . Dle Steinitzovy véty o vym&né
je [<k.Celkem: k=1.

Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze. Uvédomme si tato fakta:
(D 7V mébazi (viz 2.4.4.)

(IT) VSechny baze prostoru ¥V jsou kone¢né (viz 3.1.3.(b)).

(IIT) VSechny baze prostoru ¥ maji stejny pocet vektora (viz 3.1.4.)

M3 tedy smysl nasledujici definice:

3.1.5. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze. Dimenze vektorového prostoru 7 (oznaceni:
dim V") je pocet vektoru v kterékoli bazi prostoru V.

3.2. Véty o dimenzi

3.2.1. VETA
Necht' V', V', jsou vektorové prostory kone¢né dimenze nad télesem 7.
Plati:
V., V, jsouizomorfni ( V,=V,) pravé tehdy, kdyz dimV ,=dimV,
Diikaz:
=:Bud @:V,—V, izomorfismus. Rozli§ime dva pfipady:
(M) V', je trivialni
(I) V| neni trividlni
ad (I): Také V', je trividlni a O=dimV =dimV,
ad (I1): Bud B=lb,, ..., b,] baze prostoru V', . Necht C={(p(?):), e (p(g:,)} . Protoze ¢
je injekce, |C|=n=|B| . Sta&i tedy ukazat, ze C je baze prostoru V.
C je linearn¢ nezavisla:
Necht d,, ..., d, €T, d,-@(b)++d, ¢(b)=0.
Chceme: d,=:-=d, =0,
Pogitejme: @(d,b,++d,b,)=@(d b))+ +p(d,b)=d, -@(b)++d - ¢(b,)=0.
Jelikoz také @ (0)=0 a ¢ je injekce, nutné dl-l;:+---+dn-l;;=6.Protoie vektory 5:, b
jsou linearné nezavislé, mame d,=---=d,=0
(C)= V,:
Necht VEV, . Chceme: VE(C).
Protoze @ je surjekce, existuje #E€V| tak, 7e @ (i1)=V.Protoze (B)=V existuji
dy, .., d,€T tak,7e d,-b,++d, b =u.Pak
V=@(il)=@(d b+-+d, b)=d @ (b)++d, @(b) a VEC).

n



& : Necht dimV =dimV,=n _Rozli§me dva piipady:

@) n=0 (1) n>0

ad (I): V,=(0}, V,=[0}, takze ztejm& V, a ¥, jsou izomorfni.

ad (I1): Dle 2.8.3. V| a V, jsouizomorfnis 7".Pak V', jeizomorfnis V,.

3.2.2. VETA
Necht' V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem 7', W, a W, jsou podprostory
ve V.Plati: dimW +dimW ,=dim(W NW,)+dim (W +W,) .
Diikaz: Nejdiive rozliSme dva ptipady:
Iy W\NW, je trividlni (I W NW, neni trivialni
ad (I): Nyni rozliSme tfi ptipady:
(a) W, je trivialni
(b) W, je trivialni
(¢) W, neni trivialni, W, neni trivialni
ad (a): W, +W,=[3+F[REW,, FEW,|=[0+T[7eW,|=(37em =W,
Tedy: dimW +dimW ,=0+dim W ,=dim W , |
dim (W OW,)+dim(W ,+W,)=0+dim W ,=dim W,
ad (b): Postupujeme obdobn¢ jak v ptipad¢ (a).

ad (c): Necht' (@, ..., #;} je baze podprostoru W, necht (V}, ..., ¥} je baze podprostoru
W, .Ukézeme, 7e (%, ..., Wy, Vi, ..., v, je baze podprostoru W ,+W, . Ziejms
<{LT1, cens ﬁ;, \7;, vy T/;}>=W1+W2,Necht’ Cyy eens Cpy dl, e, dIET,

cl'ﬁ>1+"'ck'l’_l;_{—dl'ﬁ—i_“'—i_dl"_;l:a Pak ¢ W+ ol =(—d )V, -+ (=d) VEW NW, .
Jelikoz W10W2={6} , mame cl~ﬁ’l+---ck~L77€=6=dl-\71+---+d,-T/}.Protoie vektory
iy, ..., U, jsou linearné nezavislé, ¢,='--=c,=0 . Protoze vektory Vi, ..., V, jsou linearn&
zéavislé, d,=---=d,;=0  Ukazali jsme, ze vektory i, ..., Uy, V|, ..., ¥, jsou linearné
nezavislé. Tim je ukon&en diikaz faktu, 7e {#,, ..., Uy, V;, ..., V)| je baze podprostoru
W, +W, . Nyni poéitejme: dim (W NW ,)+dim(W +W,)=0+(k+I)=dimW +dimW , |
ad (II): Nyni opét rozlisSime tii ptipady:

(a) w.cw,

(b) I/VZQVV1

(c) W\ €W, a W, €W (tj. W ONW,cW, W NW,cW,)
ad (a): W \NW,=W, K W ,UW,=W,  takze
dim (W NW,)+dim(W +W,)=dimW +dim W,
ad (b): Postupujeme obdobné¢ jak v ptipadé (a).
ad (c): Bud’ le,, ..., e;] baze podprostoru W ,NW, . Dle 2.4.4.(b) existuji vektory
Frvo, f /8 (pEIN)takove Y6 (81, ooy €y f1s oons f | je baze podprostoru W, .

Obdobné existuji vektory g7, ---» ngW takove 7e {é], @, 8- 8, jebaze
podprostoru W, . Ukazeme, 7 (&, ..., €i» f1, .. fp, g, ..., g, jebaze podprostoru
W +W, . Ztejm& (€], ..., € f1s coos [ ps &1s ooer 8q))= W+ W, . Necht

Ay ey yy byy oy bp, Cps evs €, €T,

ae+--+agpe+by; fi+-+b,f tc g+ +e, g,=0.
Polozme X=a, €+ --+ay e +b, [ ++b, f,. Ziejm& XEW,  Oviem

X=(—c,) g+ +(=c,) T, , takze také XEW, . Zjistili jsme, 7e XEW NW,  Pak
55=d ?-l- +d ek proJ1sta d1,~--,dk€T.P0t0m

6=3c’—3c’=d e t+-+d; e +c g+ +c, g, . Zlinearni nezavislosti vektor

€y s @y 815 s 8, dostavame d,=--=d,=c,=---=¢,=0 Tudiz ¥=0. Linearni

nezavislost vektor e, ..., e, f1, ..., f, dava a,=--=a,=b,=---=b,=0 Podafilo se nam



dokazat, ze vektory e, ..., €%, ]_;1, e 7;, g1, .-, &, jsou linedrné nezavislé. Je tedy
ukonden dikaz faktu, ze (€}, ..., €, f1, .. [ p» &1» --» &, je baze podprostoru W ,+W,.
Nyni dim (W OW,)+dim(W +W,)=k+(k+p+q)=(k+p)+(k+q)=dimW +dimW,

3.2.3. VETA
Necht' U je vektorovy prostor konecné dimenze nad télesem 7', necht’ V' je vektorovy prostor
nad télesem 7', necht @:U—V je homomorfismus.
Plati: dim(Im@)+dim(Ker @)=dimU .
Dukaz: RozliSme dva piipady:
(I) Ker @ je trividlni
(II) Ker ¢ neni trivialni
ad (I): Necht ¥, 7€U, @(¥)=¢(7).Pak @(3-7)=¢(3)-@(7)=0, F-y€Ker p=[0},
¥—7=0, ¥=7. Vidime, 7 zobrazeni @ je prosté. Takze @:U— Im@ je izomorfismus.
Dle 3.2.1. dimU=dim(Im @)
Celkem tedy: dim (im@)+dim(Ker ¢)=dimU+0=dimU .
ad (II): Rozlisime dva ptipady:
(a) Ker p=U (b) Ker pcU
ad (a): Pro kazdé ¥€U je @(%)=0takze Im@=10] . Pak
dim (Im@)+dim(Ker )=0+dimU =dim U .
ad (b): Bud’ V), ..., V] baze podprostoru Ker ¢ . Dle 2.4.4.(b) existuji vektory i}, ..., &,
( [€N) takové, 7e V|, ..., V}, i, ..., i;} je baze prostoru U . Ukéazeme, Ze
lp(u}), ..., @(id})] je baze podprostoru Ime .

U = V

sy —e .
(P(“/)
\ \_eoo(i?)
U,
Ker Imop
o), ..., li)))=Ime:
€ : Stadi si uvédomit, ze (@ (i), ..., @(u)|SIm .
2 : Necht yelm@ . Existuje X€U tak, ze @(Xx)=y.Existuji ¢, ..., ¢;» d, ..., d €T,
76:01“—’?+"'+Ck‘ﬂ+d1‘ﬁ7+"'+dz‘ﬁz.Pak
T (R)=plcr 7yt Ty Tt d )
=c; (V) +-tep@(v)+d, @(u)++d, e(u)
=c,-0+4c,-0+d,-@(u))++d, p(u,)
=d, (i) ++d, p(d)e(e(d), ..., p(@)}).
Vektory @(u;), ..., @(id}) jsou linearné nezavislé: Necht a, ..., a,€T
a,(u,)++a,(i,)=0.Chceme: a,=...=a,=0 _Je
O=a,-@(u)++a,o(u)=¢(a, u,++a,1d) . Vidime, ze a, u;+ +a, u,€Ker .
Existuji tedy b,, ..., b, €T, a,u,+ ++a, w,=b,-V,+:--+b,V, . Pak
bV, ++b,V,+(—a,)u,+ +(—a,)u,=0 . Z linearni nezavislosti vektori
\7:, e, V;(, ﬂ?, ey ffl Vyp]}'/vé, al=---=a1=0 .

Kone¢né, dim(Imp)+dim(Ker p)=I1+k=dimU .



