0.1 Optimaliza¢ni tlohy

Mnozstvi redlnych rozhodovacich situaci je mozné modelovat jako tilohu ma-
tematického programovani, kterou lze obecné formulovat nasledovneé:

maximalizovat (minimalizovat)

z="f(xy,29,...,2,)

za podminek
gl(xlvx% s 7‘7;71) 2 07
>0

gg(l’l,l'g, RN ,l’n)

kde n je pocet proménnych modelu, m je pocet jeho omezujicich podminek
a f(z), gi(z), i = 1,2,...,m jsou obecné funkce n proménnych. 7 matema-
tického hlediska se tedy jedn& o urceni hodnot proménnych modelu z; tak,
aby byly respektovany vSechny omezujici podminky tulohy a aby byl dosazen
extrém ucelové (kriterialni) funkce f(x). Jsou-li vSechny funkce f(x), g;(z),
1 =1,2,...,m ve vySe uvedené formulaci funkcemi linearnimi, mluvime o
tloze linearniho programovani (LP), v opacném piipads, tedy kdyz je
alespon jedna funkce nelinearni, o tiloze nelinedrniho programovani. Re-
Seni linearnich optimaliza¢nich tdloh je vyrazné snazsi nez v piipadé tloh
nelinearnich. Tomu odpovida i mnozstvi aplikaci, které pouzivaji linearni
modely.

0.2 Model lineArniho programovani

Pri aplikaci linearnich optimaliza¢nich modeli pii feSeni redlnych problémi
Ize rozlisit nékolik zakladnich fazi:

1. Identifikace problému v redlném systému
Rozpoznat problém v realném systému (napf. ve firmé) je zélezitosti
managementu piripadné konzulta¢nich pracovniki, kteri se podileji na
jeji analyze. Na této fazi se zpravidla nepodili pifimo odbornik na ma-

tematické modelovani a optimalizaci. Ten by se mél ucastnit predevsim
dalsich fazi.



2. Sestaveni ekonomického modelu daného problému
Ekonomicky model popisuje vybrané prvky analyzovaného systému a
vztahy mezi nimi. Jedné se hlavné o ty prvky, které se vztahuji ke zkou-
manému problému. Musi se vSak jednat o podstatné stranky systému ve
vztahu k cilim analyzy daného rozhodovaciho problému. Ekonomicky
model pritom obsahuje ¢tyri hlavni ¢asti:

e cil analyzy (optimalizace),

e popis procesu, které v systému probihaji; intenzita realizace téchto
procestu ovliviiuje sledovany cil optimalizace,

e popis Cinitel, které ovliviiuji provadéni procesi (procesy nemohou
probihat neomezené, ale jejich intenzita realizace je limitovana
celou fadou ¢initelt),

e ckonomicky model musi v neposledni fadé obsahovat popis vztahii
mezi vySe uvedenymi prvky — cilem, procesy a ¢initeli.

3. Sestaveni matematického modelu
Matematicky model tlohy linearniho programovéani (LP) méa stejnou
strukturu jako model ekonomicky:

e cil optimalizace je v tlohach LP matematicky vyjadfen linearni
ucelovou (kriterialni) funkei,

e procesim odpovidaji v matematickém modelu proménné modelu a
intenzitu realizace procest vyjadiuji hodnoty proménnych — pro-
toze intenzita realizace procest nemuze byt v typickém pripadé
zaporné, je matematicky model tlohy LP doplnény o tzv. pod-
minky nezapornosti,

e Cinitelim odpovidaji v matematickém modelu omezujici podminky,
které jsou vyjadreny ve formé linearnich rovnic nebo nerovnic,

e vztah mezi ¢initeli a procesy je v matematickém modelu pritom
vyjadren strukturnimi koeficienty.

Obecna podoba matematického modelu tlohy linearniho programovéni
je tedy nasledujici:



maximalizovat (minimalizovat)

Z=C1T1 + Co%To + ...+ ChZy,

za podminek
a1171 + @122 + -+ a1, T, < by

A21T1 + Qga%g + -+ + GonTp < by

Am1T1 + Am2X2 + -+ Amndn S bm

33]20

kde
e n je pocet strukturnich proménnych modelu,

e m je pocet omezujicich podminek,

o ¢l = (c1,c9,...,¢,) je Fadkovy vektor cenovych koeficienttt (cen) mo-
delu,

o b= (by,by,...,bn)7T jesloupcovy vektor hodnot pravych stran modelu,

o A=(a;,1=1,2,...,m, j=1,2,...,n) je matice strukturnich koefi-

clentu modelu.

V souladu s uvedenym znacenim je mozné matematicky model ulohy LP
zapsat i nasledovné pomoci sumaci:

maximalizovat (minimalizovat)
n
zZz = E CiTj
J=1

za podminek

nebo maticovy zapis:



maximalizovat (minimalizovat)

za podminek
Ax <b,x > 0.

Uvedené formulace matematického modelu mohou byt déale doplnény o dalsi
specialni podminky. Naptiklad pomérné casty je pozadavek, aby hodnoty
proménnych byly v celych ¢islech. V takovém pripadé se potom mluvi o
ulohéch celociselného (linearniho) programovani.

0.3 Simplexova metoda

Simplexovd metoda je itera¢ni algoritmus pro efektivni prohledavani zaklad-
nich (bazickych) Feseni ulohy linearniho programovani (LP) a pro uréeni op-
timélniho feSeni této tlohy nebo konstatovani, Ze takové feseni neexistuje (at
uz z jakéhokoliv duvodu). Cilem této kapitoly neni detailni popis simplexové
metody. Zameérime se spise na jeji zaklady, které jsou nezbytné pro pochopeni
modifikaci zdkladniho simplexového algoritmu, kterymi se budeme zabyvat
v nésledujici kapitole. Cely algoritmus budeme ilustrovat na prikladu: maxi-
malizovat (minimalizovat)
2 =1+ X9

3x1 + 224 < 6000,
T+ To S 2600,
21 < 1800,

Ty, T2 > 0,

0.3.1 Vychozi zakladni feSeni tilohy LP

Omezujici podminky v tloze LP jsou vétsinou zadané ve formé rovnic a/nebo
nerovnic. Nerovnice prevedeme na rovnice pomoci pridavniych proménnijch,
které se od levé strany nerovnic typu ,,<“ odecitaji a k levé strané nerovnic
typu ,,>* pric¢itaji. Ziskame tim tzv. ekvivalentni soustavu rovnic, kterd mé
pro nas ilustracni priklad nésledujici tvar:

321 + 225 + 23 = 6000,
© 4+ w4 x4 = 2600,
T + Ty = 1800,



kde x3, 24 a x5 jsou pridavné proménné.

Takto ziskana ekvivalentni soustava rovnic muze byt jiz pfimo v tzv. ka-
nonickém tvaru, tj. ve tvaru, kdy matice strukturnich koeficienti obsahuje
jednotkovou matici. To je i pripad naseho piikladu, kde je jednotkova ma-
tice tvorena sloupci strukturnich koeficienti u proménnych x3,z4 a 5. V
kanonickém tvaru jsou dva druhy proménnych — ty proménné, u kterych jsou
jednotkové vektory, se oznacuji jako zdkladni (bazické) proménné, ostatni
jsou nezdkladni (nebazické). Kazdému kanonickému tvaru ekvivalentni sou-
stavy rovnic odpovida zékladni feSeni ulohy LP, které se snadno ziské tak,
ze se nezakladni proménné polozi rovny nule a zakladni proménné se rovnaji
hodnotam na pravych stranéch. Vychozi zakladni feSeni v nasi tloze je tedy

x' = (0,0, 6000,2600, 1800).

Po doplnéni piidavnych proménnych je ekvivalentni soustava rovnic v kano-
nickém tvaru pouze tehdy, pokud jsou v omezujicich podminkich vsechny
nerovnice typu ,,<“, coz neni prilis c¢asté. V takovém pripadé je nutné dopl-
nit chybéjici jednotkové vektory pro ziskdni kanonického tvaru pomoci tzv.
pomocngch promeénnijch, které se pricitaji ke kazdé omezujici podmince typu
> a =" Ziskdme tak tzv. rozsifenou soustavu rovnic, jejiz zékladni feSeni
neni ovSem piipustnym feSenim piivodni tlohy. Pomocné proménné totiz vy-
jadiuji miru nepiipustnosti aktuélniho feseni. Pokud maji kladnou hodnotu,
feSeni dané tlohy neni pripustné. Pro ziskédni pripustného feseni a tedy i vy-
choziho zakladniho feSeni dané ulohy LP je tedy tfeba vynulovat vSechny
pomocné proménné. Cely tento postup je vlastné obsahem prvni faze sim-
plexové metody, ve které jde o vypocet vychoziho zakladniho feSeni.

7 vyse uvedeného je ziejmé, ze prvni faze simplexové metody odpada v pii-
padech, kdy v kanonickém tvaru vystupuji pouze nerovnice typu ,,<“ a tedy
nepotiebujeme pomocné proménné. Pokud vSak v soustavé nerovnic vystu-
puji jiné typy nerovnic, je prvni faze simplexové metody nezbytna a slouzi k
odstranéni (vynulovani) pomocnych proménnych, které jsme museli do mo-
delu zavést. Po ukonceni prvni faze simplexové metody je ziskdno pripustné
zékladni feSeni (bez pomocnych proménnych), které je vychozim feSenim pro
druhou fazi simplexové metody.

0.3.2 Vychozi simplexova tabulka

Ekvivalentni soustavu rovnic (p¥ipadné rozsifenou soustavu rovnic, pouzivaji-
li se pomocné proménné) v kanonickém tvaru muzeme pro potieby vypoétu



uspofadat do tzv. simplexové tabulky. V nasem piikladé bude mit tato ta-
bulka nasledujici tvar:

zakl. prom. | 1 X2 X3 T4 T b;
T3 3 1 0 0 | 6000
Ty 1 1 0 1 0 ]2600
Zs 1 0O O O 1 1800
2 -¢c; ¢ 0 0 O 0

V této tabulce jsou kromé strukturnich koeficientti soustavy rovnic a praveé
strany, vypsany i zakladni proménné. Doplnény je i fadek tzv. redukovanych
cenovych koeficienti (redukovanych cen), které se ve vychozi tabulce rovnaji
cenovym koeficientim s opa¢nymi znaménky.

Kazdému ekvivalentnimu tvaru soustavy rovnic prislusi jedno zakladni feseni
a kanonicky tvar je charakterizovany seznamem zakladnich proménnych (je
jich tolik, kolik je linearné nezévislych radka soustavy rovnic). Pokud bu-
deme chtit tedy ziskat jiné zékladni feseni, musime ziskat kanonicky tvar s
jinym seznamem zakladnich proménnych. V rdmci jednoho kroku vypoctu
vSak muzeme provést pouze jednu vyménu zakladni proménné za nezakladni
a naopak. Nezakladni proménna, ktera se v nasledujici iteraci stane promeén-
nou zakladni, se oznacuje jako vstupujici proménné a v simplexové tabulce
je ve sloupci, kterému se 1ika klicovy sloupec. A naopak, zakladni proménné,
ktera se v nasledujici iteraci stava nezakladni, se oznacuje jako vystupujici
proménné a v simplexové tabulce ji je pritazeny klicovy radek. Prisecik klico-
vého fadku a sloupce je klicovy prvek. Simplexova metoda je vlastné pouze o
tom, jakym zpiisobem volit vstupujici a vystupujici proménnou, aby to bylo
z hlediska hledani optimalniho feSeni efektivni.

0.3.3 Test optimality a volba vstupujici proménné

V jakémkoliv kroku vypoctu je tfeba mit k dispozici kritérium, které urci,
zda dosazené teSeni je jiz optimalni nebo neni. Test optimality vychazi z
nésledujiciho jednoduchého vztahu:

Az(zp =t > 0) = 25T — 25 = —t1.2,
tzn. zména hodnoty tcelové funkce mezi dvéma iteracemi s + 1 a s. Bude-
li jako vsuptujici proménné zvolena proménna z a jeji nova hodnota bude
tx > 0, je rovna soucinu redukované ceny z; s novou hodnotou proménné xy,

(s opaénym znaménkem). Z toho plyne:
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e volba vstupujici proménné se zapornou redukovanou cenou z; vede ke
kladnému (nezapornému) Az — hodnota tcelové funkce v dal3i iteraci
nebude tedy rozhodné nizsi nez v iteraci predchazejici,

e volba vstupujici proménné s kladnou redukovanou cenou z; vede k zé-
pornému (nekladnému) Az — hodnota tcelové funkce v dalsi iteraci
nebude tedy rozhodné vyssi nez v iteraci predchazejici.

Pro optiméalni feseni tedy musi platit nasledujici:

e pro maximaliza¢ni Glohu - z; > 0, j € N (mnozina indext nezakladnich
proménnych), tzn. nelze uz dale zvysit hodnotu ucelové funkce,

e pro minimalizac¢ni tlohu — z; < 0, j € N, tzn. nelze uz dale snizit
hodnotu ucelové funkce.

Pokud neni v néjakém kroku vypoctu reSeni jesté optimalni, je tfeba zvolit
nejprve vstupujici proménnou. Volba vstupujici proménné ovliviuje, jak se
zméni hodnota ucelové funkce — tato volba ma vliv pouze na optimalitu (ni-
koliv na p¥ipustnost), tj. na to, jestli bude optimalni feSeni dosazeno v nizsim
nebo vyssim poctu iteraci. Pro volbu vstupujici proménné lze pouzit jedno ze
tii kritérii. Uvedeme pravidla pro maximaliza¢ni alohu (pro minimaliza¢ni je
tfeba volit z kladnych redukovanych cen, abychom dosahli zaporného Az).

1. zx = ming;, z; <0, j € N, jako vstupujici proménnou xj zvolime
podle relativniho piirastku hodnoty ucelové funkce (na jednu jednotku
vstupujici proménné), nebot absolutni prirtastek je roven —tgz;. Vyho-
dou tohoto postupu je vypocetni jednoduchost, ale pocet kroku vypo-
¢tu miize byt vyssi nez u dalsiho kritéria a rovnéz tento zptisob neoSe-
tfuje moznost zacykleni vypoctu v pripadé degenerovaného feseni.

2. Jako vstupujici proménné xp se podle tohoto kritéria zvoli ta, kteréd
dosahuje maximalniho absolutniho piiriistku —tj2;, = max(—t;z;,j €
NT). Pro kazdou potencialni vstupujici proménnou z;, j € N* (kde
N7 je mnozina indexti nezékladnich proménnych, jejichz volbou doséh-
neme kladné zmény hodnoty ucelové funkce) se tedy tieba vypocitat
hodnotu ¢; a soucin —t;z;, ktery dava absolutni hodnotu zmény tcelové
funkce. Uvedeny postup je vypocetné slozit€jsi nez predchozi, ale umoz-
nuje dosahnout optimalniho feseni v nizsim poc¢tu kroku. Zacykleni pti
degeneraci toto kritérium rovnéz nezabrani.



3. Blandovo pravidlo je velmi jednoduché pravidlo, které jako vstupujici
Timto zptusobem neni sice vubec zohlednovan priristek acelové funkce,
ale je dokézano, ze se tim zamezi zacykleni pii degeneraci, coz je natolik
podstatna vyhoda, Ze se dnes toto pravidlo pouziva v programovych
systémech pro teseni tloh LP.

0.3.4 Volba vystupujici proménné

Po volbé vstupujici proménné xj, je tfeba uréit vystupujici proménnou, tj.
proménnou, ktera prestane byt zakladni. Vystupujici proménné se voli podle
néasledujiciho vztahu:

ty, =min —, ¢=1,2,... ,m.
a;x>0

Rédek, ve kterém je minimalni podil hodnot na pravé strané a kladnych
hodnot v klicovém sloupci, je fadkem klicovym — oznac¢me jeho index ¢q. Vyse
uvedeny vztah je odvozen z podminek nezédpornosti pro zékladni proménné v
dané iteraci. Volba vystupujici proménné proto zajistuje pripustnost feSeni
v nasledujici iteraci a naopak nijak nesouvisi s optimalitou. Poruseni pravi-
dla pro volbu vystupujici proménné ma za bezprostfedni nasledek poruseni
piipustnosti (hodnota nékteré ze zékladnich proménnych by byla zaporna).
Vzhledem k tomu, Ze se volba vystupujici proménné tyka pouze piipustnosti
feSeni, pouziva se stejné pravidlo pfi maximaliza¢ni i pii minimaliza¢ni tloze.

0.3.5 Prepocet simplexové tabulky

Prepocet simplexové tabulky podle zvoleného kli¢ového prvku a. (¢ je in-
dex klicového fadku, k index kli¢ového sloupce) je mozné snadno realizovat
pomoci nasledujicich transformacnich vztahi:

ag;rl = a%’ j=1,2,....n, pro klicovy fadek
qk
S
bt =L, bt =0 —apbitt, i#4q, pro vektor pravé strany
qk



s+1 _ s s _s+1 . . ~ , vz
a;i =aj —apay, j=12,...,n, i#gq, pro vSechny ostatni radky
2 =2 — el j=1,2,...,n, pro Fadek redukovanych cen
2t =2"— 2", pro hodnotu celové funkce

kde s a s+ 1 jsou indexy dvou po sobé nasledujicich iteraci.

V tabulce uvadime jiz bez dalsiho komentare vypocet optimélniho feSeni
ilustra¢niho piikladu simplexovou metodou. Klic¢ovy sloupec a tadek jsou
zvyraznény tuéné. Optimalni feseni je dané vektorem hodnot promeénnych
x°P* = (800, 1800, 0,0, 1000). Optimélni hodnota ucelové funkce je z°P* =
876 000.

zakl. prom. | 1 Ty T3 T4 Ts b; bi [ i
T3 3 2 1 0 0 | 6000 | 2000
T4 1 1 0O 1 0 | 2600 | 2600
s 1 0 0O 0 1 |1800 | 1800
2 -420 -300 0 O O 0
zakl. prom. | x1  T» T3 T4 Ty b; b/ agy,
T3 0 2 1 -3 6 600 300
T4 0 1 -1 1 0 800 800
Ts 0 0 0 1 1 1800 XXX
2 0 -300 0 0 420 | 756000
To 0 1 /2 0 -3/2| 300 XXX
Ty 0 0 -1/2 1 1/2 500 1000
T5 1 0 0 0 1 1800 1800
2j 0 0 150 0 -30 | 846000
T 0 1 1 3 0 1800
Ts 0 0 -1 2 1 1000
Ty 1 0 1 -2 0 800
Zj 0 0 120 60 0 876000

P1i feseni tlohy LP simplexovou metodou mize dojit v podstaté ke tifem
zékladnim zptsobum zakonceni vypoctu, které jednotlivé programové pro-
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dukty indikuji pislusnou zpravou (v zavorce uvadime anglicky ekvivalent, se
kterym se lze setkat pii feSeni tloh LP v optimaliza¢nich systémech):

1. Uloha LP ma optimélni feSeni (optimal solution found). Znamena to,
7e jsou splnény podminky optimality tak, jak byly uvedeny vyse. Uloha
LP miZe mit bud jediné optiméalni feSeni nebo optimalnich feSeni muze
byt vice. Druha moznost je oviem velmi specialni pripad a témér zadny
z profesionalnich optimalizac¢nich systému ji neindikuje, proto se zde
touto moznosti nebudeme zabyvat.

2. Uloha LP nema piipustné feseni (LP problem is infeasible). P¥i vypo-
¢tu simplexovou metodou se tato situace pozna tak, ze nelze z vypoctu
vyloucit v8echny pomocné proménné, které predstavuji miru nepiipust-
nosti stavajictho reseni. Pokud dojde k tomuto zakonceni pii feSeni né-
jakeé redlné tlohy, znamené to, Ze jsou nastavena omezeni prilis ,prisné”
a je tfeba je uvolnit. Nékteré softwarové produkty dokonce v takové
situaci poskytuji doporuceni, jak zménit pravé strany omezujicich pod-
minek, aby piipustné a tedy i optimalni feSeni existovalo.

3. Uloha LP nemé omezenou hodnotu téelové funkce, mé tedy piipustné
feSeni, ale nema feSeni optimalni (LP problem is unbounded). Pfi nume-
rickém zpracovani nastava tato situace tehdy, kdyz ve zvoleném klico-
vém sloupci nejsou zadné kladné koeficienty a nelze tedy zvolit klicovy
radek. Tato situace muze byt pomérné c¢asta a signalizuje, Ze model je
ziejmé nespravné nebo neuplné sestaveny.

0.4 Dudalné sdruzena uloha

Kazdé tuloze linedrniho programovani lze priradit jeji duélni tlohu. Pokud
méame primérni tlohu ve tvaru:

max c'
za podminek:
Ax <b,
>0,
pak jeji dualni dloha je ve tvaru:
min b’y
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za podminek:

Aly > ¢,
y > 0.

Dualni dloha ndm umoznuje najit dolni nebo horni odhad optiméalni hodnoty
ucelové funkce a vyuziva se pro kontrolu spravnosti vysledkt primérni tlohy.

Mezi primérni a dualni tlohou plati nasledujici vlastnosti:

e Pokud ma priméarni iloha kone¢né optimalni feseni, pak ho méa i dualni
uloha.

e Hodnoty optimélnich acelovych funkei primérni a dudlni tdlohy jsou
shodné.

e Pokud jedna z uloh nemé kone¢né feSeni, druha tuloha je bud nereali-
zovatelnd, nebo nemé omezené feseni.

Vyznam duélnich proménnych tzce souvisi s pojmem stinové ceny. Stinové
ceny jsou strukturni dualni proménné a jejich urceni je dulezité pro mana-
zerské rozhodovani, nebot jde o znalost toho, jak se hodnota ucelové funkce
bude ménit v zavislosti na zméné hodnoty pravé strany urcité podminky.
Stinova cena je vlastné definovana jako hodnota, o kterou se zméni hodnota
ucelové funkce pii zméné hodnoty pravé strany i-té podminky o hodnotu 1.
Stinové ceny odpovidaji optimalnim hodnotam duélnich proménnych y* v
duélni tloze linedrniho programovani.

Optimalni feseni dualni tlohy y* tedy primo odpovida vektorim stinovych
cen, coz ukazuje, Ze stinové ceny predstavuji implicitni ocenéni omezeni v
puvodni (prvotni) tloze LP. Jinymi slovy, hodnota yf nam fika, jak velky
dopad na ucelovou funkci ma zména dostupnosti omezeného zdroje repre-
zentovaného b;.
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