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Základńı informace

Název předmětu: Praktikum matematiky pro chemiky
Forma výuky: seminář
Ověřeńı studijńıch výsledk̊u: zápočet

Anotace

Ćılem kurzu je prohloubeńı znalost́ı a dovednost́ı student̊u z předmětu Matematika I.
Důraz je kladen na řešeńı úloh z praxe a použ́ıváńı matematického softwaru. Studenti se
také seznámı́ se základńı matematickou terminologíı v anglickém jazyce. Výuka prob́ıhá
předevš́ım v prostřed́ı programu GeoGebra, využ́ıvány budou ale i jiné volně dostupné
programy.

Sylabus

1) Úvod do ovládáńı programu GeoGebra, verze programu, zdroje pro studium

2) Elementárńı funkce a jejich vlastnosti, inverzńı funkce ke goniometrickým funkćım

3) Rovnice, nerovnice a jejich soustavy, geometrický význam, použit́ı v praxi

4) Numerické řešeńı rovnic (úvod do problematiky, geometrický význam)

5) Limity posloupnost́ı a funkćı (geometrický význam, výpočet, odhad limity z grafu)

6) Derivace (geometrický význam, výpočet)

7) Pr̊uběh funkce, monotonie, konvexnost/konkávnost, asymptoty

8) Extrémy funkćı, použit́ı v praxi

9) Taylor̊uv polynom (geometrický význam, konstrukce)

10) Riemann̊uv integrál (geometrický význam, numerický výpočet integrálu)

11) Výpočet integrálu, použit́ı v praxi

12) Interpolace a aproximace funkćı

13) Shrnut́ı
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Zdroje pro studium

• BRŮŽKOVÁ, Nikola. GeoGebra Grafický kalkulátor – návod. Dostupné z: https:
//www.geogebra.org/m/grwxgqmx.

• BRŮŽKOVÁ, Nikola. Návody k aplikaci GeoGebra Classic. Dostupné z: https:
//www.geogebra.org/m/zwbyag58.

• CUNNINGHAM, Allan a Rory WHELAN. Maths for Chemists. University of
Birmingham, University of Leeds, 2014. Dostupné z: https://www.birmingham
.ac.uk/Documents/college-eps/college/stem/Student-Summer-Education

-Internships/Maths-for-Chemists-Booklet.pdf.

• DOŠLÁ, Zuzana a Petr LIŠKA. Matematika pro nematematické obory: s aplika-
cemi v př́ırodńıch a technických vědách. Praha: Grada, 2014. ISBN 978-80-247-
5322-5.

Programové vybaveńı

V rámci tohoto předmětu budou využ́ıvány tyto programy:

• GeoGebra Klasik 6 (ke stažeńı na https://www.geogebra.org/download) nebo
jej́ı online varianta (dostupná na https://www.geogebra.org/classic)

• Excel libovolné verze (postačuje i Excel Online)
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Blok 1 – limita posloupnosti

Ćılem tohoto bloku se vyzkoušet si odhadovat limity složitěǰśıch posloupnost́ı na základě
jejich vlastnost́ı.

Co se nauč́ıte

! Pomoćı Excelu a GeoGebry odhadovat limity sloužitěǰśıch posloupnost́ı a zd̊uvodňovat
správnost těchto odhad̊u.

Pokyny pro studium

1) Odhadněte, čemu je rovna lim
n→∞

2n

n2 . Na základě čeho takto usuzujete?

2) V Excelu nechte vypsat prvńıch 25 hodnot, které nabývaj́ı posloupnosti an = 2n

a bn = n2 a zároveň i hodnotu jejich pod́ılu.

Řešeńı v Excelu: https://www.dropbox.com/s/nc9th4evu53xthm/Limita pos

loupnosti.xlsx?dl=0

Konstrukce v GeoGebře: https://www.geogebra.org/classic/f4h4dpgf

3) Jaké vlastnosti maj́ı posloupnosti an = 2n a bn = n2? Jsou rostoućı/klesaj́ıćı,
omezené? Jakých hodnot nabývaj́ı? Co to znamená pro jejich pod́ıl, tj. námi
zkoumanou posloupnost?

(Odpověd’: Obě posloupnosti nabývaj́ı kladných hodnot, jsou rostoućı, ale po-
sloupnost an = 2n roste rychleji. Proto plat́ı, limn→∞

2n

n2 = ∞.)

4) Odhadněte, čemu je rovna lim
n→∞

10n

n!
. Stejně jako v předchoźım př́ıpadě zkuste expe-

rimentovat v Excelu a na základě vlastnost́ı posloupnost́ı v čitateli a jmenovateli
zlomku zd̊uvodnit vámi uvedený výsledek.

(Odpověd’: Obě posloupnosti opět nabývaj́ı kladných hodnot a jsou rostoućı, ale
v tomto př́ıpadě posloupnost ve jmenovateli zlomku roste rychleji – tento jev se
neprojev́ı hned od začátku, nejprve pod́ıl roste, r̊ust pod́ılu se zastav́ı u devátého
členu a následně pod́ıl klesá. Proto plat́ı, že limn→∞

10n

n!
= 0.)

Řešeńı v Excelu je zde: https://www.dropbox.com/s/nc9th4evu53xthm/Limi
ta posloupnosti.xlsx?dl=0 (na druhém listu)
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Blok 2 – funkce jedné proměnné

Ćılem je tohoto bloku je v Geogebře zkonstruovat inverzńı funkci k dané prosté funkci
pomoćı osové souměrnosti podle př́ımky y = x.

Co se nauč́ıte

! Nakreslit v GeoGebře graf funkce jedné proměnné na základě jej́ıho předpisu,

! v Geogebře omezit definičńı obor funkce, tak aby na něm funkce byla prostá,

! použ́ıvat osovou souměrnost v Geogebře.

Pokyny pro studium

1) Projděte si návod k základńımu ovládáńı programu GeoGebra na webu https:

//www.geogebra.org/m/zwbyag58 (stač́ı sekce Grafy).

2) Zopakujte si definici inverzńı funkce k dané funkci.

3) Jmenujte př́ıklady dvojic funkćı, které jsou k sobě inverzńı. Jaké jsou jejich de-
finičńı obory a obory hodnot? Jak spolu souviśı?

4) V Geogebře sestrojte grafy funkćı f(x) = 10x a g(x) = log x. Z graf̊u je patrné, že
funkce jsou osově souměrné, a to podle př́ımky y = x. Doplňte do vaš́ı konstrukce
př́ımku y = x a graf funkce f(x) = 10x zobrazte osově souměrně podle této
př́ımky. Obraz by se měl shodovat s funkćı g(x) = log x.

Konstrukce v GeoGebře: https://www.geogebra.org/m/bt5rpxef

5) Dále v GeoGebře sestrojte graf funkce f(x) = x2 a pomoćı osové souměrnosti
podle př́ımky y = x najděte inverzńı funkci k této funkci. Jaký objekti jste
źıskali, jde v̊ubec o funkci?

6) Omezte definičńı obor funkce f(x) = x2 na interval ⟨0,+∞) a opět zkonstruujte
inverzńı funkci k této funkci (omezeńı definičńıho oboru lze provést např. takto:
f(x)=x^2,x>=0 nebo použijte př́ıkaz Funkce, manuál je zde: https://wiki
.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz Funkce). Je źıskaná inverzńı funkce
již funkćı? Jakou vlastnost muśı funkce splňovat, aby k ńı šla sestrojit inverzńı
funkce?

(Odpověd’: Funkce muśı být prostá.)

Konstrukce v GeoGebře: https://www.geogebra.org/m/debxy2tk

Úlohy

V GeoGebře zkonstruujte inverzńı funkci k funkćım sinx, cosx, tgx a cotgx. Omezte
vhodně definičńı obor všech funkćı tak, aby bylo možné inverzńı funkce sestrojit. Proč
je to nutné?
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Nápověda: Konstrukce pro funkci sinx je na webu https://www.geogebra.org/m/m

4necubt.
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Blok 3 – pr̊uběh funkce

Ćılem tohoto bloku je naučit se vyšetřovat pr̊uběh funkce v GeoGebře, přičemž budete
koṕırovat postup, který provád́ıte u ručńıho výpočtu. Dále si vyzkouš́ıte řešeńı úloh na
extrémy funkćı pomoćı experimentováńı.

Co se nauč́ıte

! Vyšetřovat pr̊uběh funkce pomoćı GeoGebry v prostřed́ı CAS,

! řešit v prostřed́ı CAS rovnice a nerovnice,

! experimentovat v prostřed́ı Excelu a GeoGebry při řešeńı úloh.

Pokyny pro studium

1) Projděte si základńı ovládáńı CAS pohledu v Geogebře na webu https://wiki

.geogebra.org/cs/CAS pohled,

2) Klasickým zp̊usobem (tj. ručně) vyšetřete pr̊uběh funkce f(x) = x2 lnx.

3) Totéž proved’te v prostřed́ı CAS. Využijte následuj́ıćı př́ıkazy a postupy:

• Pr̊useč́ıky s osou x najdeme řešeńım rovnice f(x) = 0.

• Limita(funkce,bod) – i pro výpočty limit v nevlastńıch bodech, nekonečno
zadáme z klávesnice GeoGebry, nebo zaṕı̌seme infinity

• LimitaZleva(funkce, bod), LimitaZprava(funkce,bod)

• Derivace(f,n) – n znač́ı řád derivace

• Extrem(funkce,a,b) – numericky najde extrém na intervalu (a, b), pro po-
lynom najde vždy všechny extrémy

• Hledáte-li intervaly, na nichž je funkce rostoućı/klesaj́ıćı, je vhodné spoč́ıtat
v GeoGebře prvńı derivaci, a pak vyřešit rovnice f ′(x) > 0, resp. f ′(x) < 0.
Podobně body, v nichž je prvńı derivace nulová (patř́ı mezi body podezřelé
z extrému), najdeme řešeńım rovnice f ′(x) = 0.

• InflexniBod(polynom) – inflexńı body nepolynomiálńı funkce je třeba hle-
dat jako extrémy derivace (viz předchoźı bod, pouze pracujeme s druhou
derivaćı)

• Asymptota(funkce) – někdy najde všechny asymptoty, občas je třeba pomáhat
si výpočtem limit

Konstrukce v GeoGebře: https://www.geogebra.org/m/cgwrqzhw
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4) Vyřešte následuj́ıćı úlohu:

Mezi všemi kladnými č́ısly vyberte to, jehož součet s jeho převrácenou hodnotou
je minimálńı.

• Najděte funkci, která popisuje uvedenou situaci. V tomto př́ıpadě jde o funkci
m(x) = x+ 1

x
.

• Pomoćı experimentováńı v Excelu zjistěte, v jakém bodě x má funkce m(x)
minumum. Př́ıklad experimentu je zde: https://www.dropbox.com/s/k5
xlwgqpvdcvfx2/Extremy uloha 1.xlsx?dl=0.

• Jakou velikost kroku jste volili? Jaký vliv to má na výsledek? Źıskáme po-
moćı tohoto experimentováńı vždy správný výsledek? Proč?

• Úlohu vyřešte pomoćı diferenciálńıho počtu a porovnejte s výsledkem vašeho
experimentováńı (řešeńım je x = 1).

Úlohy

Vyřešte
”
problém ĺıného kosa“:

Na plotě, jehož výška je 1m, sed́ı kos. Ve vzdálenosti 15m od plotu roste
strom, který má větev ve výšce 3m. Na zemi mezi plotem a stromem jsou
hustě rozsety ž́ıžaly. V jaké vzdálenosti od plotu má kos sezobnout ž́ıžalu,
aby proletěl trasu plot → ž́ıžala → strom po př́ımkách a po nejkratš́ı dráze?

• Situaci nakreslete v GeoGebře a pomoćı př́ıkazu Vzdalenost odhadněte vzdále-
nost, kde má kos přistát. Pro konstrukci situace můžete také použ́ıt př́ıkaz Bod

na objektu, pomoćı něhož vytvoř́ıte bod, který je přichycen k danému objektu
(např. př́ımce), ale může se po něm pohybovat – takto zkonstruujete hypotetické
mı́sto přistáńı kosa. Dále už vás zaj́ımá jen součet vzdálenost́ı od mı́sta na stromě
a od mı́sta na plotě.

• Najděte funkci, která popisuje uvedenou situaci.

• Úlohu vyřešte v Geogebře jednak pomoćı CAS pohledu (např. pomoćı př́ıkazu
Extrem, nebo řešeńım rovnice f ′ = 0, jednak v grafickém okně (vykresleńım grafu
funkce, nebo jako pr̊useč́ık grafu prvńı derivace fukce s osou x).

Nápověda:

• nakresleńı situace: https://www.geogebra.org/classic/ezkerega

• řešeńı v CAS: https://www.geogebra.org/classic/aknbpufb

• řešeńı graficky: https://www.geogebra.org/classic/zumeabke
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Blok 4 – Taylor̊uv polynom

Ćılem tohoto bloku je naučit se v GeoGebře konstruovat Taylor̊uv polynom pro danou
funkci.

Co se nauč́ıte

! V GeoGebře zkonstuovat Taylor̊uv polynom pro zadanou funkci v daném bodě,

! pracovat s posuvńıky v GeoGebře.

Pokyny pro studium

1) Zopakujte si postup výpočtu Taylorova polynomu stupně n pro funkci f(x)
v bodě a.

2) Pomoćı př́ıkazu TaylorovaRada(<Funkce>,<Čı́slo a>,<Čı́slo n>) postupně
zkonstruujte Taylorovy polynomy stupně n = 1, 2, 3, 4, 5 pro funkci f(x) =
ex v bodě a = 0. Všechny Taylorovy polynomy zakreslete do jedné soustavy
souřadnic, do této soustavy souřadnic zakreslete i funkci f(x) = ex. Konstrukce
v GeoGebře: https://www.geogebra.org/classic/zw8pfzgp

Manuál k funkci TaylorovaRada najdete zde: https://wiki.geogebra.org/cs
/P%C5%99%C3%ADkaz TaylorovaRada.

3) Porovnejte chováńı jednotlivých Taylorových polynomů v okoĺı bodu a = 0. Který
z polynomů se v okoĺı nuly nejv́ıce přibližuje funkci f(x) = ex?

4) V GeoGebře vytvořte posuvńık p, který bude nabývat hodnot 0 až 20. Znovu
sestavte Taylor̊uv polynom pro funkci f(x) = ex v bodě a = 0, za <Čı́slo n>

tentokrát zvolte vámi vytvořený posuvńık, tj. p. Konstrukce v GeoGebře: https:
//www.geogebra.org/classic/tycy6dur

Manuál k funkci Posuvnı́k naleznete zde: https://wiki.geogebra.org/cs/N%C
3%A1stroj Posuvn%C3%ADk.

5) Opět zkoumejte chováńı Taylorova polynomu v závislosti na jeho stupni p. Vš́ımej-
te si intervalu, na němž se funkčńı hodnoty Taylorova polynomu bĺıž́ı funkčńım
hodnotám funkce f(x).

6) Zkonstruujte Taylor̊uv polynom pro funkci f(x) =
√
x v bodě a = 4, stupeň

polynomu volte v rozmeźı 1 až 10 (pomoćı posuvńıku). Porovnejte funkčńı hod-
noty funkce f(x) a Taylorova polynomu v x = 5, x = 4,5, a x = 4,1. Odhadněte
chybu, které jste se použit́ım Taylorova polynomu dopustili, chybu odhadujte jako
rozd́ıl funkčńıch hodnot funkce f(x) a Taylorova polynomu v uvedených bodech.
Konstrukce v GeoGebře: https://www.geogebra.org/classic/ncrrxstw
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Úlohy

Určete přibližnou hodnotu 3
√
30 pomoćı Taylorova polynomu stupně 2.

Nápověda:

• Nejprve je nutné určit, pro jakou funkci a v jakém bodě budeme Taylor̊uv poly-
nom konstruovat. Následně již stač́ı Taylor̊uv polynom sestavit a dosadit do něho
x = 30.

• řešeńı v GeoGebře: https://www.geogebra.org/classic/tfz9qqtm
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Blok 5 – numerické metody

V tomto bloku se seznámı́te se základńımi numerickými metodami a vyzkouš́ıte si jejich
provedeńı v GeoGebře a Excelu.

Co se nauč́ıte

! Pomoćı CAS pohledu numericky řešit algebraické rovnice,

! v prosřed́ı CAS pohledu numericky určit hodnotu určitého integrálu,

! pomoćı GeoGebry a Excelu interpolovat a aproximovat funkce.

Pokyny pro studium

1) V CAS pohledu se pokuste vyřešit rovnici x = cosx. Při standardńım po-
stupu pomoćı tlač́ıtka

”
x=“ nenajde GeoGebra řešeńı. Je to z toho d̊uvodu,

že analytické řešeńı této rovnice neexistuje. Využijeme tedy metodu numeric-
kou, která výsledek urč́ı pouze přibližně (ale s libovolnou přesnost́ı). V CAS
pohledu slouž́ı pro tyto účely př́ıkazu NVyresit, manuál k této funkci je na webu
https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz NVyresit.

Rovnici x = cosx vyřešte pomoćı této funkce, v geometrickém pohledu vykreslete
funkce f(x) = x a g(x) = cos x a najděte jejich pr̊useč́ık. Jeho x-ovou souřadnici
porovnejte s výsledkem řešeńı numerickou metodou.

Konstrukce v GeoGebře: https://www.geogebra.org/m/gxuqbrge

2) Podobně existuje i několik metod určených pro numerický výpočet určitého in-
tegrálu, které spoč́ıvaj́ı v nahrazeńı integrované funkce nějakou jednodušš́ı funkćı,
např. polynomem. Mezi nejznámněǰśı metody patř́ı obdélńıková metoda, kdy in-
tegrovanou funkci nahrad́ıme po částech konstantńı funkćı, nebo lichoběžńıková
metoda, která spoč́ıvá v nahrazeńı integrované funkce po částech lineárńı funkćı.
V CAS pohledu GeoGebry pro tyto účely slouž́ı př́ıkaz NIntegral(<Funce f>,

<Počátečnı́ hodnota a proměnné x>,<Koncová hodnota b proměnné x>),
manuál k této funkci je zde: https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C
3%ADkaz NIntegral.

Pomoćı této funkce vypoč́ıtejte
∫ 2

1
sinx
x
dx (tento integrál je jedńım z mnoha, který

neńı řešitelný analytickými metodami). V př́ıpadě zájmu zkuste tento integrál
vypoč́ıtat pomoćı obdélńıkové metody (applet zde: https://www.geogebra.org
/m/u4wha7d7) a lichoběžńıkové metody (applet zde: https://www.geogebra.o
rg/m/tfnhh8kq).

3) V praxi jsou často použ́ıvaná interpolace a aproximace funkćı:

• V př́ıpadě interpolace hledáme předpis polynomické funkce, která procháźı
zadanými body (pro n bod̊u vždy źıskáme polynom (n− 1)-tého stupně).

• U aproximace hledáme předpis funkce (obvykle lineárńı, kvadratická, expo-
nenciálńı, logaritmická), která je v jistém smyslu nejbĺıže zadaným bod̊um;
tato funkce nemuśı zadanými body procházet.
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• Aproximace je vhodná pro větš́ı počet bod̊u nebo výsledky měřeńı (zde
může nastat situace, že pro jednu hodnotu x může být v́ıce hodnot y – to
je v rozporu metodou interpolace, nebot’ body prokládáme funkci).

Interpolaci lze v GeoGebře provést pomoćı př́ıkazu Mnohoclen(<Seznam n bodů>)

v Grafickém pohledu, kde do pole <Seznam n bodů> vkládáme názvy bod̊u tak,
jak jsou pojmenovány v GeoGebře. Např. př́ıkazem Mnohoclen(A,B,C) vytvoř́ıme
kvadratickou funkci, která procháźı body A, B, C. Manuál pro tento př́ıkaz je
uveden zde: https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz Mnohoclen

Aproximaci lze v GeoGebře provést v pohledu Tabulka, kde si zadáme př́ıslušné
body a následně volbou Regresńı analýza dvourozměrných dat, kde si zvoĺıme
model, který chceme využ́ıt – źıskaná funkce právě hledanou aproximaćı. Manuál
k pohledu Tabulka je zde: https://www.geogebra.org/m/zwbyag58#chapt
er/318090 (z tohoto manuálu si projděte kapitoly Jak vkládat data a odkázat
se na buňku a Regresńı analýza dvourozměrných dat). Ke stejnému výsledku se
můžeme dostat i pomoćı Excelu, v němž ze zadaných dat vytvoř́ıme bodový graf
a přidáme k němu spojnici trendu (návod zde: https://exceltown.com/navo
dy/pokrocila-analyza-regrese-korelace/linearni-regrese-v-excelu/.

4) Metody zmı́něné v předchoźıch odstavćıch si vyzkoušejte na následuj́ıćı úloze:

Pro sadu dat v tabulce najděte interpolačńı polynom př́ıslušného stupně (zobrazte
jeho rovnici) a zároveň tuto sadu dat aproximujte lineárńı funkćı.

x 1 2 5
y −4 3 8

• Intepolace – řešeńı v GeoGebře: https://www.geogebra.org/m/u6tpxtba

• Aproximace – řešeńı v Geogebře: https://www.geogebra.org/m/unjysqk5

• Aproximace – řešeńı v Excelu: https://www.dropbox.com/s/eaiu5un5mo
3ajmq/NM interpolace.xlsx?dl=0

5) Zájemci o hlubš́ı porozumněńı numerickým metodám mohou čerpat např. z knihy
Numerické metody od Vratislavy Mošové, která je dostupná na webu http://ph

ysics.ujep.cz/~jskvor/NME/DalsiSkripta/numerickemetody.pdf.
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