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Zakladni informace

Nézev predmétu: Praktikum matematiky pro chemiky
Forma vyuky: seminar
Ovéreni studijnich vysledku: zapocet

Anotace

Cilem kurzu je prohloubeni znalosti a dovednosti studentu z predmétu Matematika 1.
Duraz je kladen na feSeni tiloh z praxe a pouzivani matematického softwaru. Studenti se
také seznami se zéakladni matematickou terminologii v anglickém jazyce. Vyuka probiha
predevsim v prostiedi programu GeoGebra, vyuzivany budou ale i jiné volné dostupné
programy.

Sylabus

1) Uvod do ovlddan{ programu GeoGebra, verze programu, zdroje pro studium
Elementarni funkce a jejich vlastnosti, inverzni funkce ke goniometrickym funkcim
Rovnice, nerovnice a jejich soustavy, geometricky vyznam, pouziti v praxi
Numerické feseni rovnic (ivod do problematiky, geometricky vyznam)

Limity posloupnosti a funkef (geometricky vyznam, vypocet, odhad limity z grafu)
Derivace (geometricky vyznam, vypocet)

Prubéh funkce, monotonie, konvexnost /konkavnost, asymptoty

Tayloruv polynom (geometricky vyznam, konstrukce)

Riemannuv integral (geometricky vyznam, numericky vypocet integralu)
Vypocet integralu, pouziti v praxi

Interpolace a aproximace funkei

)

)

)

)

)

)

8) Extrémy funkei, pouziti v praxi
)

)

)

)

) Shrnuti



Zdroje pro studium

° BR[OJZKOVA, Nikola. GeoGebra Graficky kalkuldtor — ndvod. Dostupné z: https:
//www.geogebra.org/m/gruxgqnx.

. BRfJZKOVA, Nikola. Ndavody k aplikaci GeoGebra Classic. Dostupné z: https:
//www.geogebra.org/m/zwbyaghb8.

e CUNNINGHAM, Allan a Rory WHELAN. Maths for Chemists. University of
Birmingham, University of Leeds, 2014. Dostupné z: https://www.birmingham
.ac.uk/Documents/college-eps/college/stem/Student-Summer-Education
-Internships/Maths-for-Chemists-Booklet.pdf.

° DOSLA, Zuzana a Petr LISKA. Matematika pro nematematické obory: s aplika-
cemi v prirodnich a technickych védach. Praha: Grada, 2014. ISBN 978-80-247-
5322-5.

Programové vybaveni
V ramci tohoto predmétu budou vyuzivany tyto programy:

e GeoGebra Klasik 6 (ke stazeni na https://www.geogebra.org/download) nebo
jeji online varianta (dostupnd na https://www.geogebra.org/classic)

e Excel libovolné verze (postacuje i Excel Online)


https://www.geogebra.org/m/grwxgqmx
https://www.geogebra.org/m/grwxgqmx
https://www.geogebra.org/m/zwbyag58
https://www.geogebra.org/m/zwbyag58
https://www.birmingham.ac.uk/Documents/college-eps/college/stem/Student-Summer-Education-Internships/Maths-for-Chemists-Booklet.pdf
https://www.birmingham.ac.uk/Documents/college-eps/college/stem/Student-Summer-Education-Internships/Maths-for-Chemists-Booklet.pdf
https://www.birmingham.ac.uk/Documents/college-eps/college/stem/Student-Summer-Education-Internships/Maths-for-Chemists-Booklet.pdf
https://www.geogebra.org/download
https://www.geogebra.org/classic

Blok 1 — limita posloupnosti

Cilem tohoto bloku se vyzkouset si odhadovat limity slozitéjsich posloupnosti na zakladé
jejich vlastnosti.

Co se naucite

v/ Pomoci Excelu a GeoGebry odhadovat limity slouzitéjsich posloupnosti a zduvodnovat
spravnost téchto odhadu.

Pokyny pro studium

1) Odhadnéte, ¢emu je rovna lim i—z Na zakladé ceho takto usuzujete?
n—oo
2) V Excelu nechte vypsat prvnich 25 hodnot, které nabyvaji posloupnosti a,, = 2"
a b, = n? a zéroven i hodnotu jejich podilu.

Reseni v Excelu: https://www.dropbox.com/s/nc9th4evub3xthm/Limita_pos
loupnosti.xlsx?d1=0
Konstrukce v GeoGebfte: https://www.geogebra.org/classic/f4hddpgf

3) Jaké vlastnosti maji posloupnosti a, = 2" a b, = n?? Jsou rostouci/klesajici,
omezené? Jakych hodnot nabyvaji? Co to znamena pro jejich podil, tj. ndmi
zkoumanou posloupnost?

(Odpoved: Obé posloupnosti nabyvaji kladnych hodnot, jsou rostouci, ale po-
sloupnost a,, = 2" roste rychleji. Proto plati, lim,, i—z = 00.)

4) Odhadnéte, cemu je rovna lim 12—7. Stejné jako v predchozim piipadé zkuste expe-
n—oo :
rimentovat v Excelu a na zékladé vlastnosti posloupnosti v ¢itateli a jmenovateli
zlomku zduvodnit vami uvedeny vysledek.

(Odpoved': Obé posloupnosti opét nabyvaji kladnych hodnot a jsou rostouci, ale
v tomto pripadé posloupnost ve jmenovateli zlomku roste rychleji — tento jev se
neprojevi hned od zacatku, nejprve podil roste, rust podilu se zastavi u devatého
¢lenu a nasledné podil klesa. Proto plati, ze lim,,_, 17(1)—7 =0.)

Resen{ v Excelu je zde: https://www.dropbox.com/s/nc9th4evus3xthm/Limi
ta_posloupnosti.x1sx?d1=0 (na druhém listu)


https://www.dropbox.com/s/nc9th4evu53xthm/Limita_posloupnosti.xlsx?dl=0
https://www.dropbox.com/s/nc9th4evu53xthm/Limita_posloupnosti.xlsx?dl=0
https://www.geogebra.org/classic/f4h4dpgf
https://www.dropbox.com/s/nc9th4evu53xthm/Limita_posloupnosti.xlsx?dl=0
https://www.dropbox.com/s/nc9th4evu53xthm/Limita_posloupnosti.xlsx?dl=0

Blok 2 — funkce jedné proménné

Cilem je tohoto bloku je v Geogebie zkonstruovat inverzni funkei k dané prosté funkci
pomoci osové soumérnosti podle piimky y = z.

Co se naucite

v/ Nakreslit v GeoGebfie graf funkce jedné proménné na zakladé jejiho predpisu,
Vv Geogebte omezit defini¢ni obor funkce, tak aby na ném funkce byla prosta,

v pouzivat osovou soumeérnost v Geogebre.

Pokyny pro studium

1) Projdéte si ndvod k zdkladnimu ovladani programu GeoGebra na webu https:
//wwu .geogebra.org/m/zwbyagh8 (staci sekce Grafy).

2) Zopakujte si definici inverzni funkce k dané funkei.

3) Jmenujte piiklady dvojic funkei, které jsou k sobé inverzni. Jaké jsou jejich de-
finiéni obory a obory hodnot? Jak spolu souvisi?

4) V Geogebre sestrojte grafy funkei f(z) = 10 a g(x) = log x. Z grafu je patrné, ze
funkce jsou osové soumérné, a to podle piimky y = x. Doplnte do vasi konstrukce
piimku y = z a graf funkce f(x) = 10% zobrazte osové soumérné podle této
piimky. Obraz by se mél shodovat s funkei g(x) = log z.

Konstrukce v GeoGebte: https://www.geogebra.org/m/btbrpxef

5) Dédle v GeoGebre sestrojte graf funkce f(x) = 2% a pomoci osové soumérnosti
podle piimky y = z najdéte inverzni funkci k této funkci. Jaky objekti jste
ziskali, jde vubec o funkci?

6) Omezte definiéni obor funkce f(z) = 2% na interval (0, +00) a opét zkonstruujte
inverzni funkci k této funkci (omezeni definié¢niho oboru lze provést napt. takto:
f(x)=x"2,x>=0 nebo pouzijte piikaz Funkce, manudl je zde: https://wiki
.geogebra.org/cs/P}%C5%99%C3%ADkaz Funkce). Je ziskand inverzni funkce
jiz funkci? Jakou vlastnost musi funkce spliovat, aby k ni sla sestrojit inverzni
funkce?

(Odpovéd': Funkce musi byt prost4.)
Konstrukce v GeoGebfte: https://www.geogebra.org/m/debxy2tk

U’lohy

V GeoGebte zkonstruujte inverzni funkci k funkeim sin x, cosx, tgr a cotgr. Omezte
vhodné definiéni obor vsech funkei tak, aby bylo mozné inverzni funkce sestrojit. Proc
je to nutné?


https://www.geogebra.org/m/zwbyag58
https://www.geogebra.org/m/zwbyag58
https://www.geogebra.org/m/bt5rpxef
https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz_Funkce
https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz_Funkce
https://www.geogebra.org/m/debxy2tk

Napovéda: Konstrukce pro funkci sinx je na webu https://www.geogebra.org/m/m
4necubt.


https://www.geogebra.org/m/m4necubt
https://www.geogebra.org/m/m4necubt

Blok 3 — prubéh funkce

Cilem tohoto bloku je naucit se vysetrovat prubéh funkce v GeoGebre, pricemz budete
kopirovat postup, ktery provadite u ru¢niho vypoctu. Dale si vyzkousite feSeni iloh na
extrémy funkci pomoci experimentovani.

Co se naucite

v Vysettovat prubéh funkce pomoci GeoGebry v prostiedi CAS,
V' fesit v prostiedi CAS rovnice a nerovnice,

v experimentovat v prostiedi Excelu a GeoGebry pti feseni loh.

Pokyny pro studium

1) Projdéte si zakladni ovladani CAS pohledu v Geogebie na webu https://wiki
.geogebra.org/cs/CAS_pohled,

2) Klasickym zpusobem (tj. ruéné) vysetiete prubéh funkce f(z) = #?Inz.
3) Totéz proved'te v prosttedi CAS. Vyuzijte nasledujici pifkazy a postupy:
e Pruseciky s osou x najdeme feSenim rovnice f(x) = 0.

€ CAS - GeoGebra
=]~ v B0y | &

1 X=

feseni rovnic i nerovnic

e Limita(funkce,bod) —i pro vypocty limit v nevlastnich bodech, nekone¢no
zadame z kldvesnice GeoGebry, nebo zapiseme infinity

e LimitaZleva(funkce, bod), LimitaZprava(funkce,bod)

e Derivace(f,n) — n znadci rad derivace

e Extrem(funkce,a,b) — numericky najde extrém na intervalu (a,b), pro po-
lynom najde vzdy vSechny extrémy

e Hledéte-li intervaly, na nichz je funkce rostouci/klesajici, je vhodné spocitat
v GeoGebre prvni derivaci, a pak vyfesit rovnice f'(z) > 0, resp. f'(z) < 0.
Podobné body, v nichz je prvni derivace nulové (patii mezi body podezielé
z extrému), najdeme fesenim rovnice f'(z) = 0.

e InflexniBod(polynom) — inflexni body nepolynomidlni funkce je tfeba hle-
dat jako extrémy derivace (viz predchozi bod, pouze pracujeme s druhou
derivaci)

e Asymptota(funkce) — nékdy najde vSechny asymptoty, obcas je tfeba poméhat
si vypoctem limit

Konstrukce v GeoGebfte: https://www.geogebra.org/m/cgurqzhw
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https://wiki.geogebra.org/cs/CAS_pohled
https://wiki.geogebra.org/cs/CAS_pohled
https://www.geogebra.org/m/cgwrqzhw

4) Vyrteste nasledujici ulohu:

Mezi vSemi kladnymi ¢isly vyberte to, jehoz soucet s jeho prevracenou hodnotou
je minimalni.

e Najdéte funkci, ktera popisuje uvedenou situaci. V tomto piipadeé jde o funkci
m(z) =z + 1.
e Pomoci experimentovani v Excelu zjistéte, v jakém bodé x mé funkce m(z)

minumum. Pfiklad experimentu je zde: https://www.dropbox.com/s/k5
x1lwgqpvdcvix2/Extremy uloha_1.x1sx7d1=0.

e Jakou velikost kroku jste volili? Jaky vliv to ma na vysledek? Ziskdame po-
moci tohoto experimentovani vzdy spravny vysledek? Proc?

e Ulohu vyTeste pomoci diferencidlniho poc¢tu a porovnejte s vysledkem vaseho
experimentovani (feSenim je z = 1).

leohy

Vyfteste ,problém liného kosa“:

Na ploté, jehoz vyska je 1m, sedi kos. Ve vzdélenosti 15m od plotu roste
strom, ktery ma vétev ve vysce 3m. Na zemi mezi plotem a stromem jsou
husté rozsety zizaly. V jaké vzdélenosti od plotu mé kos sezobnout zizalu,
aby proletél trasu plot — zizala — strom po pfimkach a po nejkratsi draze?

e Situaci nakreslete v GeoGebie a pomoci piikazu Vzdalenost odhadnéte vzdéle-
nost, kde ma kos pristat. Pro konstrukci situace muzete také pouzit prikaz Bod
na objektu, pomoci néhoz vytvorite bod, ktery je pfichycen k danému objektu
(napt. primce), ale muze se po ném pohybovat — takto zkonstruujete hypotetické
misto pristani kosa. Déle uz vas zajima jen soucet vzdalenosti od mista na stromé
a od mista na ploté.

e Najdéte funkci, kterd popisuje uvedenou situaci.

e Ulohu vyfeste v Geogebie jednak pomoci CAS pohledu (napt. pomoci piikazu
Extrem, nebo feSenim rovnice f = 0, jednak v grafickém okné (vykreslenim grafu
funkce, nebo jako prusecik grafu prvni derivace fukce s osou x).

Ndpovéda:
e nakresleni situace: https://www.geogebra.org/classic/ezkerega
e feseni v CAS: https://www.geogebra.org/classic/aknbpufb

e feseni graficky: https://www.geogebra.org/classic/zumeabke


https://www.dropbox.com/s/k5xlwgqpvdcvfx2/Extremy_uloha_1.xlsx?dl=0
https://www.dropbox.com/s/k5xlwgqpvdcvfx2/Extremy_uloha_1.xlsx?dl=0
https://www.geogebra.org/classic/ezkerega
https://www.geogebra.org/classic/aknbpufb
https://www.geogebra.org/classic/zumeabke

Blok 4 — Tayloruv polynom

Cilem tohoto bloku je naucit se v . GeoGebte konstruovat Tayloruv polynom pro danou
funkci.

Co se naucite

v V GeoGebie zkonstuovat Tayloruv polynom pro zadanou funkci v daném bodé,

v pracovat s posuvniky v GeoGebfe.

Pokyny pro studium

1)

2)

Zopakujte si postup vypoétu Taylorova polynomu stupné n pro funkci f(z)
v bodé a.

Pomoci pifkazu TaylorovaRada(<Funkce>,<Cislo a>,<Cislo n>) postupné
zkonstruujte Taylorovy polynomy stupné n = 1,2,3,4,5 pro funkci f(z) =
e v bodé a = 0. VSsechny Taylorovy polynomy zakreslete do jedné soustavy
souradnic, do této soustavy souradnic zakreslete i funkei f(z) = e*. Konstrukce
v GeoGebrte: https://www.geogebra.org/classic/zw8pfzgp

Manual k funkci TaylorovaRada najdete zde: https://wiki.geogebra.org/cs
/PKC5%99%C3%ADkaz_TaylorovaRada.

Porovnejte chovani jednotlivych Taylorovych polynomu v okoli bodu a = 0. Ktery
z polynomu se v okoli nuly nejvice pfiblizuje funkci f(x) = *?

V GeoGebie vytvotrte posuvnik p, ktery bude nabyvat hodnot 0 az 20. Znovu
sestavte Tayloruv polynom pro funkei f(x) = e v bodé a = 0, za <Cislo n>
tentokrat zvolte vami vytvoreny posuvnik, tj. p. Konstrukce v GeoGebfte: https:
//www.geogebra.org/classic/tycybdur

Manuadl k funkci Posuvnik naleznete zde: https://wiki.geogebra.org/cs/N/%C
3%Alstroj Posuvn/C3%ADK.

Opét zkoumejte chovani Taylorova polynomu v zavislosti na jeho stupni p. V§imej-
te si intervalu, na némz se funkéni hodnoty Taylorova polynomu blizi funkénim
hodnotdm funkce f(z).

Zkonstruujte Tayloruv polynom pro funkci f(x) = y/z v bodé a = 4, stupen
polynomu volte v rozmezi 1 az 10 (pomoci posuvniku). Porovnejte funkéni hod-
noty funkce f(z) a Taylorova polynomu v x =5, x = 4,5, a z = 4,1. Odhadnéte
chybu, které jste se pouzitim Taylorova polynomu dopustili, chybu odhadujte jako
rozdil funkénich hodnot funkce f(x) a Taylorova polynomu v uvedenych bodech.
Konstrukce v GeoGebie: https://www.geogebra.org/classic/ncrrxstw


https://www.geogebra.org/classic/zw8pfzgp
https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz_TaylorovaRada
https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz_TaylorovaRada
https://www.geogebra.org/classic/tycy6dur
https://www.geogebra.org/classic/tycy6dur
https://wiki.geogebra.org/cs/N%C3%A1stroj_Posuvn%C3%ADk
https://wiki.geogebra.org/cs/N%C3%A1stroj_Posuvn%C3%ADk
https://www.geogebra.org/classic/ncrrxstw

Ulohy
Urcete piibliznou hodnotu v/30 pomoci Taylorova polynomu stupné 2.
Ndpovéda:

e Nejprve je nutné urcit, pro jakou funkci a v jakém bodé budeme Tayloruv poly-
nom konstruovat. Nasledné jiz stac¢i Tayloruv polynom sestavit a dosadit do ného
x = 30.

e teseni v GeoGebre: https://www.geogebra.org/classic/tfz9qqtm


https://www.geogebra.org/classic/tfz9qqtm

Blok 5 — numerické metody

V tomto bloku se seznamite se zdkladnimi numerickymi metodami a vyzkousite si jejich
provedeni v GeoGebfte a Excelu.

Co se naucite

v
v
v

Pomoci CAS pohledu numericky fesit algebraické rovnice,
v prostedi CAS pohledu numericky urc¢it hodnotu urc¢itého integralu,

pomoci GeoGebry a Excelu interpolovat a aproximovat funkce.

Pokyny pro studium

1)

3)

V CAS pohledu se pokuste vyfesit rovnici x = cosz. Pii standardnim po-
stupu pomoci tlacitka ,x=*“ nenajde GeoGebra feSeni. Je to z toho duvodu,
ze analytické TeSeni této rovnice neexistuje. Vyuzijeme tedy metodu numeric-
kou, kterd vysledek ur¢i pouze piiblizné (ale s libovolnou presnosti). V. CAS
pohledu slouzi pro tyto ucely piikazu NVyresit, manudl k této funkci je na webu
https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz NVyresit.

Rovnici z = cos z vyTeste pomoci této funkce, v geometrickém pohledu vykreslete
funkce f(x) = x a g(x) = cosx a najdéte jejich prusecik. Jeho z-ovou soutadnici
porovnejte s vysledkem feseni numerickou metodou.

Konstrukce v GeoGebte: https://www.geogebra.org/m/gxugbrge

Podobné existuje i nékolik metod urcenych pro numericky vypocet urcitého in-
tegréalu, které spocivaji v nahrazeni integrované funkce néjakou jednodussi funkei,
napi. polynomem. Mezi nejznamnéjsi metody patii obdélnikova metoda, kdy in-
tegrovanou funkci nahradime po ¢astech konstantni funkci, nebo lichobéznikova
metoda, ktera spociva v nahrazeni integrované funkce po ¢astech linearni funkei.
V CAS pohledu GeoGebry pro tyto tcely slouzi piikaz NIntegral (<Funce £>,
<Potatecni hodnota a promé&nné x>,<Koncovd hodnota b prom&nné x>),
manudl k této funkci je zde: https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%997%C
3%ADkaz NIntegral.
sinz

Pomoci této funkce vypocitejte ff 22dz (tento integrél je jednim z mnoha, ktery
neni fesitelny analytickymi metodami). V piipadé zdjmu zkuste tento integral
vypocitat pomoci obdélnikové metody (applet zde: https://www.geogebra.org
/m/u4wha7d7) a lichobéznikové metody (applet zde: https://www.geogebra.o
rg/m/tfnhh8kq).

V praxi jsou ¢asto pouzivana interpolace a aproximace funkct:
e V piipadé interpolace hledame ptredpis polynomické funkce, ktera prochazi
zadanymi body (pro n bodu vzdy ziskdme polynom (n — 1)-tého stupné).
e U aprozimace hleddme predpis funkce (obvykle linearni, kvadraticka, expo-
nencidlni, logaritmickd), kterd je v jistém smyslu nejblize zadanym bodum;
tato funkce nemusi zadanymi body prochézet.
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e Aproximace je vhodnd pro vétsi pocet bodu nebo vysledky méfeni (zde
muze nastat situace, ze pro jednu hodnotu x muze byt vice hodnot y — to
je v rozporu metodou interpolace, nebot body proklddame funkci).

Interpolaci 1ze v GeoGebre provést pomoci piikazu Mnohoclen (<Seznam n bodu>)
v Grafickém pohledu, kde do pole <Seznam n bodu> vkladame nézvy bodu tak,
jak jsou pojmenovany v GeoGebie. Napft. piikazem Mnohoclen(A,B,C) vytvoirime
kvadratickou funkci, ktera prochézi body A, B, C. Manual pro tento ptikaz je
uveden zde: https://wiki.geogebra.org/cs/PC5%99%C3%ADkaz Mnohoclen

Aprozimaci lze v GeoGebre provést v pohledu Tabulka, kde si zadame piislusné
body a nasledné volbou Regresni analyza dvourozmérnych dat, kde si zvolime
model, ktery chceme vyuzit — ziskand funkce praveé hledanou aproximaci. Manudl
k pohledu Tabulka je zde: https://www.geogebra.org/m/zwbyagb8#chapt
er/318090 (z tohoto manudalu si projdéte kapitoly Jak vkladat data a odkazat
se na burniku a Regresni analyza dvourozmérnych dat). Ke stejnému vysledku se
muzeme dostat i pomoci Excelu, v némz ze zadanych dat vytvorime bodovy graf
a priddme k nému spojnici trendu (ndvod zde: https://exceltown.com/navo
dy/pokrocila-analyza-regrese-korelace/linearni-regrese-v-excelu/.

4) Metody zminéné v predchozich odstavcich si vyzkousejte na nasledujici loze:

Pro sadu dat v tabulce najdéte interpolaéni polynom prislusného stupné (zobrazte
jeho rovnici) a zaroven tuto sadu dat aproximujte linedarni funkei.

x| 1 |25
yi|—413]8

e Intepolace — feSeni v GeoGebre: https://www.geogebra.org/m/ubtpxtba
e Aproximace — feSeni v Geogebfe: https://www.geogebra.org/m/unjysqkb

e Aproximace — feseni v Excelu: https://www.dropbox.com/s/eaiubunbmo
3ajmg/NM_interpolace.x1lsx?7d1=0

5) Z&jemci o hlubsi porozumnéni numerickym metoddm mohou ¢erpat napt. z knihy
Numerické metody od Vratislavy Mosové, kterd je dostupnad na webu http://ph
ysics.ujep.cz/~jskvor/NME/DalsiSkripta/numerickemetody.pdf.
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https://wiki.geogebra.org/cs/P%C5%99%C3%ADkaz_Mnohoclen
https://www.geogebra.org/m/zwbyag58#chapter/318090
https://www.geogebra.org/m/zwbyag58#chapter/318090
https://exceltown.com/navody/pokrocila-analyza-regrese-korelace/linearni-regrese-v-excelu/
https://exceltown.com/navody/pokrocila-analyza-regrese-korelace/linearni-regrese-v-excelu/
https://www.geogebra.org/m/u6tpxtba
https://www.geogebra.org/m/unjysqk5
https://www.dropbox.com/s/eaiu5un5mo3ajmq/NM_interpolace.xlsx?dl=0
https://www.dropbox.com/s/eaiu5un5mo3ajmq/NM_interpolace.xlsx?dl=0
http://physics.ujep.cz/~jskvor/NME/DalsiSkripta/numerickemetody.pdf
http://physics.ujep.cz/~jskvor/NME/DalsiSkripta/numerickemetody.pdf

