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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

St°ední hodnota p°ínosu hrá£e i k úhrnu v²ech jedno£lenných,
dvou£lenných, . . ., N-£lenných koalic je dána vztahem

Hi =
N∑

k=1

hi (k)

N
=

∑
K⊂Q,i∈K

(|K | − 1)!(N − |K |)!
N!

(v(K )− v(K\{i})).

De�nice

Shapleyho vektor hry N hrá£· ve tvaru charakteristické funkce je
de�nován jako vektor

H = (H1,H2, . . . ,HN),

jehoº i-tá sloºka Hi je vypo£tena p°edchozím vztahem. Sloºka Hi se
nazývá Shapleyho hodnota pro hrá£e i .

V¥ta

Shapleyho vektor zadané hry je imputací ve h°e.
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

P°íklad

Ukáºeme si jiný p°íklad na vyuºití Shapleyho hodnoty. 4 �rmy zvaºují
postavit most. Cena mostu je 20 milion·. Jednotlivé �rmy jsou ochotny
zaplatit maximáln¥ u1 = 10, u2 = 8, u3 = 12, u4 = 16 milion·, které
odpovídají uºitku �rem z nového mostu (úspora £asu, pohonných hmot
p°i doprav¥ apod.). Jakým zp·sobem by se celkové náklady m¥ly rozd¥lit
mezi �rmy?

Uvaºujeme charakteristickou funkci ve tvaru

v(K ) = max{
∑
i∈K

ui − 20; 0}

Charakteristická funkce vyjad°uje zisk koalice.
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = 0

v({1, 2}) = v({2, 3}) = 0, v({1, 3}) = 2, v({2, 4} = 4, v({3, 4}) = 8

v({1, 2, 3}) = 10, v({1, 2, 4}) = 14, v({1, 3, 4}) = 18, v({2, 3, 4}) = 16

v({1, 2, 3, 4}) = 26

Nyní spo£teme Shapleyho hodnoty dle vzorce

Hi =
∑

K⊂Q,i∈K

(|K | − 1)!(N − |K |)!
N!

(v(K )− v(K\{i})).
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

Tedy

H1 =
1 · 2

4!
[(v({1, 3}) − v({3}) + (v({1, 4}) − v({4})]

+
2 · 1

4!
[(v({1, 2, 3} − v({2, 3}) + (v({1, 2, 4} − v({2, 4}) + (v({1, 3, 4} − v({3, 4})]

+
3!0!

4!
(v({1, 2, 3, 4} − v({2, 3, 4})

=
1

12
(2 + 6) +

1

12
(10 + 10 + 10) +

1

4
· 10 =

68

12
=

17

3

H2 =
13

3

H3 =
20

3

H4 =
28

3

H =

(
17
3
,
13
3
,
20
3
,
28
3

)

M. Tichá Teorie her 5/28



Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

Platby pro jednotlivé �rmy po té ur£íme jako

ui − Hi .

Tedy

1. �rma 10− 17
3
= 13

3

2. �rma 8− 13
3
= 11

3

3. �rma 12− 20
3
= 16

3

4. �rma 16− 28
3
= 20

3

Celkem zaplatí
13
3

+
11
3

+
16
3

+
20
3

= 20

△

M. Tichá Teorie her 6/28



Kooperativní hry N hrá£· - Shapley-Shubik·v index

Nyní uvaºujme tzv. volební hru.

Q = {1, 2, . . . ,N} je mnoºina politických stran v parlamentu

po£et poslanc· i-té strany bude ozna£ován jako ai

celkový po£et zástupc· v parlamentu a0 =
∑N

i=1 ai

hlasovací pravidlo α ur£uje minimální po£et hlasujících, který je
pot°eba k vít¥zství v hlasování ⌊αa0⌋+ 1

pak pro vít¥znou koalici o m politických stranách (1 ≤ m ≤ N) platí

m∑
i=1

ai − ⌊αa0⌋ > 0

v opa£ném p°ípad¥ jde o koalici poraºenou, která nem·ºe prosadit
svou v·li
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapley-Shubik·v index

Volební hru uvaºujeme jako kooperativní hru N hrá£· ve tvaru
charakteristické funkce.

pro v²echny koalice K platí bu¤ v(K ) = 0 nebo v(K ) = 1

takovou hru v ozna£ujeme jako prostou hru

v(K ) = 1 pro vít¥ºnou koalici K a v(K ) = 0 pro poraºenou koalici

Pro dal²í analýzu je nutné p°ijmout následující t°i p°edpoklady (v reálu ne
vºdy spln¥né)

v²ichni zástupci jedné strany hlasují vºdy jednotn¥

vytvo°í-li se v ur£ité fázi hlasovacího procesu n¥jaká koalice stran,
pak také v²ichni £lenové této koalice hlasují totoºn¥

je moºno vytvo°it libovolnou koalici stran a v²echny koalice jsou
stejn¥ pravd¥podobné
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapley-Shubik·v index

Nyní na takovou volební hru aplikujeme Shapleyovu hodnotu.

Hi =
∑

K⊂Q,i∈K

(|K | − 1)!(N − |K |)!
N!

(v(K )− v(K\{i})).

Vzhledem k charakteristické funkci se Shapleyova hodnota zjednodu²í na
vztah

Hi =
∑

K⊂Q,i∈K

(|K | − 1)!(N − |K |)!
N!

,

kde sumace probíhá p°es v²echny vít¥zné koalice K takové, ºe i ∈ K a
K − \{i} je poraºená.

Pak pro Shapleyovy hodnoty platí

N∑
i=1

Hi = 1,Hi ≥ 0

a hodnota Hi se nazývá Shapley-Shubik·v index síly i-tého hrá£e.
Hodnotu lze interpretovat jako pravd¥podobnost, ºe i-tá strana bude
nezbytná p°i sestavování vít¥zných koalicí.
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapley-Shubik·v index

P°íklad

P°edpokládejme, ºe v parlamentu s 200 poslanci jsou zastoupeny t°i
strany A, B, C, p°i£emº strana A má 95 poslanc·, strana B má 85
poslanc· a strana C má v parlamentu 20 zástupc·. Pro úrove¬ α = 0, 5
m·ºeme de�novat následující volební hru:

v({A}) = v{B}) = v{C}) = 0

v({A,B}) = v{A,C}) = v{B,C}) = 1

v({A,B,C}) = 1

Dosazením do vzorce

Hi =
∑

K⊂Q,i∈K

(|K | − 1)!(N − |K |)!
N!

,

získáme

H =

(
1
3
,
1
3
,
1
3

)
.
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapley-Shubik·v index

Pokud bychom v²ak uvaºovali α = 0, 6 (vít¥zná koalice musí mít 120
hlas·), dostaneme odli²nou volební hru:

v({A}) = v{B}) = v{C}) = 0

v{A,C}) = v{B,C}) = 0

v({A,B}) = 1

v({A,B,C}) = 1

Zde získáme

H =

(
1
2
,
1
2
, 0
)
.

Moc je v parlamentu soust°ed¥na do rukou dvou velkých stran.

△
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Kooperativní hry N hrá£· - Banzhaf·v index

S jinou mírou charakterizující rozd¥lení síly ve volební h°e p°i²el
J. F. Banzhaf.

nech´ v(K ) = 1 a v(K\{i}) = 0

potom hrá£e i lze ozna£it jako nepostradatelného pro vít¥zství
koalice K

symbolem ei budeme zna£it po£et v²ech koalic K takových, pro
které je hrá£ i ∈ K nepostradatelný

De�nice

Banzhaf·v index síly ve volební h°e je de�nován jako

βi =
ei∑N
i=1 ei

.

Platí
N∑
i=1

βi = 1, βi ≥ 0.
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Kooperativní hry N hrá£· - Banzhaf·v index

Banzhaf·v index síly vyjad°uje pravd¥podobnost situace, p°i které strana
svým odstoupením m·ºe anulovat vít¥zné postavení koalice.

P°íklad

P°edpokládejme parlament s 200 poslaneckými mandáty, ve kterém jsou
zastoupeny t°i strany, A, B, C. Strana A má 100 poslanc·, strany B a C
mají shodn¥ 50 poslanc·. Charakteristická funkce p°i úrovni α = 0, 5 má
potom tuto podobu:

v({A}) = v{B}) = v{C}) = 0

v{B,C}) = 0

v({A,B}) = v({A,C}) = 1

v({A,B,C}) = 1

P°i hlasování budou úsp¥²né návrhy, pro které budou hlasovat £lenové
koalice {A,B} nebo {A,C} nebo{A,B,C}.
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Kooperativní hry N hrá£· - Banzhaf·v index

Existuje celkem p¥t moºnosti, které vedou k poraºení vít¥zné koalice:
hrá£ A m·ºe odstoupit z koalic {A,B} nebo {A,C} nebo{A,B,C}
hrá£ B m·ºe odstoupit z koalice {A,B}
hrá£ C m·ºe odstoupit z koalice {A,C}.

Tedy

e1 = 3

e2 = 1

e3 = 1

a Banzhaf·v index síly, jenº charakterizuje blokovací schopnost v
hlasovacím procesu, má tvar (

3
5
,
1
5
,
1
5

)
.

Shapley-Shubik·v index síly by m¥l v tomto p°íkladu tvar(
2
3
,
1
6
,
1
6

)
.

△
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Kooperativní hry N hrá£· - Banzhaf·v index

P°íklad

P°edch·dcem dne²ní Evropské unie bylo Evropské hospodá°ské
spole£enství (EHS), které vzniklo roku 1958. Zakládajícími £leny EHS
byly Francie, Itálie, N¥mecko a státy Beneluxu. P°i hlasování v EHS se v
letech 1958 aº 1973 (kdy do²lo k roz²í°ení spole£enství) pouºíval systém
váºeného hlasování s váhami:

Stát Váha
1. Francie 4
2. Itálie 4
3. N¥mecko 4
4. Belgie 2
5. Nizozemí 2
6. Lucembursko 1

Sou£et v²ech vah je 17, k p°ijetí usnesení byla stanovena kvóta 12.
Spo£t¥me Banzhafovy indexy.
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Kooperativní hry N hrá£· - Banzhaf·v index

V následujících vít¥zných koalicích sta£í vystoupení jediného tu£n¥
ozna£eného £lena, aby se koalice stala poraºenou.

123 1234 12356
1245 1235 12456
1345 1236 13456
2345 12346 23456

Tedy po£et moºných koalic, z kterých mohou státy vystoupit, aby se
koalice stala poraºenou, a vypo£tené indexy vidíme v následující tabulce.

Stát Po£et koalic Banzhaf·v index
1. Francie 10 5/21
2. Itálie 10 5/21
3. N¥mecko 10 5/21
4. Belgie 6 3/21
5. Nizozemí 6 3/21
6. Lucembursko 0 0

△
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

De�nice

Uvaºujme hru v ve tvaru charakteristické funkce s N hrá£i, imputaci a a
koalici K . �íslo

e(K , a) = v(K )−
∑
i∈K

ai

se nazývá exces koalice K vzhledem k imputaci a (kolik musí koalice
zanechat nerozd¥leno p°i imputaci a).

Dále ozna£íme symbolem e(a) vektor o délce 2|Q| − 1 odpovídající
exces·m v²ech moºných koalic. Se°adíme prvky e(a) sestupn¥ podle
velikosti a ozna£íme tuto posloupnost symbolem f (a).

Kaºdé imputaci a se tedy p°i°adí vektor f(a). Pracujeme s mnoºinou

{f(a)|a je imputace}.

Na této mnoºin¥ uvaºujme lexikogra�cké uspo°ádání ≤(lex).
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

�ekneme, ºe imputace b je p°ijateln¥j²í neº imputace a, jestliºe platí

f(b) ≤(lex) f(a).

Tedy imputace b vzbuzuje mén¥ námitek neº imputace a - první rozdílný
exces musí být v f(b) men²í neº v f(a).

De�nice

Nukleolem hry se nazývá taková imputace, pro kterou platí

f(b) ≤(lex) f(a) pro v²echny imputace a.

.

Vidíme, ºe nukleolus je forma globálního optima ve h°e (stabilní bod).
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

P°íklad

M¥jme hru s charakteristickou funkcí

v(Q) = 0, v(∅) = 0,

v({1}) = v({2}) = v({3}) = −1,

v({1, 2}) = v({1, 3}) = v({2, 3}) = 1.

Vektor e(a) má tyto sloºky

e({1, 2, 3}, a) = −a1 − a2 − a3 = 0 . . . vºdy 0 pro Q

e({1, 2}, a) = 1− a1 − a2 = 1+ a3

e({1, 3}, a) = 1− a1 − a3 = 1+ a2

e({2, 3}, a) = 1− a2 − a3 = 1+ a1

e({1}, a) = −1− a1

e({2}, a) = −1− a2

e({3}, a) = −1− a3
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

Hledáme tedy

min
a je imputace

max{1− a3, 1− a2, 1− a1,−1− a1,−1− a2,−1− a3}

Minimum z°ejm¥ nastává pro a = (0, 0, 0).

Pokud není z°ejmé, lze °e²it pomocí lineárního programování.

Nukleolus je tedy imputace (0,0,0).

△
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

P°íklad

M¥jme hru s charakteristickou funkcí

v(Q) = 6, v(∅) = 0,

v({1}) = 1, v({2}) = 0, v({3}) = −4,

v({1, 2}) = 2, v({1, 3}) = −1, v({2, 3}) = 3.

Vektor e(a) má tyto sloºky

e({1, 2}, a) = 2− a1 − a2 = a3 − 4

e({1, 3}, a) = −1− a1 − a3 = a2 − 7

e({2, 3}, a) = 3− a2 − a3 = a1 − 3

e({1}, a) = 1− a1

e({2}, a) = −a2

e({3}, a) = −4− a3
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

Hledáme tedy

min
a je imputace

max{a3 − 4, a2 − 7, a1 − 3, 1− a1,−a2,−4− a3}

Vy°e²íme pomocí lineárního programování.

min z

a3 − 4 ≤ z

a2 − 7 ≤ z

a1 − 3 ≤ z

1− a1 ≤ z

−a2 ≤ z

−4− a3 ≤ z

a1 + a2 + a3 = 6

a1 ≥ 1

a2 ≥ 0

a3 ≥ −4
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

Nalezli jsme bod (2,0,4). Hodnota ú£elové funkce je -1 a jako rovnice
jsou spln¥ny nerovnosti

a1 − 3 ≤ −1

1− a1 ≤ −1

Tedy hodnota a1 = 2 je brána jako �nální, neexistuje ºádná jiná imputace
(a1 ̸= 2), která by m¥la na druhém a t°etím míst¥ niº²í £íslo neº -1 (první
je vºdy nula). Vektor f(a) pro nukleolus hry za£íná (0,−1,−1, ·, ·, ·).

Nyní hodnotu a1 = 2 za�xujeme a vypustíme vý²e uvedené nerovnosti.
�e²íme dal²í úlohu lineárního programování.
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Kooperativní hry N hrá£· - Nukleolus

min z

a3 − 4 ≤ z

a2 − 7 ≤ z

−a2 ≤ z

−4− a3 ≤ z

2+ a2 + a3 = 6

a2 ≥ 0

a3 ≥ −4

�e²ením úlohy je a2 = 3, 5 a a3 = 0, 5, hodnota ú£elové funkce je -3,5 a
jako rovnosti jsou spln¥ny první 4 nerovnosti. Tedy máme vektor

f(a) = (0;−1;−1;−3, 5;−3, 5;−3, 5).

Je z°ejmé, ºe nenalezneme p°ijateln¥j²í imputaci, tedy nukleolem hry je
imputace (2;3,5;0,5).

△
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Kooperativní hry N hrá£· - P°íklad

P°íklad

Uvaºujme hru ve tvaru charakteristické funkce

v(1) =
1
2
, v(2) = 0, v(1, 2) = 1.

Imputace:
a1 ≥ 1

2
, a2 ≥ 0, a1 + a2 = 1 ⇒ a1 ∈ ⟨ 1

2
, 1⟩, a2 = 1− a1

Jádro hry:
a1 ≥ 1

2
, a2 ≥ 0, a1 + a2 = 1 ⇒ a1 ∈ ⟨ 1

2
, 1⟩, a2 = 1− a1

Shapleyho hodnota:
H1 =

1
2

(
1
2
+ 1

)
= 3

4
H2 =

1
2

(
0+ 1

2

)
= 1

4
⇒ a1 =

3
4
, a2 =

1
4
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Kooperativní hry N hrá£· - P°íklad

Nukleolus:
e(K , a) = v(K )−

∑
i∈K

ai

Pak

e({1}, a) = 1
2
− a1, e({2}, a) = 0− a2, e({1, 2}, a) = 1− a1 − a2 = 0

e(a) = (−a2,
1
2
− a1, 0) = (−a2, a2 −

1
2
, 0)

f (a) = (0,−a2, a2 −
1
2
) ⇔ 0 ≤ a2 ≤

1
4

f (a) = (0, a2 −
1
2
,−a2) ⇔

1
4
≤ a2 ≤ 1

Pokud a2 = 0, pak exces je (0, 0,− 1
2
).

Pokud a2 =
1
4
, pak exces je (0,− 1

4
,− 1

4
).

(0,−1
4
,−1

4
) ≤(lex) (0, 0,−

1
2
)

Nukleolus je
(
3
4
, 1
4

)
.

M. Tichá Teorie her 26/28



Kooperativní hry N hrá£· - P°íklad

Nash·v sou£in:(
a1 −

1
2

)
a2 =

(
a1 −

1
2

)
(1− a1) =

3
2
a1 − a21 −

1
2
= h(a1)

Hledáme maximum funkce h(a1)

h′(a1) = −2a1 +
3
2
= 0 ⇒ a1 =

3
4
, a2 =

1
4

Tedy Nashovo vyjednávací °e²ení je(
3
4
,
1
4

)
.

△
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D¥kuji za pozornost.
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