Binomickeé a Poissonovo rozdéleni

Definice 1. Rekneme, 7e nahodnd veli¢ina X ma alternativni rozdéleni pravdépodobnosti s paramet-
rem P ,kde pe€ (0,1), jestlize nabyva pouze dvou hodnot 0 a 1, a to hodnoty 1 s pravdépodobnosti
P ahodnoty 0 s pravdépodobnosti g =1—p .

Tvrzeni 1. VySetrujme vyskyt jistého ndhodného jevu A v sérii Il ndhodnych pokusti. Predpokld-
dejme, Ze jev A nastdvd s pravdépodobnosti P nezdvislou na vysledcich ostatnich pokusti v sérii a
oznacme X Cetnost vyskytu jevu A vsérii. Pak X je ndhodnd velicina nabyvajici hodnot
0,1, ..., n spravdépodobnostmi

n e
*) P(X=k)=(kjp"q 5
kde q =1— p . Definujme ddle posloupnost velicin X, X,,..., X, pFedpisem

i

{1, jestlize v i-tém pokusu nastane jev A,
X p—

0, jestliZzev i-tém pokusu nenastane jev A.

Pak X, X,,..., X, jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veliCiny s alternativnim rozdélenim s para-
metrem P, pFicemi X =X, +X,+...+X .

Definice 2. Necht 1 je pfirozené ¢islo, p€ (0,1) a q=1— p . Rozdéleni pravdépodobnosti po-
psané formuli (*) se nazyva binomické rozdéleni (s parametry > P ) Skutecnost, Ze veliCina X ma
binomické rozdéleni s parametry ' P, budeme vyjadfovat zadpisem X ~ Bi(n, p) .

Poznamka. PovSimnéte si, Ze binomické pravdépodobnosti (*) jsou ¢leny binomického rozvoje

(p+q)" = Z (Z)p"q""‘ :

k=0

Odtud plyne, Ze soucet vSech binomickych pravdépodobnosti je roven jedné, ¢imz je ovéreno, Ze for-
muli (*) je skutecné definovano diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti.

Poznamka. Necht p < (0,1). Binomické rozdéleni Bi(1, p) je totozné s alternativnim rozdé-
lenim s parametrem P .

Tvrzeni 1 lze preformulovat nasledujicim zptisobem.

Tvrzeni 2. Necht X, X,,..., X, jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veliciny s alternativnim rozdé-
lenim s parametrem P . Pak veli¢ina X, + X, +...+ X, md rozdéleni Bi(n, p).

Priklady.
(1) Méjme hraci kostku, na nizZ padé Sestka s pravdépodobnosti P . Uvazme sérii 11 hodi a ozna¢me
X pocCet Sestek v sérii. Pak X ~ Bi(n, p) . Série ' hodl jednou kostkou mizZe byt pfitom nahraze-

na jednim simultannim hodem I1 kostkami za predpokladu, Ze Sestka pada na vSech kostkach se
stejnou pravdépodobnosti.

(2) Klic¢ivost semene definujeme jako pravdépodobnost P, Ze semeno vykli¢i. Vyberme ndhodné I
semen s kli¢ivosti P a oznatme X pocet téch z nich, ktera vykli¢i. Pak X ~ Bi(n, p).
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(3) (Prtizkum vefejného minéni). Dejme tomu, Ze v dané populaci (skupiné lidi) se 100-p % jedinct
hlési k nazoru, Ze by mélo byt legalizovano koufeni marihuany. Vyberme nahodné I jedinct a oznac-
me X pocet t&ch z nich, ktefi jsou pro legalizaci. Pak X ~ Bi(n, p) .

(4) Dejme tomu, Ze v porostu je 100-p % stromt napadenych Cervenou hnilobou. Vyberme nahodné
N stromi a ozname X pocet téch z nich, které jsou napadené. Pak X ~ Bi(n, p).

(5) Péstujeme hrach s bilymi a fialovymi kvéty. Pfedpokladame pfitom v souladu s druhym Mende-
lovym zakonem, Ze rostlina vykvete fialové s pravdépodobnosti p = %4 . Vyberme ndhodné 1 jesté
nevykvetlych rostlin a oznaéme X pocet téch z nich, které nakonec vykvetou fialové. (MozZnost, Ze
rostlina nevykvete pritom nepfipoustime.) Pak X ~ Bi(n, p) .

(6) Stielec stfili do terCe, pricemz ma k dispozici Il ran. Pfedpokladejme, Ze pravdépodobnost P,
s niZ stfelec zasahuje terc, je stale stejna (a nezavisla na predchozim pribéhu stielby). Oznacme X
pocet tisp&snych zasahti. Pak X ~ Bi(n, p) .

Vycisleni binomického rozdéleni. Pro vycisleni binomického rozdéleni Ize s vyhodou pouzit dale po-
psanou rekurentni formuli. Ozna¢me

P =(Z)p"q”"‘, kde q=1-p.

Pak
pPo=q",
(**) n—k p
= - = . 2. ro k=0,1,..., n—1.
Pin k+1 g b, P

Priklad 1. Hodime dvacetkrat pravidelnou hraci kostkou. Oznatme X pocet Sestek v takové sérii
hodti. Ukolem je vy€islit rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X .

Reseni. Velicina X ma rozdéleni Bi(20, ¥4), tj. binomické rozdéleni s parametry n=20a
p =Y. Oznatme p, =P(X =k). Jednotlivé pravdépodobnosti p, lze vypocitat pfimym do-
sazenim do formule (*), chceme-li vSak urcit celé rozdéleni, je z hlediska sloZitosti vypoctu mnohem
vyhodnéjsi pouzit formuli (**). Grafické znazornéni rozdéleni pravdépodobnosti poctu Sestek v sérii

dvaceti hodli pravidelnou hraci kostkou a numerické vycisleni jednotlivych pravdépodobnosti (s
presnosti na Ctyfi desetinna mista) je zachyceno v nasledujicim tyckovém diagramu a tabulce:

03 1
0,25 +
0,2 1

0,15 1

Pravdépodobnost

0,1 1

0,05 1

I I I I I I I I I I I I I
T T T T T T T T T T T T 1

012 3 456 7 8 910111213 14151617 18 19 20

Pocet Sestek
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k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(X =k) 0,0261 | 0,1043 | 0,1982 | 0,2379 | 0,2022 | 0,1294 | 0,0647 | 0,0259 | 0,0084 | 0,0022 | 0,0005

k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P(X = k) 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

Vidime, Ze jednotlivé pravdépodobnosti nejprve monoténné rostou a posléze zas monoténné
klesaji. Obrat nastava pro k =3 ; tento pocet Sestek v sérii dvaceti hodl pravidelnou hraci
kostkou je nejpravdépodobnéjsi (je modem).

Z rekurentni formule (**) vyplyva, Ze binomické rozdéleni md vidy prdvé jeden lokdlni modus,
pripadné mohou existovat dvé po sobé ndsledujici nejpravdépodobnéjsi hodnoty. Vzdalujeme-li se pri-
tom od modu doleva Ci doprava, jednotlivé binomické pravdépodobnosti klesaji. Je tomu tak proto, Ze
soucinitel

n—-k p
k+1 q
v rekurentni formuli (**) s rostoucim k Kklesa. Je-li pfitom tento souCinitel vétsi neZ jedna, pak
Piia > Pr, je-li naopak mensi nezZ jedna, pak p,,; < py . Nejvétsi nezaporné celé ¢islo k , vyhovuji-
ci nerovnosti
n—-k p -1
k+1 ¢ ’

je tedy hodnotou predchazejici modu. Snadno nahlédneme, Ze pfedchozi nerovnost je ekvivalentni
s nerovnosti kK <np—q. Modus je proto nejmensim celym Cislem, které je vétsi nebo rovno Cislu
Np—q. Jinak feCeno, modus je celym Cislem nachazejicim se v uzavieném intervalu

[np —q, np—q+1] neboli [np—q, np+ p]. Tento interval ma délku jedna, a proto v ném lezi bud
pravé jediné celé ¢islo anebo dvé po sobé jdouci cela ¢isla. Shrnutim a mirnym rozsifenim predcho -
zich tivah, dospivame k nasledujicimu tvrzeni:

Tvrzeni 3. Necht X ~ Bi(n, p) a q=1— p. Pro modus X veli¢iny X plati:
(1) Re[np—q,np+ p|

(2) [R—np|=1

(3) Jestlize 1P je celé cislo, pak X =np ,

(4) Cislo X obdriime z ¢isla P zaokrouhlenim (nahoru nebo dolii).

Pfi vhodné volbé parametrd > P miZe byt modem rozdéleni Bi(n, p) i hodnota k =0; v ta-
kovém piipadé s rostouci hodnotou proménné k binomické pravdépodobnosti p; stale klesaji.
Konkrétné plati:

(a) Jestlize np—q =0 pak py=p,>p,>...>p,.
(b) Jestlize np —q <0, pak py>p,>p,>...>p,.

Podobné& mtiZze byt modem i nejvétsi hodnota rozdéleni Bi(n, p),totiz k=n.

Vratme se je$té k prikladu 1. Zde je [np—q, np+ p] =[%, 74] a tento interval obsahuje jediné
celé Cislo, totiz k = 3. Urcili jsme tak modus rozdéleni Bi(20, }5) bez znalosti pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot. Pfimym vypoctem déle ovéfime, Ze stfedni hodnota rozdéleni Bi(20, }5) je

0-0,026+1-0,104+2-0.198+...=3333.

Tento vysledek neptekvapuje, nebot’ v sérii hodl hraci kostkou padne ,,v priméru® v kazdém Sestém

hodu Sestka, coZ znamenad, Ze na dvacet hodii pfipada ,,primérné“ 20/6= 3,333 Sestek. Obecné lze
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pak ukazat, Ze stfedni hodnota rozdéleni Bi(n, p) je rovna P . To ale ve spojeni
s tvizenim 3, bod (2) znamen4, Ze stfedni hodnota binomického rozdéleni se prakticky shoduje s jeho
modem. Je dobré si uvédomit, Ze toto je specificka vlastnost binomického rozdéleni, ktera pro obecné
diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti neplati.

Tvrzeni 4. Necht' X ~ Bi(n, p). Pak pFi oznaceni q=1—p je E(X)=np g D(X)=npq .
Diikaz. Je

" (n ne " n n—k U n—1\ ki1 (neDy—(k—
E(X):Z(k}kpkq kzz(k}kpkq _”PZ (k Jp 1D
k=1

k=0

Posledni suma je totiZ sou¢tem pravdépodobnosti viech hodnot rozdéleni Bi(n —1, p) . Podobné

E(X?%)= kzz‘,o [Z)kzpkq"‘k = kg,o (Z}k(k—l)pkq"‘k +kz=:0 (Z}kpkq"‘k = kg,z (Z}k(k—l)pkq"‘k +n

=n(n—-1)p? kg'z [Z :;jpk_zq("_z)_(k_z) +np=n(n—-1)p’*+np.
Konecné

D(X)=E(X*)-E*(X)=n(n—1)p*+np—n’p* =np(1— p) =npq .
Tim je dikaz proveden. OJ

Definice 3. Necht A je kladné realné ¢islo. Rekneme, 7e ndhodna veli¢ina X ma Poissonovo roz-
déleni s parametrem A , jestliZze X nabyva hodnot O, 1, 2, ... s pravdépodobnostmi

k

) P(X=l)=e” -2

SkuteCnost, Ze veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A budeme vyjadfovat zépisem
X ~ Po(A).
Poznamka. Jelikoz

—et. et =1

>

&
Kl

Yelir=et L
je formuli () je skutecné definovano diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti.

Poissonovo rozdéleni byva ¢asto pouzivano jako aproximace rozdéleni binomického. JestliZe totiz

n je prilis veliké, a naopak p priliS malé Cislo, pak vypocet binomickych pravdépodobnosti (*) je

. i~ s VR n oy . P o . o Kk
numericky obtiZzny, nebot kombinac¢ni ¢islo | | muze byt extrémné veliké a naopak Cislo p

extrémné malé. V takovém pfipadé lze vyraz (*) nahradit jeho limitou pro 1 —> % a p — 0 pfi ozna-
Ceni np =2 . Ukazuje se, Ze touto limitou je k -ty ¢len rozdéleni Poissonova. To je obsahem nésledu-
jiciho tvrzeni.

VLADIMIR PUS, STATISTIKA



Tvrzeni 5. Jestlize  _y o a ,, _, o takovym zpisobem, Ze p,,, _ ; , kde , je kladnd konstanta, pak

k -ty Clen binomického rozdéleni

(¥ pra-pr,

konverguje ke k - tému clenu Poissonova rozdéleni

k
eil.l_
k! -

Diikaz. Necht kK =0,1, 2,... je pevné zvolené Cislo. Pak

n\ k. _ ok _ np(np—p)np—2p)-...-(np—kp+p) (1-p)"
(k)p A=p = K (- p)*

Jelikoz p >0 (tedy 1— p —>1)a np=A2 konverguje vyraz

np(np — p)(np—2p)-...-(np—kp+ p)
K- (1- p)*

k ¢islu A*/k!. Dale pak
(]-_P)n :(]_—i] n—oo e—l
n
¢imzZ je dikaz proveden. OJ

Praktické kritérium. Dle pfedchoziho tvrzeni lze pro veliké " a malé P nahradit binomické roz-
déleni Bi(n, p) Poissonovym rozdélenim Po(A), kde 4 =np . Toto rozdéleni mé pouze jeden ne-
znamy parametr A a je oproti rozdéleni binomickému mnohem snéze vycislitelné. Praktické kritéri-
um (pro dobrou shodu binomického rozdéleni s rozdélenim Poisonovym) je pfitom nésledujici: I je
fadové alespori 102 (Ci alespon nékolik desitek) a 0 <np <10,

Poznamka. PovSimnéte si, Ze vySe popsana aproximace binomického rozdéleni Poissonovym je rea-
lizovana tak, Ze se shoduji stfedni hodnoty obou rozdéleni.

Podobné jako v pripadé rozdéleni binomického spociva efektivni zptisob vycisleni Poissonova roz.-
déleni nikoliv v pouziti formule (T), nybrZ v pouZiti formule rekurentni. Ta ma v pripadé Poissonova
rozdéleni s parametrem A nasledujici podobu. PoloZzme

/lk
- _l._
Pe=e

Pak

bo=¢€

(1)

Prv = pr pro k=0,1,....

k+1
Z formule (T1) lze vyvodit obdobné zavéry o tvaru a modu Poissonova rozdéleni jako v pripadé roz-
déleni binomického. Konkrétné Poissonovo rozdéleni md vzidy pravé jeden lokdlni modus, ktery miize
byt pfipadné zdvojeny. Vzdalujeme-li se pritom od modu doleva i doprava, jednotlivé poissonovské
pravdépodobnosti klesaji. Konkrétni hodnotu modu a tvar Poissonova rozdéleni s parametrem A ma-
Zeme pritom okamZité urcit na zakladé nasledujicich tvrzeni.
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Tvrzeni 6. Necht X ~ Po(4). Pro modus X veliciny X plati:

(1) Xe[A-1, 2]

Q) 1= =1

(3) Jestlize A je celé cislo, pak existuji prdvé dvé nejpravdépodobnéjsi hodnoty veli¢iny X , totiZ
A—1la A.

(4) Jestlize A neni celé ¢islo, pak modus X je urcen jednoznacné a obdriime jej zaokrouhlenim Cisla
A dolil.

Tvrzeni 7. Necht X ~ Po(A). Oznaéme p, =P(X =k).
(1) Jestlize A=1,pak py=p,>p,>... .

(2) Jestlize 0< A <1, pak py>p,>p,>... .

3) lim p, =0

k—co

Tvrzeni 6, (2) nam tika, Ze stfedni hodnota Poissonova rozdéleni se relativné témér nelisi od jeho
modu. Plati totiZ nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8. Necht X ~ Po(A). Pak E(X)=D(X)=A .
Dukaz. Je
ﬂ,k71

=mk€_ ~—=ﬂ,me_’1o =
kgl k! kz::l (k=1!

oo A Z/k
k=0 .

Posledni suma je totiZ souctem pravdépodobnosti viech hodnot rozdéleni Po(A) . Podobné

oo ﬂ,k oo lk oo lk o A,k
E(X*)=)Y k?’e*- =Y k(k—-De* -+ Y ke* - Z—=Y k(k—De*-Z—+2
k=0 k! k=0 k! k=0 k! k=2 k!
oo ﬂ’k—Z
=AY et + A=A+
K=2 (k—=2)!
Konecné

D(X)=E(X*)—E*(X)=2+A-A=2.

Tim je dikaz proveden. OJ

Priklad 2. Na nésledujicich obréazcich jsou znazornény tyckové diagramy tfi binomickych rozdéleni
Bi(n, p) spolu s diagramy odpovidajiciho Poissonova rozdéleni Po(A), kde A =np . Konkrétné
byly zvoleny hodnoty n =10000, p=0,0005; n=20,p=} a n=100, p=}% . Zatimco
v prvém pripadé je shoda binomického rozdéleni s Poissonovym velmi tésnd, ve druhém pfipadé uz to

fici nelze. V poslednim pripadé pak o Zadné dobré aproximaci binomického rozdéleni Poissonovym
nemuze byt ani feci.
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ULoHY

1. KliCivost semen je P = 0,8, Zasejeme deset semen.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze vykli¢i pravé sedm semen?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vyklici alespoil sedm semen?
c) Jaky pocet vyklicenych semen je nejvice pravdépodobny?
ReSeni. Necht X je pocet semen, kterd vykli¢i. Veli¢ina X ma binomické rozdéleni pravdé-
podobnosti s parametry n =10 a p =0,8, Tedy

n ne
pk=P(X=k)=(kjp"q ‘. kde g=1-p.

Seznam pravdépodobnosti p, pro kK =1, 2,...,10 je obsazen v nasledujici tabulce:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(X =k)1-107] 4-107 7-107| 8-107 0,006 | 0,026 | 0,088 | 0,201 | 0,302 | 0,268 | 0,107

Pri vypoctu pravdépodobnosti je pfitom vyhodné pouZit rekurentni formuli

. n—k p
Po=qQ , Pxan= 7 7 Pk,

kterd stanovi, jak na zdkladé znalosti pravdépodobnosti p, urCit pravdépodobnost Py . .

Dostaneme
by = 0,2'%,
10
b, = E 4-po >

9
p>= -4 pis

1

Pio = 5‘4‘199 .

Specialné plati, Ze a) P(X = 7) = 0,20, b) P(X 2 7) =P, + Dg + Py + Di = 0,88 , C) nejvice

pravdépodobny pocet vyklicenych semen je roven osmi.

2. Jak urcite modus rozdéleni Bi(10; 0,8) z predchozi dlohy, nechcete-li propocitavat celé toto roz-
déleni?
Reseni. Modus rozdéleni Bi(n, p) je celym ¢islem z intervalu [np—q, np+ p], kde q=1—p .
V tomto intervalu lezi vidy téZ Cislo TP, tj. stfedni hodnota rozdéleni Bi(n, p). JelikoZz

v daném pfipadé je Cislo P celé, konkrétné np =8 je toto Cislo téZ jedinou hodnotou modu.
Tudiz X =8.

3. Péstujeme hrach s bilymi a fialovymi kvéty. Véfime v platnost Mendelovych zakoni a predpokla-
dame tudiz, Ze rostlina vykvete fialové s pravdépodobnosti 24 . Jaka je pravdépodobnost, Ze z de-
seti rostlin jich pravé k vykvete fialové?

Reseni. Necht X je pocet rostlin, které vykvetou fialové. Veli¢ina X ma binomické rozdéleni
pravdépodobnosti s parametry n =10 a p = 34 . Tedy

Px =h=(3] 1™

Grafické znazornéni tohoto rozdéleni pomoci tyckového diagramu je na nasledujicim obrazku.

8
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0,35 1

03t

0,25 +

0,2 +

0,15 +

Pravdépodobnost

0,1+

0,05 +

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pocet rostlin, které vykvetou fialové

4. Urcete modus rozdéleni Bi(1000, }%) , aniZ byste propocitavali celé toto rozdélen.

5. Péstujeme hrach. PrestoZe se o rostliny dobfe starame, obCas néktera z nich uhyne. Pravdé-
podobnost, Ze k tomu dojde, je vSak velmi mal4; konkrétné predpokladejme, Ze je rovna 0,002.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze z jednoho tisice rostlin
— Zadna neuhyne,
— uhynou nejvyse Ctyfi?
b) Jestlize budeme tvrdit, Ze z jednoho tisice rostlin jich uhyne nejvySe sedm, jaka je pravdé-
podobnost, Ze nam naSe predpovéd’ nevyjde?
Re$eni. Necht X je pocet rostlin, které uhynou. Veli¢ina X mé rozdéleni Bi(1000; 0,002) .
Toto rozdéleni lze se znacnou presnosti aproximovat Poissonovym rozdélenim s parametrem
A =2; parametr A vyjadiuje pfitom v daném kontextu stfedni pocet rostlin, které uhynou. UZi-
teCnost aproximace spociva v tom, Ze Poissonovo rozdéleni se snaze vyc€isli. Dostaneme
k
p, =P(X =k)ze™. /lld ,

pritom lze uZit rekurentni formuli

71 _
bo=¢€ ", Pxu= Py »

k+1
ktera vypocet pravdépodobnosti p; jeSté vice zjednodusi. PovSimnéte si, Ze od jiZ vypoctené
pravdépodobnosti p, prejdeme k pravdépodobnosti P, tak, Ze pravdépodobnost P, znasobi-
me hodnotou parametru A a poté podélime indexem pravé pocitané pravdépodobnosti Py, . Pro

k=1,2,...,7 jsou pravdépodobnosti P, zaznamenany v nasledujici tabulce:

k 0 1 2 3 4 5 6 7

P(X =k) 0,135 | 0,271 | 0,271 | 0,180 | 0,090 | 0,036 | 0,012 [ 0,003

Specidlné tedy: a) P(X =0)=0135, P(X <4)=0,95, by P(X <7)=0,999.

Znazornime-li rozdéleni pravdépodobnosti po¢tu uhynulych rostlin ty¢kovym diagramem, je
skutecnost, Ze jen s velmi malou pravdépodobnosti miiZze uhynout vice neZ sedm rostlin, ihned
patrnd. (Konkrétné je tato pravdépodobnost rovna 0,001.) Chceme-li byt opatrnéjsi, mtiZeme na-
priklad tvrdit, Ze ,,neuhyne vice nezZ deset rostlin“. Pravdépodobnost, Ze ndm tato pfedpovéd nevy-
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jde, je uz jenom 0,000008.

03T
0,25 1
0,2 1

0,15 1

Pravdépodobnost

0,1 4

0,05 1

0 4 t t

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pocet uhynulych rostlin

6. Jak urcite modus rozdéleni Po(2) z predchozi tilohy, nechcete-li propocitavat celé toto rozdé-
leni?

Reseni. Modus rozdéleni Po(A) je celym &islem z intervalu [A—1, A] . V daném piipadé se

jedna o interval [1, 2] | existuji proto pravé dvé nejpravdépodobnéjsi hodnoty rozdéleni Po(2)
totiz 1 a 2.

7. Pfi pfijimacich zkouSkach na lesnickou fakultu psali studenti test z biologie s padesati otdzkami. U
kazdé otazky byly uvedeny tfi moZné odpovédi, z toho pravé jedna spravna. Za kaZzdou spravnou
odpovéd ziskal student jeden bod (bylo tedy moZno ziskat nejvySe padesat bodi). Jestlize student
ziskal méné nez deset bodii, nebyl doporucen ke studiu. Pfedpoklddejme, Ze student se na zkousku
viibec nepfipravil, a volil proto odpovédi zcela ndhodné.

a) Jaky pocet ziskanych bodi je pfi tomto postupu nejvice pravdépodobny?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze student pri psani testu uspél (tj. ziskal alespon deset bodii)?
Vysledek: a) 16 a 17, b) asi 0,99.

0,14

0,12 +

o
=
I
t

Pravdépodobnost

.....I.I.-.....................
LI B e e B e e |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Pocet bod(
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Bodové procesy a prostorova usporadani

Definice 4. Prostorem rozumime libovolny Eukleidovsky prostor nebo jeho ¢ast; muiZze jit tedy o
prostor tfirozmérny, ale téZ dvojrozmérny (rovinu) nebo jednorozmérny (pfimku).

Definice 5. Prostorovy bodovy proces (strucnéji bodovy proces) je nahodny proces vybirajici body
v prostoru. Prostorovd bodovd struktura (strucnéji bodovd struktura) je vysledek pusobeni néjakého
bodového procesu. Body pritom zpravidla reprezentuji pozice urcitych hmotnych objektd (jedincti) ¢i
mista vyskytu jistych nahodnych uddlosti.

Bodovy proces, tak jak byl vySe nadefinovan, je proces spojity v tom smyslu, Ze pozice jedinct ¢i
mista vyskytti udalosti se mohou nachazet v jakékoliv Casti prostoru. Tento proces miiZe vSak probihat
téZ v diskrétnim prostfedi, kdy vyskyt jedincti ¢i udalosti je omezen pouze na urcita vzajemné oddé-
len4 mista.

Definice 6. Bodovy proces se nazyva homogenni, jestliZze umistuje jedince se stejnou pravdeé-
podobnosti (resp. generuje udalosti se stejnou intenzitou) ve vSech mistech prostoru.

Definice 7. Bodovy proces se nazyva cisté ndhodny (téZ zcela ndhodny), jestliZe mista vyskytu jedin-
cl (resp. udalosti) nezaviseji na tom, kde jsou umisténi ostatni jedinci (resp. ve kterych mistech
prostoru nastaly ostatni udalosti).

Jestlize vyskyt jedince ¢i udéalosti v bodé X snizZuje pravdépodobnost vyskytu dalSich jedinct ¢i
udalosti pobliZ tohoto bodu, mluvime o inhibici. Naopak jestlize vyskyt jedince ¢i udalosti v bodé X
zvySuje pravdépodobnost vyskytu dalSich jedinct ¢i udalosti pobliz tohoto bodu, mluvime o atrakci.

Priklady (ekologické).
(1) Za vysledek cisté nahodného bodového procesu povaZujeme napr. prostorové rozmisténi potemni-
ki1, zrnokazii, moucnych molii apod.

(2) Silna inhibice byva vysledkem silné konkurence a Ize ji zaznamenat spiSe u rostlin (u Zivocicht jen
vyjimecné). Vysledkem inhibice je vytvareni pravidelnych prostorovych struktur (napt. u poustnich
kerti ¢i kolonidlné hnizdicich ptdkii — zde je vzdalenost mezi jedinci urCena tim, kam azZ miZe dany
ptak doklovnout svym zobdkem.) Vysledkem atrakce byva naopak vytvareni shluki a agregovanych
prostorovych struktur.

Priklad 3. Na nasledujicim obrazku je zndzornéno rozmisténi dvaaSedeséati semenackt sekvoji vz-
dyzelenych na ctvercové plose; body zachycuji pozice jednotlivych stromti a predstavuji dvojroz-
mérnou bodovou strukturu. Tato struktura je vysledkem bodového procesu, jehoZz mechanismus je
v daném pfipadé zndm. Konkrétné vSechny stromky jsou soustfedény kolem starych rodicovskych
stromu (ty vSak nejsou ve struktufe zakresleny). Shluky potomki rodi¢ovskych stromil jsou pomérné
dobfe patrné a vysledna struktura se proto jevi jako agregovana.

Obr. 1. Prostorové rozmisténi sekvoji

1
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Priklad 4. Na nésledujicim obrazku je zndzornéno prostorové rozmisténi smrkt. Toto rozmisténi je
viceméné pravidelné, tj. s fadové srovnatelnymi rozestupy mezi jedinci, coZ je tfeba pfipsat nejspis na
vrub inhibice mezi jednotlivymi jedinci. Tato inhibice je zabudovana do bodového procesu, jehoz vy-
sledkem je zaznamenana bodova struktura.

Obr. 2. Prostorové rozmisténi smrkt

Priklad 5. Na nasledujicim obrazku je zachycen vysledek homogenniho cisté ndhodného bodového
procesu. Konkrétné jde o vysledek postupného vybirani bodid v jednotkovém Ctverci prostfednictvim
generatoru nahodnych ¢isel. Pozice Zédného z bodii neni pak ovlivnéna umisténim bodt ostatnich, coz
znamena, Ze jde o Cisté ndhodny proces. Body jsou pritom generovany (vybirany) ve vSech mistech
prostoru se stejnou intenzitou (pravdépodobnosti), coZ znamena, Ze jde o proces homogenni.

. o
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Obr. 3. Cisté ndhodné rozmisténi bodd ve &tverci

Oznaceni. Dejme tomu, Ze pozorujeme vysledek pisobeni jistého bodového procesu @ v néjaké
omezené mnoZiné (lokalité€) B .

(1) Oznatme mM(B) velikost mnoZiny B . Tudiz m(B) je délka mnoZiny B v pfipadé bodového
procesu na piimce (kfivce), obsah mnoZiny B v pripadé bodového procesu v roviné (na ploSe) a ob-
jem mnoZiny B v pripadé trojrozmérného bodového procesu.

(2) Oznatme L (B) pocet jedinct (resp. udalosti) umisténych (resp. vygenerovanych) procesem @
v mnoziné B . Pak L(B) je ndhodna velifina a soucasné je to mira. V teorii ndhodnych procesti
byva nazyvana ndhodnou aritmetickou mirou.

Poznamka. Necht @ je homogenni bodovy proces. Pak stfedni pocet jedinct (resp. udalosti)
umisténych (resp. vygenerovanych) procesem ¢ v mnoZiné B, tj. stfedni hodnota nahodné veliCiny

& (B) , zavisi pouze na objemu mnoZiny B, a nikoliv na jejim umisténi ¢i orientaci v prostoru.
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Binomicky bodovy proces

Definice 8. Necht (2 je urcitd omezena ¢ast prostoru. Homogenni ¢isté ndhodny bodovy proces, roz-
mistujici urCity predem dany pocet jedinci v mnoZiné (2, se nazyva binomicky bodovy proces
(v mnoZiné 2 ).

Véta 1. Necht' @ je binomicky bodovy proces rozmistujici (Cisté ndhodné) N jedincii v mnoZiné 2
anecht B je jistd ¢dst mnoZiny €2 . Pak

@(B) ~ Bi(n, p),
kde p=m(B)/m(£2) .

Dukaz. Ocislujme jednotlivé jedince pfirozenymi Cisly 1, 2,....n a definujme posloupnost veli¢in
X, X,,..., X, predpisem

{1, jestliZe i -ty jedinec se nachazi v mnoZziné B,
i =

0, jestliZei-ty jedinec se nenachazi v mnoZziné B .

Vzhledem k tomu, Ze proces @ je homogenni, maji vSechny veli¢iny X, X,,..., X, alternativni
rozdéleni s tymZ parametrem p = m(B)/m(£2) . SkuteCnost, Ze proces @ je Cisté nahodny pak zaru-
Cuje, Ze tyto veli¢iny jsou vzdjemné nezavislé. Pritom

PB)=X,+X,+...+X

no»

staCi tedy aplikovat tvrzeni 2.

Priklad 6 (rozmisténi rozinek v bochancich). Do jednoho sta kilogramt tésta vsypeme deset tisic
rozinek, naceZ tésto s rozinkami velmi dikladné promisime. Z tésta poté vytvarime padesatigramové
bochanky. Ozna¢me X pocet rozinek v bochanku.

a) Popiste rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X .

b) Vypocitejte pravdépodobnost, Ze v nahodné vybraném bochanku

—neni zadna rozinka,

— jsou alespon tfi rozinky.

ReSeni. a) Tésto lze povazovat za Cast tfirozmérného Eukleidovského prostoru a mechanismus roz-
mist'ovani rozinek v tésté za trojrozmérny bodovy proces. V nasi tloze jde o proces homogenni, kdy
rozinky jsou umistovany se stejnou pravdépodobnosti v libovolném misté prostoru; to je ovSem splné-
no az tehdy, kdyz rozinky v tésté velmi diikladné zamichame. Dale jde o proces Cisté ndhodny, nebot’
je prirozené predpokladat, Ze mezi jednotlivymi rozinkami nejsou zadné prostorové interakce (zde je
ovsem dileZité, Ze velikost rozinek je ve srovnani s objemem tésta v podstaté zanedbatelnd, procez lze
rozinky v tivahach o jejich prostorovém rozmisténi povazovat za body). Jinak feceno, vysledna poloha
Zadné z rozinek nezavisi na poloze ostatnich rozinek v tésté. PocCet rozmistovanych rozinek je pritom
pevné dan; oznaCme jej I . OznaCme dale N pocet bochanku. Tésto predstavuje mnoZinu £2 , na-
hodné vybrany (avsak v dalSich Gvahach pevné dany) bochanek je podmnozZinou B mnozZiny (2 . Ve-
li¢ina X je totozna s veli¢inou @ (B) z véty 1 a ma tudiz dle této véty rozdéleni Bi(n, p), kde
p=m(B)/m(£2)=1/N . Shrnuto X ~ Bi(n, }4) . V naSem pripadé je n=10000, N =2000, a
tedy X ~ Bi(10000; 0,0005) . Rozdé&leni Bi(10000; 0,0005) |ze pritom s velkou pFesnosti apro-
ximovat Poissonovym rozdélenim s parametrem A =5 (vyjadfujicim primérny pocet rozinek pfipa-
dajicich na jeden bochanek).

by P(X =0)=0,007, P(X 23)=0875.
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Pravdépodobnost

I
T

01 2 3 45 6 7 8 91011121314 151617 18 19 20
Pocet rozinek v bochanku

I I I I I I I 1
T T T T T T T 1

Poissontiv bodovy proces

Definice 9. Homogenni Cisté ndhodny bodovy proces generujici v prostoru ndhodné udalosti se na-
zyva Poissoniiv bodovy proces. Stredni pocet udélosti pfipadajicich na jednotku objemu (plochy,
délky,...) nazyvame intenzitou tohoto procesu.

Poznamka. Rozdil mezi binomickym a Poissonovym bodovym procesem spocivad v tom, Ze bino-
micky proces rozmist'uje v jisté omezené Casti prostoru pfedem dané mnozstvi jedinci, zatimco Pois-
sontiv proces prosté generuje udalosti (s pfedem danou intenzitou).

Nékdy se pojem Poissontiv proces pouZiva v obecnéjsim slova smyslu pro jakykoliv ¢isté nahodny
bodovy proces generujici v prostoru ndhodné udélosti a homogenni ¢isté nahodny proces se pak na-
zyva homogenni Poissontiv proces nebo téZ Poissontiv proces s konstantni intenzitou.

Véta 2. Necht @ je Poissoniiv bodovy proces a B je urcitd omezend ¢dst prostoru. Pak
®(B) ~ Po(A1-m(B)),

kde A je intenzita procesu @ .

Diikaz. Predstavme si mnoZinu B rozdélenou na 1 velmi malych vzdjemné disjunktnich ¢asti. Bu-
dou-li tyto casti ,,nekone¢né malé“ (coZ nastane pro N — ), Ize si je predstavit jako ,,mista® v prosto-
ru, v nichZ nasledkem bodového procesu @@ dojde bud’ k vyskytu pravé jediné udalosti nebo nedojde
k vyskytu Zadné udalosti (nepripoustime tedy vyskyt vice jak jedné udélosti v jednom a presné tom
samém misté). Vzhledem k tomu, Ze proces ¢ je homogenni, je pravdépodobnost vyskytu udalosti
pro v3echna takto definovand mista v prostoru stejnd; ozna¢me tuto pravdépodobnost P . Pravdé-
podobnost P je zfejmé ,piimo umérmna“ velikosti daného mista, tj. p=m(B)/n . Jsou-li pfitom
mista nekonecné mald, lze zavést konstantu imérnosti A (stejnou pro vSechna mista v prostoru) a
psat

_ 2. M(B)
Parametr A ma zfejmé vyznam ,intenzity®, s niZ se udélosti v prostoru vyskytuji, zatim oviem jesté
neni zjevné, Ze jde o intenzitu ve smyslu definice 9. Nédhodnou aritmetickou miru @ (B) 1ze nyni de-

finovat jako pocet téch mist v mnoZiné B, v nichZ nastane udalost. JelikoZ vSak proces @ je Cisté
nahodny, nezavisi pravdépodobnost vyskytu udalosti v daném misté na tom, v jakych dalSich mistech
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mnoZiny p udalosti nastaly (Ci nenastaly). Dle tvrzeni 1 ma tedy veliina g(pg) rozdéleni
Bi(n, p) . Pfitom vSak n — o a np=A-m(B). Dle tvrzeni 5 je tedy &(B) velifina s rozdélenim

Po(A - m(B)), coz bylo dokézat. Odtud dale vyplyva, Ze stiedni pocet udalosti vygenerovanych pro-

cesem g V mnoziné B jeroven 3. m(B),a tedy stfedni pocet udalosti vygenerovanych procesem

¢ v mnoziné s jednotkovym objemem je roven A . Parametr 4 ma tedy skutecné vyznam intenzity

ve smyslu definice 9. O

Typicka aplikace. Necht rostliny na louce (tj. v roviné) jsou rozmistény na zakladé ptisobeni nasle-
dujiciho mechanismu:

(1) Intenzita vyskytu rostlin je vSude stejna.

(2) Nahodny jev spocivajici v tom, Ze na daném misté vyroste (Ci nevyroste) rostlina nezavisi na tom,
kolik dalSich rostlin vyrostlo v okoli tohoto mista.

BudiZz B omezend mnoZina predstavujici experimentalni plochu, tj. jistou ¢ast louky napt. ¢tvercové-
ho ¢i kruhového tvaru. Oznatme P (B) pocet rostlin, které se objevi (resp. nachazi) v mnoziné B .
(Pojem ,,objevi“ je adekvéatni tehdy, jestliZe experimentélni plocha je pfedem zvolena a poté cekame,
az rostliny vyrostou, pojem ,nachazi“ odpovida situaci, kdy vSechny rostliny jiZ vyrostly a poté je na
louce nahodné umisténa experimentalni plocha dané velikosti a tvaru.) Ukolem je urcit rozdéleni prav-
dépodobnosti veliciny @ (B) .

ReSeni. Mechanismus vyskytu rostlin na louce spliiujici poZadavky (1) a (2) predstavuje Poissoniiv
proces. Veli¢ina @(B) ma tudiz Poissonovo rozdéleni s parametrem A -m(B), kde A je intenzita
vyskytu rostlin na louce, tj. stfedni pocet rostlin pfipadajici na jednotku plochy.

Priklad 7. Predpokladejme, Ze bodlaky jsou na louce rozmistény zcela ndhodné, pficemz stfedni po-
Cet rostlin pripadajicich na jeden metr ¢tverecni je roven dvéma. Pfi prochazce po louce si nahodné
vybereme misto k odpocinku. Jaka je pravdépodobnost, Ze v okruhu jednoho metru kolem nés se na-
chazeji nejvyse dva bodlaky?

Re$eni. Rozmisténi bodlakéi na louce je dle predpokladii tlohy vysledkem dvojrozmérného ho-
mogenniho Poissonova procesu s intenzitou (denzitou) dvé rostliny na metr ¢tverecni. Pocet rostlin
v kruhu o poloméru jeden metr se tedy fidi Poissonovym zakonem rozdéleni pravdépodobnosti s para-
metrem A =27 . Pravdépodobnost, Ze se v tomto kruhu nachazeji nejvyse dvé rostliny je asi 0,05.

Jednorozmeérny Poissontiv proces

Jednorozmeérny Poissontiv proces zpravidla interpretujeme jako proces vyskytu nahodnych udalos-
ti v Case. Casto se pojem Poissoniiv proces pouziva v uzSim slova smyslu pouze pro tento typ na-
hodného procesu. Definice je potom nasledujici.

Definice 10. Proces vyskytu nahodnych udalosti v case se nazyva Poissonovym procesem (s konstant-
ni intenzitou), jestliZe plati:

(1) K udélostem dochazi stale se stejnou intenzitou.

(2) Budouci prtibéh procesu nezéavisi na minulém pribéhu procesu.

Priklady. Poissonovym procesem jsou napiiklad

(1) vyskyty nehod v jistém useku délnice, poruch néjakého stroje, pracovnich urazid v urcitém provo-
zZu,

(2) prichody hovorti na telefonni ustfednu,
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(3) rozpad atomt radioaktivni latky (v Casovém tseku zanedbatelném v porovnani s polocasem rozpa-
du),

(4) umrti jedinct v populaci s konstantni mortalitou (v casovém tseku zanedbatelném v porovnani se
stfedni délkou Zivota).

Véta 2 nabyva nyni nasledujici formy.

Véta 3. Necht N je pocet uddlosti, které jakoZto vysledek Poissonova procesu s konstantni intenzi-
tou A nastanou v ¢asovém intervalu délky T . Pak

N, ~ Po(AT).

Intenzita A md pFitom vyznam stfedniho poctu uddlosti pfipadajicich na jednotku casu.

Priklad 8. Predpokladejme, Ze na telefonni ustfednu prichazeji v urcité denni dobé hovory s ne-
ménnou intenzitou tfi hovory za jednu minutu.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze za jednu minutu dojde na tistfednu méné neZ pét hovori?

b) Odhadnéte s 95% pravdépodobnosti maximalni pocet hovord, které dojdou na ustfednu béhem
jedné minuty.

c) UrcCete stfedni délku intervalu mezi dvéma po sobé nasledujicimi pfichody hovord.

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze délka intervalu mezi dvéma po sobé nasledujicimi ptichody hovort je
delsi neZ jedna minuta?

Vysledek: Necht X je pocet hovord, které dojdou na tstfednu béhem jedné minuty. Pfichody hovort
na telefonni tstfednu jsou typickym pfikladem Poissonova procesu, tudiz X ~ Po(3) . Odtud plyne,

ze: a)P(X <5)=0,815263 | b) P(X < 6): 0,966 , c) stiedni délka intervalu mezi dvéma po

sobé nasledujicimi pfichody hovorti je rovna dvaceti vtefinam, d) P(X = ()) = 3_3 = 0,05.

ULOHY

1. Dvé sté naSich spoluobcani bezdomovci se Cisté ndhodné rozmistilo (a poté usadilo) na ho-
mogennim stanovisti o rozloze deset ¢tverecnich kilometrt. Uvniti tohoto stanovisté je desetihek-
tarovy pozemek patfici jiné nasi spoluobcance Zuzce H. S jakou pravdépodobnosti osidlili Zuzci-
no dzemi alespoii tfi bezdomovci?

Reseni. Oznatme X pocet bezdomovch osidlivsich Zuz¢ino tzemi. Vzhledem k predpokladu
Cisté nahodného rozmisténi bezdomovcii na daném stanovisti ma veli¢ina X rozdéleni
Bi(200, ¥{s) ; pfitom lze pouZit aproximaci X ~ Po(2) . Odtud plyne, 7e P(X =3)=0,32.

2. Tisic turistd vyrazilo na dvacet kilometrd dlouhou ttiru. Kazdy z nich dostal na cestu od poradateli
po jednom jogurtu. Béhem tury odhodili turisté vSechny kelimky od jogurt podél cesty. Sto metri
dlouhy usek cesty vede tizemim kmene Apact. Kazdého turistu, ktery na jejich izemi odhodi keli-
mek, Apacové skalpuji. Jestlize predpokladame, Ze turisté odhazuji kelimky v pribéhu tury zcela
nahodné, jaka je pravdépodobnost, Ze alesponi dva z nich pfijdou o skalp?

Vysledek: Rozmisténi kelimk podél cesty je dle pfedpokladi tilohy vysledkem jednorozmérného

binomického bodového procesu. Hledand pravdépodobnost je 1 — 6@_5 = 0,96 -

3. Deset tisic broukd se ¢isté ndhodné rozmisti na dvou a pdl tisici rostlin. PopiSte rozdéleni pravdé-
podobnosti poctu brouki na rostliné a znazornéte je graficky.

Reseni. Nahodny proces generujici rozmisténi brouki na rostlinach Ize povazovat za bodovy pro-
ces v diskrétnim prostiedi tvofeném rostlinami. Pfedpokladejme, Ze prostiedi (tvofené rostlinami)
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je z hlediska Zivotnich podminek broukii homogenni a Ze rostliny jsou stejné veliké. Pocet broukt
na rostling je potom néhodnou veli¢inou s rozdélenim Bi(10000, Y55, . Z vypoletniho hledis-
ka je pfitom vyhodné aproximovat toto rozdéleni Poissonovym rozdélenim s parametrem A =4.

Speciélné plati, Ze na rostliné je s pravdépodobnosti 0,99 nejvysSe devét broukd.
0,25 T

0,2 +
0,15 +

01+

Pravdépodobnost

0,05 +

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pocet brouk( na rostling

4. Brouci jsou Cisté ndhodné rozmisténi na rostlindch s intenzitou (denzitou) 4,2 brouka na jednu
rostlinu. Jaky pocet brouki na rostliné je pak nejvice pravdépodobny? Urcete tuto pravdé-
podobnost. (Pfedpokladame, Ze rostliny jsou stejné veliké.)

5. Rostliny jsou na dané lokalité rozmistény Cisté ndhodné s intenzitou jedna rostlina na metr ctve-
recni. Jaky pocet rostlin v ndhodné vybraném kruhu o primeéru jeden metr je pak nejvice pravdé-
podobny?

Vysledek: 0

6. Louka je rozdélena na devét set stejné velkych ctverc. Dvé sté dvacet jeden z téchto ¢tverct pri-
tom neobsahuje Zadnou sedmikrasku. Predpokladejte, Ze sedmikrasky jsou na louce rozmistény
Cisté ndhodné a opirajice se o tento predpoklad odhadnéte pocet sedmikrasek na louce.

Vysledek: 1264

7. Brouci jsou rozmisténi zcela ndhodné na (stejné velikych) rostlindch s intenzitou ¢ty¥i brouci na
rostlinu. Jaka je pravdépodobnost, Ze se na rostliné nachazi lichy (resp. sudy) pocet brouki?

Re3eni. Necht brouci jsou na rostlindch rozmistény ¢isté ndhodné s konstantni intenzitou A (vy-
jadrenou v poctu broukt pfipadajicich na jednu rostlinu). Pak

1 3 5

P(na rostliné je lichy po¢et broukii) = e * (% + % + % +... J: e *sinh A = e *sinh4 = 0,49983,
AZ 4

P(na rostliné je sudy pocet broukii) = e* (1+ o + ar +... ] =e*coshA=e*cosh4=0,50017.

8. Predpokladejme, Ze béhem léta uhynou z dané vékové tridy urcité populace v primeéru tii jedinci
denné, pticem? Gmrtnost je béhem celého léta stejna. Oznacme X pocet jedinct, ktefi uhynou bé-
hem jednoho dne.

a) Popiste rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X a urcete jeho modus.
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem jednoho dne uhyne nejvy3e jeden jedinec?
Reseni. a) Pfedpokladejme, 7e zvolena casové jednotka (den) je velmi mala ve srovnéni se stfedni
délkou Zivota jedince. Rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny X je potom Poissonovo s paramet-
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rem A=23. (Parametr A ma v daném kontextu vyznam intenzity umirani neboli mortality.) Nej-
vice pravdépodobny je pfitom thyn dvou nebo tfi jedincii za den.
b)P(X <1)=4e®
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	Vidíme, že jednotlivé pravděpodobnosti nejprve monotónně rostou a posléze zas monotónně klesají. Obrat nastává pro ; tento počet šestek v sérii dvaceti hodů pravidelnou hrací kostkou je nejpravděpodobnější (je modem).
	Z rekurentní formule (**) vyplývá, že binomické rozdělení má vždy právě jeden lokální modus, případně mohou existovat dvě po sobě následující nejpravděpodobnější hodnoty. Vzdalujeme-li se přitom od modu doleva či doprava, jednotlivé binomické pravděpodobnosti klesají. Je tomu tak proto, že součinitel
	,
	Tvrzení 3.  Nechť a . Pro modus veličiny platí:
	Definice 10.  Proces výskytu náhodných událostí v čase se nazývá Poissonovým procesem (s konstantní intenzitou), jestliže platí:


