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Kooperativní hry N hrá£·

Nyní zobecníme kooperativní hry na obecný po£et N hrá£·.

Uvaºujeme hru s p°enosnou výhrou.

Kdyº jsou dva hrá£i, tak jsou jen dv¥ moºnosti - bu¤ se dohodnou
na spolupráci, nebo budou vystupovat jako konkurenti.

V p°ípad¥ N hrá£· vzniká nový problém - s kým spolupracovat a
proti komu.

Ze hry v normálním tvaru p°ejdeme na hru ve tvaru charakteristické
funkce.
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Kooperativní hry N hrá£·

De�nice

Uvaºujeme hru N hrá£·, mnoºinu v²ech hrá£· ozna£íme symbolem Q.
Koalicí se rozumí skupina hrá£· spolupracujících p°i volb¥ strategií,
p°ípadn¥ p°i p°erozd¥lování výhry. Koali£ní strukturou se nazývá
mnoºina v²ech koalic, které se v dané situaci z uvaºovaných hrá£·
vytvo°í. Koalice budem zna£it písmeny K , L,Q apod., p°ípadn¥ je udáme
jako mnoºinu obsahující £leny koalice, nap°. {1}, {3, 4, 6} atd.
Protikoalicí ke koalici K ⊆ Q se rozumí mnoºina hrá£·

K− = Q \ K = {i ∈ Q; i /∈ K}.

Mnoºina v²ech hrá£· Q se nazývá velká koalice. Prázdná mnoºina se
nazývá prázdná koalice.
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Kooperativní hry N hrá£·

Zatímco ve h°e se dv¥ma hrá£i máme pouze dv¥ °e²ení, v koali£ní h°e se
t°emi hrá£i máme jiº p¥t moºných °e²ení.

V²ichni hrá£i spolupracují.

První a druhý hrá£ tvo°í koalici proti t°etímu hrá£i.

První a t°etí hrá£ tvo°í koalici proti druhému hrá£i.

Druhý a t°etí hrá£ tvo°í koalici proti prvnímu hrá£i.

V²ichni hrá£i hrají samostatn¥.

Po£et moºných koalic rychle roste s po£tem hrá£·. Ve h°e s N hrá£i je
moºné vytvo°it 2N − 1 koalic, p°i£emº jeden hrá£ m·ºe být £lenem
2N−1 − 1 r·zných koalic (nepo£ítáme prázdnou koalici).

Pro t°i hrá£e jsou moºné koalice

{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

Koali£ní struktura m·ºe být nap°íklad

({1, 3}, {2, 5}, {4}).
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Kooperativní hry N hrá£·

P°edpokládáme hru s volnou disjunktní koali£ní strukturou, tedy jsou
p°ípustné jakékoli koalice a kaºdý hrá£ m·ºe být £lenem pouze jedné
koalice. Pak po£et moºných koali£ních struktur je

R(N) =
N∑

k=1

k∑
j=0

(−k)−j

(
k

j

)
(k − j)N

Pro rostoucí po£et hrá£· N dostáváme °adu hodnot R(2) = 2, R(3) = 5,
R(4) = 52 atd.
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Kooperativní hry N hrá£·

Hrá£i vyhodnocují sílu jednotlivých koalic a p°emý²lí, které koalice se
zú£astní.

V rámci koalice dále p°emý²lí, jak rozd¥lit spole£ný zisk.

Podíl na zisku musí být v¥t²í neº nekooperativní zisk jednotlivce.

Cílem hrá£e není utvo°it koalici, ale zajistit si lep²í výsledek neº je
ten nekooperativní.

Kaºdý hrá£ má snahu optimalizovat sv·j vlastní individuální zisk a
podle toho se rozhoduje.
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Kooperativní hry N hrá£·

De�nice

Hra ve tvaru charakteristické funkce sestává z mnoºiny hrá£·

Q = {1, 2, . . . ,N}

a reálné funkce v de�nované na mnoºin¥ v²ech koalic, pro kterou platí

v(∅) = 0.

Pro jednoduchost budeme symbolem v zna£it i p°íslu²nou hru ve tvaru
charakteristické funkce.

De�nice

Charakteristická funkce je superaditivní, pokud pro kaºdé dv¥ disjunktní
koalice K , L platí

v(K ∪ L) ≥ v(K ) + v(L).
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Kooperativní hry N hrá£·

De�nice

Hra ve tvaru charakteristické funkce (p°edpokládáme superaditivitu) se
nazývá nepodstatná, jestliºe platí

v(Q) =
N∑
i=1

v({i}).

Hra, která není nepodstatná, se nazývá podstatná.

V¥ta

Nech´ K je libovolná koalice hrá£· v nepodstatné h°e. Potom

v(K ) =
∑
i∈K

v({i}).

V nepodstatné h°e nemá smysl tvo°it koalice (není ºádná p°idaná
hodnota).
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Kooperativní hry N hrá£·

P°edstavme si kooperativní hru t°í hrá£· Q = {1, 2, 3} s charakteristickou
funkcí

v(∅) = 0, v({1}) = v({2}) = v({3}) = 1

v({1, 2}) = v({1, 3}) = v({2, 3}) = 5, v(Q) = 100

Situace z°ejm¥ vedou na velkou koalici. Jaké bude rozloºení zisk· pro
jednotlivé hrá£e?

Jaké bude v situaci, kdy v({3}) = 50?
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Kooperativní hry N hrá£·

Pro vyjád°ení rozd¥lení zisku si zavedeme vektory a ∈ RN .

De�nice

Nech´ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s mnoºinou hrá£·

Q = {1, 2, . . . ,N}.

N-tice a reálných £ísel se nazývá imputace, jsou-li spln¥ny následující
podmínky:

individuální racionálnost: pro kaºdého hrá£e i je

ai ≥ v({i})

kolektivní racionálnost: platí

N∑
i=1

ai = v(Q)

M. Tichá Teorie her 11/31



Kooperativní hry N hrá£·

Imputace je tedy p°erozd¥lení zisku koalice mezi její £leny.

V¥ta

Nech´ v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li v nepodstatná, pak
má práv¥ jednu imputaci, a to

a = (v({1}), v({2}), . . . v({N})).

Je-li v podstatná, pak má nekone£n¥ mnoho imputací.
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Kooperativní hry N hrá£·

De�nice

Nech´ v je hra ve tvaru charakteristické funkce, K je koalice, a, b jsou
imputace. �ekneme, ºe a dominuje b pro koalici K, jestliºe platí:

ai > bi pro v²echna i ∈ K∑
i∈K ai ≤ v(K ).

Dominanci budeme zna£it a ≻K b
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Kooperativní hry N hrá£·

P°íklad

Uvaºujme hru v normálním tvaru, máme t°i hrá£e, kaºdý dv¥ strategie.
Hra je zadaná následující tabulkou.

Trojice strategií Výplatní vektory
1,1,1 -2,1,2
1,1,2 1,1,-1
1,2,1 0,-1,2
1,2,2 -1,2,0
2,1,1 1,-1,1
2,1,2 0,0,1
2,2,1 1,0,0
2,2,2 1,2,-2
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Kooperativní hry N hrá£·

Mnoºina hrá£· je tedy Q = {1, 2, 3} a v²echny moºné koalice jsou

∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

Nejprve uvaºujme koalici K = {1, 2} a protikoalici K− = {3}. Koalice K
má £ty°i spole£né strategie: (1,1), (1,2), (2,1), (2,2). Protikoalice má dv¥
ryzí strategie: 1,2. Zajímá-li nás, co je koalice K schopna pro sebe
zajistit, uvaºujeme dvoumaticovou hru. Hrá£i 1 a 2 tvo°í koalici proti
hrá£i 2, jejich zisk se tudíº s£ítá.

strategie 1 2
(1,1) -1,2 2,-1
(1,2) -1,2 1,0
(2,1) 0,1 0,1
(2,2) 1,0 3,-2
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Kooperativní hry N hrá£·

Hra má Nash·v rovnováºný bod v £istých strategiích: ((2,2),1)
s výplatami pro koalici K : 1 a pro protikoalici K−: 0.

Tedy v({1, 2}) = 1 a v({3}) = 0.

Obdobn¥ postupujeme pro koalici K = {1, 3} a protikoalici K− = {2} a
nakonec pro koalici K = {2, 3} a protikoalici K− = {1}.

Zisk velké koalice je v({1, 2, 3}) = 1 a zisk prázdné koalice v(∅) = 0.
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Kooperativní hry N hrá£·

Tedy máme hru ve tvaru charakteristické funkce.:

v({1}) =
1
4

v({2}) = −1
3

v({3}) = 0

v({1, 2}) = 1

v({1, 3}) =
4
3

v({2, 3}) =
3
4

v({1, 2, 3}) = 1

v(∅) = 0

Hra je podstatná. Charakteristická funkce je superaditivní.
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Kooperativní hry N hrá£·

Uvaºujme imputace

a =

(
1
3
,
1
3
,
1
3

)
b =

(
1
2
,
1
2
, 0
)

Oba vektory jsou imputací dle de�nice. Zárove¬ b dominuje a pro koalici
{1, 2}.

b ≻{1,2} a

△
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Kooperativní hry N hrá£· - typy °e²ení

Nyní se budeme v¥novat koncept·m °e²ení hry ve tvaru charakteristické
funkce. Zajímá nás predikce racionálního chování hrá£·. V kooperativních
hrách s p°enositelným uºitkem je to i forma rozd¥lení zisku.

Jádro hry

Shapleyho hodnota

Shapley-Shubik·v index

Banzhaf·v index

Nukleolus

Za p°edpokladu superaditivity je velká koalice nejefektivn¥j²í provedení
hry. Pak nás zajímá distribuce zisk·.
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Kooperativní hry N hrá£· - jádro hry

Je z°ejmé, ºe bude-li n¥jaká imputace dominována pro n¥jakou koalici
jinou imputací, budou mít hrá£i této koalice snahu zru²it p·vodní koalici
a ustavit tuto výhodn¥j²í.

De�nice

Nech´ v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Jádro hry je tvo°eno
v²emi imputacemi, které nejsou dominovány ºádnou jinou imputací pro
ºádnou jinou koalici.

Tedy je to taková mnoºina imputací, ºe kaºdá p°ípadná koalice K obdrºí
alespo¬ v(K ), tzn. m·ºe obdrºet víc. Je-li imputace a v jádru dané hry,
nemá ºádná skupina hrá£· d·vod vytvo°it jinou koalici a nahradit a jinou
imputací. Pokud je jádro prázdné, neexistuje stabilní kooperativní °e²ení,
které by ustanovilo velkou koalici.
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Kooperativní hry N hrá£· - jádro hry

K usnadn¥ní rozhodnutí, zda jistá imputace leºí v jádru hry £i nikoli,
slouºí následující v¥ty.

V¥ta

Nech´ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hrá£i a nech´ a je
imputace. Potom a leºí v jádru hry v práv¥ tehdy, kdyº∑

i∈K

ai ≥ v(K )

pro kaºdou koalici K .

V¥ta

Nech´ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hrá£i a nech´ a je
N-tice £ísel. Potom a je imputace v jádru, práv¥ kdyº platí:∑N

i=1
ai = v(Q)∑

i∈K ai ≥ v(K ) pro kaºdou koalici K .
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Kooperativní hry N hrá£· - jádro hry

Tedy pokud bychom se vrátili k na²emu p°íkladu:

v({1}) =
1
4

v({2}) = −1
3

v({3}) = 0

v({1, 2}) = 1

v({1, 3}) =
4
3

v({2, 3}) =
3
4

v({1, 2, 3}) = 1

v(∅) = 0
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Kooperativní hry N hrá£· - jádro hry

Jádro hry musí spl¬ovat

a1 ≥ 1
4

a2 ≥ −1
3

a3 ≥ 0

a1 + a2 ≥ 1

a1 + a3 ≥ 4
3

a2 + a3 ≥ 3
4

a1 + a2 + a3 = 1

Takový vektor a, který spl¬uje v²echny nerovnice, nenalezneme. Jádro
hry je tedy prázdné.
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Kooperativní hry N hrá£· - jádro hry

P°íklad

Uvaºujme hru t°í hrá£·, kaºdý hrá£ má zisk v({i}) = 1, zisk velké koalice
v(Q) = 90. Dále v({1, 2}) = 50, v({1, 3}) = 20, v({2, 3}) = 10.

Jádro hry je ur£eno:

a1 ≥ 1

a2 ≥ 1

a3 ≥ 1

a1 + a2 ≥ 50

a1 + a3 ≥ 20

a2 + a3 ≥ 10

a1 + a2 + a3 = 90

Tedy v jádru hry je nap°íklad imputace

(40, 30, 20).

△
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

Soustava pro výpo£et jádra generovaná z charakteristické funkce z
p°edchozího p°íkladu má nekone£n¥ mnoho °e²ení. Pot°ebujeme zjemn¥ní
°e²ení, návod na výb¥r konkrétní imputace z jádra.

Nejvýznamn¥j²í koncept kooperativních her je Shapleyho hodnota

cílem je modelovat p°ínos hrá£e i ∈ K pro koalici K

slouºí pro p°erozd¥lování zisku koalice

hrá£ se zú£astní koalice p°i imputaci, která mu p°inese jeho
�spravedlivý� podíl

zkoumáme vliv neú£asti hrá£e v koalici

v(K )− v(K\{i})
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

Koalice K\{i} má k − 1 £len· a lze tedy vytvo°it(
N − 1
k − 1

)
=

(N − 1)!
(k − 1)!(N − k)!

zp·soby.

Zkoumáme st°ední hodnotu p°ínosu hrá£e i do v²ech moºných k-£lenných
koalic:

hi (k) =
∑

K⊂Q,k=|K |,i∈K

v(K )− v(K\{i})(
N−1

k−1

)
=

∑
K⊂Q,k=|K |,i∈K

(k − 1)!(N − k)!

(N − 1)!
(v(K )− v(K\{i}))
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

St°ední hodnota p°ínosu hrá£e i k úhrnu v²ech jedno£lenných,
dvou£lenných, . . ., N-£lenných koalic je dána vztahem

Hi =
N∑

k=1

hi (k)

N
=

∑
K⊂Q,i∈K

(|K | − 1)!(N − |K |)!
N!

(v(K )− v(K\{i})).

De�nice

Shapleyho vektor hry N hrá£· ve tvaru charakteristické funkce je
de�nován jako vektor

H = (H1,H2, . . . ,HN),

jehoº i-tá sloºka Hi je vypo£tena p°edchozím vztahem. Sloºka Hi se
nazývá Shapleyho hodnota pro hrá£e i .

V¥ta

Shapleyho vektor zadané hry je imputací ve h°e.
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

P°íklad

Máme hru t°í hrá£· s charakteristickou funkcí:

K {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}
v(K) 100 10 0 150 110 20 200

Pak
h1(1) = 100 h2(1) = 10 h3(1) = 0

h1(2) = 140+110

2
h2(2) = 50+20

2
h3(2) = 10+10

2

h1(3) = 180 h2(3) = 90 h3(3) = 50

Celkem tedy H1 =
100+125+180

3
= 132, H2 = 45, H3 = 20. Shapleyho

vektor pro zadanou hru je

H = (135, 45, 20)

△

M. Tichá Teorie her 28/31



Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

Shapleyho vektor má následující vlastnosti.

individuální racionalita: Hi ≥ v({i}) pro v²echny i ∈ Q

efektivita:
∑

i∈Q Hi = v(Q)

symetrie: pro kaºdé dva hrá£e i , j ∈ Q, pro které platí
v(K ∪ {i}) = v(K ∪ {j}) pro v²echny K ⊆ Q, i /∈ K , j /∈ K je
Hi = Hj

aditivita: pokud kombinujeme dv¥ hry v a w stejné struktury, pak
platí, ºe Hi (v) + Hi (w) = Hi (v + w)

nulový hrá£ nebere nic: pokud existuje hrá£ i takový, ºe
v(K ∪ {i}) = v(K ),∀K ⊂ Q, i /∈ K , pak je Hi = 0
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Kooperativní hry N hrá£· - Shapleyho hodnota

Vrátíme se je²t¥ k p°edchozímu p°íkladu s charakteristickou funkcí
v({i}) = 1, v(Q) = 90, v({1, 2}) = 50, v({1, 3}) = 20, v({2, 3}) = 10.

Pak máme následující hodnoty
h1(1) = 1 h2(1) = 1 h3(1) = 1

h1(2) = 49+19

2
h2(2) = 49+9

2
h3(2) = 19+9

2

h1(3) = 80 h2(3) = 70 h3(3) = 40

Celkem tedy H1 =
1+34+80

3
= 38, 3, H2 = 33, 3, H3 = 18, 3.

Shapleyho vektor pro zadanou hru je

H = (38, 3; 33, 3; 18, 3)

△
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D¥kuji za pozornost.
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