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Hry s nenulovým sou£tem
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Hry s nenulovým/nekonstantním sou£tem

V praxi se £asto setkáváme s kon�ikty, kdy ú£astníci rozhodnutí
sledují své individuální zájmy, ale tyto zájmy nejsou nutn¥ v p°ímém
protikladu.

Tento typ kon�iktu ozna£ujeme jako neantagonistický kon�ikt, coº
znamená, ºe výhra jednoho ú£astníka nemusí automaticky znamenat
prohru druhého.

Budeme rozli²ovat hry nekooperativní a hry kooperativní.

Kooperativní hry - hrá£i mohou spolupracovat a domlouvat se na
volb¥ svých strategií.

Nekooperativní hry - hrá£i se musí rozhodovat nezávisle na
ostatních.
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Nekooperativní hry dvou hrá£· s nenulovým sou£tem

Matematický model kone£né nekooperativní hry dvou hrá£· je
známý jako dvoumaticová hra.

Hra je de�nována dv¥ma maticemi: A charakterizuje výplatní funkci
prvního hrá£e a B charakterizuje výplatní funkci druhého hrá£e.

P°i výb¥ru i-té strategie prvního hrá£e a j-té strategie druhého hrá£e
je hodnota výplatní funkce prvního hrá£e rovna prvku aij a hodnota
výplatní funkce druhého hrá£e rovna prvku bij .

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

 ,B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

bm1 bm2 . . . bmn
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Dominované strategie

U dvoumaticových her m·ºeme rovn¥º eliminovat zjevn¥ nevýhodné,
dominované strategie.

De�nice

Strategie prvního hrá£e xi ∈ X se nazývá dominovaná jinou strategií
xk ∈ X , jestliºe pro kaºdou strategii druhého hrá£e y ∈ Y platí

v1(xk , y) ≥ v1(xi , y)

Analogicky pro druhého hrá£e.

V n¥kterých p°ípadech existují v dvoumatici dominované strategie. Po
jejich vy²krtnutí m·ºeme bu¤ získat jediný prvek, který p°edstavuje
rovnováºný bod, nebo zbývající prvky nám poskytnou alespo¬ jednodu²²í
dvoumaticovou hru.
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P°íklad

Uvaºujme dvoumaticovou hru ur£enou dvoumaticí 1; 0 1; 3 3; 0
0; 2 0; 1 3; 0
0; 2 2; 4 5; 3


Pozorujeme, ºe strategie prvního hrá£e x2 je dominovaná strategií x3,
protoºe pro kaºdou strategii druhého hrá£e získá první hrá£ v¥t²í odm¥nu
p°i volb¥ strategie x3 neº p°i volb¥ x2.
Stejn¥ tak strategie druhého hrá£e y3 je dominovaná strategií y2.
Vzhledem k této dominanci m·ºeme eliminovat tyto strategie, protoºe
racionální hrá£i by je nikdy nevolili. Po odstran¥ní dominovaných strategií
získáme zjednodu²enou dvoumaticovou hru: 1; 0 1; 3 .

. . .
0; 2 2; 4 .
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P°íklad - pokra£ování

 1; 0 1; 3 .
. . .

0; 2 2; 4 .


Nyní je strategie y1 dominovaná strategií y2, druhý hrá£ tedy zvolí y2.
První hrá£ se nyní rozhoduje mezi hodnotami ve druhém sloupci
dvoumatice a protoºe 1 < 2, zvolí strategii x3. Rovnováºný bod v dané
h°e je proto (x3, y2).  . . .

. . .

. 2; 4 .
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Nashovo rovnováºné °e²ení

De�nice

Dvojici strategií x0 a y0 nazveme Nashovými rovnováºnými strategiemi,
jestliºe platí

v1(x , y
0) ≤ v1(x

0, y0)

v2(x
0, y) ≤ v2(x

0, y0)

pro v²echna x ∈ X a y ∈ Y .

Je z°ejmé, ºe je-li (x0, y0) rovnováºný bod, pak pro aij = v1(x
0, y0),

bij = v2(x
0, y0) platí:

aij je nejv¥t²í prvek ve sloupci j matice A

aij = max
1≤k≤m

akj

bij je nejv¥t²í prvek v °ádku i matice B

bij = max
1≤k≤n

bik
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P°íklad

Uvaºujme hru ur£enou dvojmaticí (pro jednoduchost zapí²eme do jedné
matice (

3; 0 2;−1
1; 1 3;−2

)
Hledáme maxima ve sloupci matice A a maxima v °ádku matice B.(

(3); [0] 2,−1
1; [1] (3);−2

)
Bod (x1, y1) je rovnováºným bodem. Pokud by druhý hrá£ zvolil strategii
y1 a první hrá£ se od strategie x1 odchýlil, tj. zvolil by strategii x2, pak by
si pohor²il - získal by 1 místo 2. Obdobn¥ pokud by první hrá£ zvolil
strategii x1 a druhý hrá£ se od y1 odchýlil, pak by si pohor²il, prohrál by
-1 místo 0.
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P°íklad

Uvaºujme hru ur£enou dvojmaticí(
(7); [9] −2; 1
−2; 0 (6); [4]

)
Existují dv¥ rovnováºná °e²ení v ryzích strategiích. Hrá£i dají p°ednost
rovnováºnému °e²ení s výplatami (7,9), které dominuje °e²ení s výplatami
(6,4).

De�nice

Nech´ (x , y) je rovnováºný bod dvoumaticového hry pro který platí

v1(x , y) ≥ v1(x
′
, y

′
)

a zárove¬
v2(x , y) ≥ v1(x

′
, y

′
)

pro libovolný rovnováºný bod (x
′
, y

′
) dané hry. Potom se (x , y) nazývá

dominujícím rovnováºným bodem.
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P°íklad

Uvaºujme hru ur£enou dvojmaticí(
(3); [9] −2; 1
−2; 0 (6); [4]

)
Existují dv¥ rovnováºná °e²ení v ryzích strategiích: bod (x1, y1) a bod
(x2, y2). Nicmén¥, pokud první hrá£ zvolí druhý °ádek (protoºe
rovnováºné °e²ení na druhém °ádku je pro n¥j výhodn¥j²í) a druhý hrá£
zvolí první sloupec (protoºe rovnováºné °e²ení v prvním sloupci je pro n¥j
výhodn¥j²í), následky této volby jsou nep°íznivé pro oba hrá£e, coº vede k
°e²ení s výplatami (-2, 0).
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P°íklad

Uvaºujme hru ur£enou dvojmaticí(
3; [5] (2);−1
(4); 1 −2; [5]

)
Hra nemá Nashovo rovnováºné °e²ení v ryzích strategiích.
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Smí²ené roz²í°ení dvoumaticové hry
°e²ení, kdy pouºíváme smí²ené strategie, nazýváme smí²ené roz²í°ení
dvoumaticové hry
prostory strategií pak op¥t p°edstavují vektory pravd¥podobností

X = {x; xT = [x1, x2, . . . , xm],
m∑
i=1

xi = 1, x ≥ 0}

Y = {y; yT = [y1, y2, . . . , yn],
n∑

i=1

yi = 1, y ≥ 0}

hodnota výplatní funkce prvního hrá£e udává o£ekávanou st°ední
hodnotu výhry prvního hrá£e a hodnota výplatní funkce druhého
hrá£e udává o£ekávanou st°ední hodnotu výhry druhého hrá£e

v1(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiaijyj = xTA y

v2(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

xibijyj = xTB y
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Základní v¥ta dvoumaticových her

Základní v¥ta dvoumaticových her

Kaºdá kone£ná dvoumaticová hra má aspo¬ jeden rovnováºný bod
(x0, y0), tj. pro v²echny smí²ené strategie x,y platí

v1(x, y
0) ≤ v1(x

0, y0)

v2(x
0, y) ≤ v2(x

0, y0)

Bohuºel v²ak Nash·v d·kaz v¥ty neposkytuje efektivní algoritmus pro
výpo£et rovnováºného bodu v dvoumaticové h°e. Proces hledání
rovnováºného bodu je spojen s exponenciální sloºitostí, coº znamená, ºe
v praxi m·ºe být £asov¥ náro£ný a obtíºný.
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�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování

Na²ím cílem je maximalizovat

max
x

xTAy

za podmínek
m∑
i=1

xi = 1

x ≥ 0

a maximalizovat
max
y

xTBy

za podmínek
n∑

i=1

yi = 1

y ≥ 0.
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�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování

Potom Nash·v rovnováºný bod je strategie (x0, y0), pro kterou platí

x0TAy0 = max
x

{xTAy0|
m∑
i=1

xi = 1, x ≥ 0}

x0TBy0 = max
y

{x0TBy|
n∑

i=1

yi = 1, y ≥ 0}

M. Tichá Teorie her 16/34



�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování

V¥ta (Mangasarian, Stone, 1964)

Nutnou a posta£ující podmínkou k tomu, aby bod (x0, y0) byl
rovnováºným bodem uvedené hry, je to, ºe je °e²ením následujícího
kvadratického programu:

max
x,y,α,β

xT (A+ B)y− α− β

Ay− αe ≤ 0

BTx− βf ≤ 0

eTx = 1

fTy = 1

x ≥ 0

y ≥ 0
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�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování

e a f jsou vektory jedni£ek, α je výhra prvního hrá£e a β je výhra druhého
hrá£e.
Hodnota ú£elové funkce je 0:

x0T (A+ B)y0 − α0 − β0 = 0

M. Tichá Teorie her 18/34



�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování - p°íklad

Uvaºujme p°íklad, kde kaºdý hrá£ má dv¥ strategie.

A =

(
2 −1
−1 1

)
,B =

(
1 −1
−1 2

)
Spo£teme

A+ B =

(
3 −2
−2 3

)
Potom budeme °e²it následující úlohu kvadratického programování:
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�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování - p°íklad

max
x,y,α,β

(
x1 x2

)( 3 −2
−2 3

)(
y1
y2

)
− α− β

2y1 − y2 − α ≤ 0

−y1 + y2 − α ≤ 0

x1 − x2 − β ≤ 0

−x1 + 2x2 − β ≤ 0

x1 + x2 = 1

y1 + y2 = 1

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

y1 ≥ 0

y2 ≥ 0
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�e²ení dvoumaticové hry pomocí kvadratického
programování - p°íklad

�e²ení nalezneme pomocí software, °e²ení jsou t°i, záleºí na výchozích
bodech.

x0 =

(
1
0

)
, y0 =

(
1
0

)
x
′
0 =

(
0
1

)
, y

′
0 =

(
0
1

)
x”0 =

(
0, 6
0, 4

)
, y”0 =

(
0, 4
0, 6

)
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di

Dále si ukáºeme moºnost °e²ení pomocí nejlep²ích odpov¥dí.

De�nice

Nejlep²í odpov¥dí prvního hrá£e na strategii y druhého hrá£e se rozumí
mnoºina

BR1(y) = {x0 ∈ X ;∀x ∈ Xplatí v1(x0, y) ≥ v1(x, y)}.

Analogicky nejlep²í odpov¥dí druhého hrá£e na strategii x prvního hrá£e
se rozumí mnoºina

BR2(x) = {y0 ∈ Y ;∀y ∈ Y platí v2(x, y0) ≥ v2(x, y)}.
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di

Pak platí následující v¥ta:

V¥ta

Strategie (x0, y0) tvo°í rovnováºný bod práv¥ tehdy, kdyº

x0 ∈ BR1(y
0)

a zárove¬
y0 ∈ BR2(x

0).

Hledáme-li rovnováºný bod, m·ºeme postupovat tak, ºe sestrojíme
nejlep²í odpov¥di a nalezneme jejich pr·se£ík.
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di

Nejprve si °ekneme, co jsou o£ekávané hodnoty výhry.

De�nice

O£ekávané hodnoty výhry jsou de�novány vztahy:
první hrá£

v1(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjaij

druhý hrá£

v2(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjbij

Uvaºujme p°edchozí p°íklad

A =

(
2 −1
−1 1

)
,B =

(
1 −1
−1 2

)
a spo£ítejme o£ekávané hodnoty výhry.
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di - p°íklad

A =

(
2 −1
−1 1

)
,B =

(
1 −1
−1 2

)
v1(x1, y1) = x1(5y1 − 2)− 2y1 + 1

v2(x1, y1) = y1(5x1 − 3)− 3x1 + 2

Nejprve hledáme nejlep²í odpov¥di prvního hrá£e na r·zné hodnoty y1

je-li 0 ≤ y1 <
2

5
, pak je o£ekávaná hodnota výhry prvního hrá£e pro

pevnou hodnotu y1 lineární funkce klesající, tedy nejv¥t²í hodnoty
bude nabývat pro x1 = 0

je-li y1 = 2

5
, pak je o£ekávaná hodnota výhry prvního hrá£e

konstantní funkce, jakákoli hodnota x1 je nejlep²í odpov¥dí na tuto
strategii druhého hrá£e

a nakonec je-li 2

5
< y1 ≤ 1, pak je o£ekávaná hodnota výhry lineární

funkce rostoucí, tedy nejv¥t²í hodnoty bude nabývat pro x1 = 1
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di - p°íklad

Obdobn¥ hledáme nejlep²í odpov¥di druhého hrá£e na r·zné hodnoty x1

v2(x1, y1) = y1(5x1 − 3)− 3x1 + 2

je-li 0 ≤ x1 <
3

5
, pak je o£ekávaná hodnota výhry druhého hrá£e pro

pevnou hodnotu x1 lineární funkce klesající, tedy nejv¥t²í hodnoty
bude nabývat pro y1 = 0

je-li x1 = 3

5
, pak je o£ekávaná hodnota výhry druhého hrá£e

konstantní funkce, jakákoli hodnota y1 je nejlep²í odpov¥dí na tuto
strategii prvního hrá£e

je-li 3

5
< x1 ≤ 1, pak je o£ekávaná hodnota výhry lineární funkce

rostoucí, tedy nejv¥t²í hodnoty bude nabývat pro y1 = 1
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di - p°íklad

Nyní si to zobrazíme do grafu:
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Vzájemn¥ nejlep²í odpov¥di - p°íklad

V grafu vidíme t°i rovnováºné body stejné jako ty, které jsme získali
°e²ení úlohy kvadratického programování:

x
′
0 =

(
0
1

)
, y

′
0 =

(
0
1

)

x”0 =

(
0, 6
0, 4

)
, y”0 =

(
0, 4
0, 6

)

x0 =

(
1
0

)
, y0 =

(
1
0

)
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Problémy Nashovy rovnováhy - v¥z¬ovo dilema

Nashova rovnováha p°edstavuje jeden ze základních stavebních kamen·
teorie her. Nicmén¥, m·ºe nás p°ivést k °e²ením, která vyvolávají ur£ité
obavy.

Jedním z nejznám¥j²ích modelových kon�ikt· je situace známá jako
v¥z¬ovo dilema. V této h°e jsou dva v¥zni, kte°í spáchali ur£itý zlo£in,
odd¥len¥ uv¥zn¥ni a stojí p°ed moºností rozhodnout se mezi dv¥ma
variantami: ml£et nebo se p°iznat. Pokud oba v¥zni p°iznají a sv¥d£í proti
sob¥, oba dostanou trest 5 let. Jestliºe se jeden p°izná a druhý z·stane
ticho, udava£ bude osvobozen a druhý dostane výrazn¥ vy²²í trest, 8 let.
V p°ípad¥, ºe se oba v¥zni rozhodnou ml£et, nebudou pln¥ usv¥d£eni a
obdrºí pouze 2 roky za men²í p°estupky. Hra v¥z¬ovo dilema m·ºe být
nap°íklad ve tvaru. (

−2;−2 −8; 0
0;−8 −5;−5

)
První strategie jsou ml£et a druhé strategie p°iznat. Roky strávené ve
v¥zení mají záporný uºitek, tedy uvádíme záporná £ísla.
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V¥z¬ovo dilema

Po nalezení °ádkových a sloupcový maxim zjistíme, ºe ve h°e existuje
jediná Nashova rovnováha:(

−2;−2 −8; [0]
(0);−8 (−5); [−5]

)
Racionální hrá£i, kte°í nemohou kooperovat, budou vºdy volit strategii
p°iznat. Paradoxem je, ºe i kdyº °e²ení (ml£et, ml£et) s výplatami (-2,-2)
je lep²í neº rovnováºné °e²ení, neodpovídá podmínkám Nashovy
rovnováhy. Tento paradox ukazuje, ºe zcela racionální hrá£i, kte°í jednají
ve svém nejlep²ím zájmu, mohou nakonec skon£it v situaci, která je pro
v²echny nevýhodná. Tato hra poskytuje analogii s ekonomickou teorií,
zejména p°i studiu chování nevynutitelných kartelových dohod.
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Kon�ikt typu manºelský spor

Dal²ím modelovým kon�iktem je situace manºelského sporu. P°edstavme
si, ºe manºelé plánují trávit ve£er spole£n¥ ve m¥st¥, ale kaºdý z nich má
odli²né preference. Manºel by nejrad¥ji sledoval sportovní utkání, zatímco
manºelka by dala p°ednost nákup·m. Nyní jsou oba v práci a ve£er se
mají setkat, p°i£emº kaºdý se rozhoduje samostatn¥ (p°edpokládejme).
Tuto situaci m·ºeme znázornit pomocí dvoumaticové hry.(

2; 1 −1;−1
−1;−1 1; 2

)
Jedná se o modelový p°íklad, který jsme p°ed chvíli diskutovali. Problém
spo£ívá v existenci více rovnováºných °e²ení, z nichº ºádné není
dominující, a tudíº hrá£i nemají jasno, které °e²ení zvolit. Pokud manºel
zvolí první °ádek (sportovní utkání) a manºelka druhý sloupec (nákupy),
°e²ením bude bod (-1, -1), který není rovnováºným bodem a není
výhodný pro ºádného z hrá£·.
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Kon�ikt typu ku°e

V kon�iktu typu ku°e, který si m·ºeme p°edstavit jako souboj dvou �rem
p·sobících ve stejné oblasti, ob¥ usilují o zdvojnásobení své t¥ºby. Existují
dv¥ moºná rozhodnutí: bu¤ ustoupit od svého zám¥ru a z·stat p°i
stávajícím rozsahu t¥ºby, nebo neustoupit. V p°ípad¥, ºe ob¥ �rmy
ustoupí, situace se nezm¥ní. Jestliºe jedna �rma ustoupí a druhá nikoli, ta
ustupující si zhor²í svou pozici, zatímco ta neustupující si ji zlep²í. Pokud
v²ak ºádná �rma neustoupí, dojde k ekologické katastrof¥, která bude mít
negativní d·sledky pro ob¥ �rmy. Tuto situaci lze ilustrovat pomocí
dvoumaticové hry. (

0; 0 (−5); [5]
(5); [−5] −100;−100

)
Tato hra má dv¥ ryzí rovnováºné strategie - (ustoupit, neustoupit) a
(neustoupit, ustoupit). Pokud hrá£i kaºdý zvolí pro sebe výhodn¥j²í bod,
dostanou se do situace (neustoupit, neustoupit), která je pro v²echny
nevýhodná.
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Problémy Nashovy rovnováhy

Kon�ikty typu ku°e a manºelský spor poukazují na problém
vícenásobné Nashovy rovnováhy.

V p°ípad¥ existence více rovnováºných °e²ení, z nichº alespo¬ dv¥
jsou nedominovaná, hrá£i £elí nejistot¥ ohledn¥ toho, jaké °e²ení
zvolit.

pPokud kaºdý hrá£ volí rozhodnutí, které je pro n¥j výhodn¥j²í,
m·ºe dojít k situaci, kde se hrá£i nacházejí mimo rámec Nashovy
rovnováhy.

Koncept Nashovy rovnováhy v t¥chto situacích neposkytuje
jednozna£ný návod k výb¥ru optimálního rozhodnutí, coº m·ºe vést
k nejistot¥ a obtíºím p°i strategickém rozhodování.
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D¥kuji za pozornost.
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