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Linearni algebra

Kapitola 1 - Zakladni matematické pojmy

1.1 Relace a funkce
V celém textu budeme pouzivat nasledujici oznaceni pro ¢iselné mnoziny:

IN..
IN,.
Z...
Q... mnozina vSech racionalnich ¢isel
R...
C..

. mnozina vsech pfirozenych ¢isel bez nuly, IN =(1,2,3,...}
1

.- mnozina vSech piirozenych ¢isel s nulou, N,={0, 1,

, 3, ..
mnozina viech celych &isel, Z={..., -3, -2,-1,0,1,2,3, ...}

mnozina vSech realnych ¢isel

. mnozina vSech komplexnich ¢isel

1.1.1 DEFINICE
Necht A, B jsou mnoziny. Kartézsky sou¢in AXB mnozin A, B je mnozina vSech
uspotadanych dvojic (a,b),kde a€A, bEB . Tedy AXB=((a,b)lac A, beB] . Kazda
podmnozina mnoziny A XB se nazyva (binarni) relace z mnoziny A do mnoziny B .V
ptipadé A=B hovofime o relaci na mnozin¢ A .

1.1.2 DEFINICE
Necht A, B, C jsoumnoziny, REAXB, SSBXC . Definujeme
(a) Defini¢ni obor Def R relace R jako Def R={a€A| existuje b€B tak,7e aRb] .
(Zde i v dal$im textu piSeme aRb &asto misto (a,b)ER )
(b) Obor hodnot Im R relace R jako Im R=[beB| existuje a €A tak,7e aRb}
(c) inverzni relaci R™' krelaci R jako R™'=((h,a)€BXA|(a,b)ER]
(d) slozeni RS relaci R a S jako RS={(a,c)e AXC| existuje b€B tak, ze aRb a bSc|

1.1.3 TVRZENI
Necht A, B, C, D jsoumnoziny, REAXB, SSBXC, TSCXD . Plati:
(a) (RS)T=R(ST) (skladani relaci je asociativni)

(b) (R7')'=R
(c) (RS)'=8""'R”'
Dukaz:

(a) Necht a€A, deD . Pak

a((RS)T)d < existuje ceC: a(RS)c, cTd
o existuje c€C, existuje bEB : aRb, bSc, cTd
© existuje bEB: aRb, b(ST)d.

< a(R(ST))d .

Zavér: (RS)T=R(ST).

(b) SAMI

(¢)Necht ceC, a€A . Pak

c((RS)")a < a(RS)c”

< existuje bEB : aRb, bSc

© existuje bEB: ¢S 'b, bR 'a

e (SR Na.

Zavér: (RS)'=S"'R7".

1.1.4 DEFINICE
Necht A, B jsou mnoziny, F SAXB . Relace F se nazyva parcialni funkce (Castecné
zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B, pokud pro viechna a€B, b,, b,€B plati:



Jestlize a F'b,, aFb, pak by=b,. a Fb zapisujeme Casto ve tvaru F (a)=b.

Pokud navic Def FF'=A ,pak F nazyvame totalni funkce (aplné zobrazeni) mnoziny A do
mnoziny B . Tuto skute¢nost vyjadiujeme zapisem F A — B . Misto totalni funkce (Gplné
zobrazeni) fikdme nékdy pouze funkce (zobrazeni).

1.1.5 TVRZENI
(a) SloZeni parcialnich funkci je parcialni funkce.
(b) Slozeni totalnich funkci je totalni funkce.
Dukaz:
(a) Necht A, B, C jsoumnoziny, FEAXB, GEBXC, F a G jsou parcialni funkce.
Necht a€A, ¢, ¢,€C, a(FG)c,, a(FG)c,.
chceme: ¢,=c,.
a(FG)Cl<=> existuje bIEB : anl , bchl .
a(FG)02© existuje bZEB : ClFb2 , b2G62 .
Vidime, ze a F'b, , a Fb, . Jelikoz F je parcialni funkce, je b,=b, . Oznaéme b=b,=b, .
Pak bGc,, bGc,  Jelikoz G je parcialni funkce, je ¢,=c, .
(b) Necht A, B, C jsoumnoziny, /':A—B, G:B—C. Dle casti (a) jiz vime, Ze FG je
parcialni funkce. Zbyva tedy dokazat, ze Def (FG)=A .
Def (FG)S A : to je zfejmé.
ACSDef (FG): Necht a€A . Vime, ze Def F=A . Existuje tedy bEB tak, 7e a Fb.Vime
také, 7e Def G=B .Tudiz b€ Def G aexistuje ¢c€C, tak, ze bGc . Potom a(FG)c,
a€Def (FG) .

1.1.6 TVRZENTI
Necht F:A—-B, G:B—>C, a€A .Pak (FG)(a)=G(F(a)).
Dukaz:
A B C
F G
FG

Vime: (a,F(a))€F, (F(a),G(F(a)))€G.Tudiz (a, G(F(a)))EFG coz zapisujeme (dle
1.1.4.) ve tvaru (FG)(a)=G(F (a)).

1.1.7 DEFINICE
Necht F: A—B . Funkce F se nazyva
(a) injekce (injektivni, prosta), pokud po viechna a,, a,€4 plati:
Jestlize a,#a,,pak F(a,)# F(a,).(Ekvivalentng: Jestlize F (a,)=F(a,),pak a,=a, )
(b) surjekce (surjektivni, na), pokud plati:
Pro kazdé b€B existuje a€A tak, ze F(a)=b.(Ekvivalentn&: Im F =B )
(c) bijekce (bijektivni, vzijemné jednoznacna), pokud je injekce a surjekce soucasné.



1.1.8 TVRZENI
(a) SloZeni injekei je injekce.
(b) Slozeni surjekci je surjekce.
(c) Slozeni bijekci je bijekce.
(d) Inverzni relace k bijekei je bijekce.
Diikaz:
(a) Necht F:A—B, G:B—=C, F, G jsouinjekce. Necht a,, a,€A |
(FG)(a,)=(FG)(a,) .Chceme: a,=a, . Vime, ze G(F(a,))=G(F(a,)).Jelikoz G je
injekce, mame F(a,)=F(a,) . Jelikoz F je injekce, mame @,=a, .
(b) Necht F:A—-B, G:B—>C, F, G jsousurjekce. Necht c€C . Hleddme a€A tak,
aby (FG)(a)=c.Jelikoz G je surjekce, existuje bEB tak, ze G(b)=c. Jelikoz F je
surjekce, existuje a €A tak, ze F(a)=b.Pak (FG)(a)=G(F(a))=G(b)=c.
(c) Tvrzeni ihned plyne z (a) a (b).
(d) Necht F:A—B jebijekce. Je F"'CBXA . Nejdfive ukdzeme, ze F~' je parcidlni
funkce: Necht h€B, a,, a,€A | bF 'a,, bF 'a,.Chceme: a,=a, . Vime, ze a,Fb,
a,Fb  tedy F(a,)=b, F(a,)=b, F(a,)=F(a,).Protoze F je injekce, nutné a,=a, .
Nyni ukdZzeme,7e Def F~'=B.
Def F'SB : To je ziejmé.
B< Def F~' : Bud beB . Protoze F je surjekce, existuje a €A tak,ze F(a)=b . Tudiz
aFb, bF'a, beDef F™'.
Jiz jsme dokdazali, ze F~': B— A . Zbyva dokazat, 7e F~' je bijekce.
F~' je injekce:
Necht b,, b,€B | F~'(b,)=F'(b,) . Chceme: b,=b, .Budiz a€A, a=F'(b,)=F'(b,).
Tak?e b,F'a, b,F 'a, aFb, aFb, Jelikoz F je funkce, dostivame b,=b, .
F™' je surjekce:
Necht a€A . Hleddme bE€B tak, aby F~'(h)=a . Hleddme tedy takové b€B ,aby bF 'a,
Cili aFb . Takové b existuje, nebot’ F je funkce atudiz Def F=A .

1.1.9 DEFINICE
Necht A je mnozina. Funkce id , - A— A definovana predpisem id ,(a)=a pro viechna
a€A se nazyva identita (identicka funkce) na mnozin¢ A .

1.1.10 TVRZENI
Necht A, B jsou mnoziny, F': A—B. Plati:
(a) Funkce id , je bijekce
(b) id ,F=Fid,=F
(c) FF™'=id ,, F~' F=idy (zapiedpokladu, Ze F je bijekce.)
Dukaz: SAMI

1.2 Operace na mnoziné

1.2.1 DEFINICE
Necht' A je mnozina. Zobrazeni mnoziny AXA do mnoziny A se nazyva (binarni) operace
na mnoziné A .Je-li * operacena A, pak misto *((x,y)) piseme x*y (pro viechna
X, yEA).

1.2.2 DEFINICE
Necht' * a [ jsou binarni operace na mnoziné A .
(a) Rikame Ze operace * je asociativni,pokud pro viechna x, y, zEA plati:
x*(ykz)=(x*y)*z



(b) Rikame, e operace * je komutativni, pokud pro viechna x, y€A plati:

Xk y=P*X

(c) Rikame, Ze operace O je distributivni vzhledem k operaci * pokud pro viechna

X, Yy, zEA plati:

xO(y*z)=(xOy)*(xOz), (y*z)Ox=(yOx)*(z0x).

(d) Necht e€A . Rikame, Ze e je neutralni prvek operace * , pokud pro viechna x€A plati:
exxX=Xx, Xx*ke=x.

(e) Necht e, x, yEA, e je neutralni prvek operace * . Rikame, e prvek y je inverzni
(inverze) k prvku x vzhledem k operaci * , pokud plati: x* y=e, yxx=e.

1.2.3 TVRZENI
(a) Kazda operace ma nejvyse jeden neutralni prvek.
(b) Pro kazdou asociativni operaci s neutralnim prvkem plati:
Ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni.
Diikaz:
(a) Necht * je operace na mnozin¢ A .Necht' e, €, jsou neutralni prvky operace
Chceme: e¢,=¢,
Pocitejme: e,=e *e,=e, (prvni rovnost plyne z toho, Ze €, je neutralni, druha rovnost plyne
z toho, ze €, je neutrélni)
(b) Necht” * je asociativni operace na mnoziné A s neutralnim prvkem e . Necht’
X,Y.V,€A | ¥, a y, jsouinverze k x.Chceme: y,=Y,.Pogitejme:

yl=y1*e=y1*(x*yz)z(yl*x)*y2=e*y2=y2,

*

V pripadé binarnich operaci se velmi casto pouziva multiplikativni nebo aditivni symbolika.

Multiplikativni symbolika:

Operace se znaci - a nazyva se ndasobeni. Neutrdlni prvek se znaci 1 a nazyva se jednotkovy
1

prvek. Inverzni prvek k prvku x se znaci x~' nebo L

Aditivni symbolika:

Pouziva se predevsim pro komutativni operace. Operace se znaci + a nazyva se scitani. Neutralni
prvek se znaci 0 a nazyva se nulovy prvek. Inverzni prvek k prvku x se znaci —x a nazyvd se
opacny prvek k prvku x .

1.2.4 DEFINICE
Grupa je mnozina spolu s bindrni operaci, jez je asociativni, ma neutralni prvek a kazdy prvek
ma prvek inverzni.

1.2.5 TVRZENI
Necht' G je grupa, x,y€G . Plati:
(a) (x')'=x
(b) (x-y)'=yTx™
(Pouzili jsme multiplikativni symboliku.)
Diukaz:
(a) SAMI

(b) Je tieba ukazat, ze plati dvé rovnosti: (x-y)- (y LxT=1, (37 a7 (xy)=1. Pocitejme:
1

(x-y)~(y'1'x'l)=x~(y-y‘1)-x‘1=x1x =x-x'=1,
(7 x ) () =y (xex T ) y=y  y=yy=1

1.2.6 DEFINICE
Okruh je mnoZzina spolu se dvéma binarnimi operacemi, vétSinou zvanymi s¢itani a nasobenti,



pficemz vzhledem ke sc¢itani se jednd o komutativni grupu a nasobeni je distributivni vzhledem
ke s¢itani. Okruh se nazyva asociativni (komutativni, s jednotkovym prvkem), pokud operace
nasobeni je asociativni (komutativni, ma neutralni prvek).

1.2.7 TVRZENTI
Necht' R je okruh, x,y€R . Plati:
(a) x-0=0-x=0
(b) x(=y)=(=x)-y=—(x-y)
(¢) (=x)(=y)=xy

x
Dtkaz: x:0=x-(0+0)=x-0+x-0
x

0=x-0+(x-0+(—x-0))

Obdobné se dokaze, ze 0-x=0 .

(0) x(—y) -y =x-((~ )+ y)=x-0=0

Vidime, ze x-(—») je prvek opaény k prvku x-y, &ili x-(—y)=—(x-y) . Obdobné se dokize,
ze (—x)-y=—(xy).

(c) Vyuzijeme jiz dokazanou &ast (b): (—x)-(—y)=—(—(x-y))=x-y.

1.2.8 DEFINICE
Obor integrity je asociativni a komutativni okruh, v némz pro kazdé dva prvky x, y plati:
Jestlize x-y=0,pak x=0 nebo y=0.

1.2.9 DEFINICE
T¢leso je aspon dvouprvkovy asociativni okruh s jednotkovym prvkem (ozna¢me jej 1), v
némz pro kazdy nenulovy prvek x existuje prvek y takovy,ze x-y=y-x=1.

1

- 1 . .
Prvek y sezna¢i x~ nebo ;.Znacenl je mozno zavést, nebot’ prvek y je uren

jednoznaéné (necht x-z=z-x=1;pak y=y-1=y(x-z)=(y-x)z=1z=2z).

Je-li v télese nasobeni komutativni, pak hovorime o komutativnim télese. ProtoZe v tomto textu
budeme pracovat vyhradné s komutativnimi télesy, budeme pro strucnost misto ndzvu
komutativni téleso pouzivat pouze slovo téleso.

1.2.10 TVRZEN(
(a) Kazdé téleso je obor integrity
(b) Kazdy aspont dvouprvkovy kone¢ny obor integrity s jednotkovym prvkem je téleso.
Diikaz:
(a) Necht' x, » jsou takové prvky télesa, ze x-y=0.Chceme: x=0 nebo y=0.

Rozlisme dva ptipady:
I x=0
) x#0
ad (I): Jsme hotovi.
ad (II): x y=0
x ' (x-y)=x"0
(x"-x)-y=0
1-y=0
y=0
(b) Necht obor integrity ma n prvka x;, X,, ..., X,.Vezméme libovolny prvek x, x#0.

Hledame y tak, aby x-y=1 (vztah y-x=1 ihned vyplyne z komutativity nasobeni).
Ukazeme, ze prvky X-X;, X'X,, ..., X'X, jsou navzajem rizné. Pro dikaz sporem



predpokladejme, ze x-Xx,=x-x; prongjaka i, j€[1,2,3,...,n}, i#j.Pak
X+ (=(xx;))=xx ,+(=(xx,))
x-x;+x(=x,;)=0
x+(x,+(=x,))=0

Protoze poc¢itame v oboru integrity a x# 0, nutn¢ X+ (—x‘,)=0 , takze X;=x;, spor. Vime
tedy, ze prvky X-X;, X-X,, ..., X*X, jsou navzdjem ruzné. ProtoZe je jich 7, jedna se o
viechny prvky oboru integrity a tedy 1=x-x, pro n&jaké k€(1,2,...,n} . Stadi polozit y=x,.

Zakladnimi priklady téles jsou telesa Q, R, C. Viechna jsou nekonecnd. Pozdeji uvedeme
nekonecné mnoho prikladi konecnych téles.

1.2.11 DEFINICE
Necht' R jerelace na mnozin¢ A . Relace R se nazyva
reflexivni, pokud pro vSechna x€A plati xRx
tranzitivni, pokud pro vSechna x, y, z€A plati: jestlize xRy a yRz,pak xRz .
symetricka, pokud pro vSechna x, y€A plati: jestlize xRy, pak yRx.
antisymetrickd, pokud pro Vsechna X, YEA plati: jestlize xRy a yRx,pak x=y.

1.2.12 DEFINICE
Ekvivalence je relace (na néjaké mnozin¢), kterd je soucasné reflexivni, symetricka a
tranzitivni.

1.2.13 DEFINICE
Necht' A je neprazdna mnozina. Rozklad mnoziny A je systém mnozin S spliujici:
(a) Jestlize BES , pak B# 0 .
(b) Jestlize B, Ces, B#C,pak BNC=4 .
(©) U B=A

Beg

Vsimnéme si, Ze z podminky (c) v definici 1.2.13. ihned plyne: jestlize BES , pak BEA .

1.2.14 TVRZEN(
Necht' ~ je ekvivalence na neprazdné mnoziné¢ A . Polozme pro libovolné a €A |

=[{x€A|x~al .
Necht § ={ala€A4] . Pak S je rozklad mnoziny A .
Dukaz

(a) Relace ~ jereflexivni. Tudiz a~a, a€a, a#0.

(b) Necht a, b€A, a#b.Chceme: anb=40 .

Piedpokladejme opak, tj. anb# 8 . Bud x€anb . Pak x~a, x~b. Ukazeme, ze ac
Bud y€a.Je y~a.Z x~a plyne a~ x, protoze relace ~ symetricka.Z y~a, a~
plyne y~x ( ~ jetranzitivni relace). Z y~x, x~b dostavame y~b .Tudiz y€ Z) .
Obdobné Ize ukazat, ze b<a . Takze celkem @=b . to je viak spor. Nutné tedy anb=49 .

(c) agAa A : To je jasné, protoze aS A . ACaU @ : Sta¢i uvédomit, Ze pro kazdé a€A je

aca.
Rozklad S, sestrojeny ve tvrzeni 1.2.14., se zna&i A/~ a nazyva se faktorovd mnoZina
mnoziny A podle ekvivalence ~ .

= >

5

1.2.15 TVRZENI
Necht' ~ je ekvivalence na neprazdné mnoziné A . Pro libovolné prvky a, b€ A plati:
a=b pravé tehdy, kdyz a~b .
Duikaz:
(I) Necht a=b . Jelikoz a€a, mame a€b atedy a~b .



(IT) Necht' a~b .

ach:Bud x€a.Je x~a.Protoze ~ je tranzitivni, dostavame x~b, x€b.
b<a : Obdobné.

Celkem jsme dostali fakt a=b .

1.2.16 DEFINICE
Necht a, b, m jsou cela ¢isla, m>0 . Rikdme, Ze a je kongruentnis b modulo m , pokud
m dé&li b—a . Tento vztah zapisujeme a=b(m) . Bude-li z kontextu jasné, o jaké m se jedna,
muzeme psat pouze a=b .

1.2.17 TVRZEN{
= jerelace ekvivalence na mnozin¢ Z .
Diikaz:
(a) = jereflexivni: m|0=a—a , takze a=a.
(b) = je symetricka: Necht a=b . Chceme: b=a . Vime, ze m|b—a . Existuje tedy c€Z ,
b—a=c-m.Pak a—b=(—c)m, mla=b, b=a.
(c) = je tranzitivni: Necht’ a=b, b=c.Chceme: a=c.Vime, ze m|b—a, m|c—b .
Existuje tedy d, e€Z , b—a=d-m , c—b=e-m . Pak
c—a=(c=b)+(b—a)=e-m+d-m=(e+d)m, mlc—a, a=c.

Faktorovou mnozinu Z /= budeme znacit Z,, .

1.2.18 TVRZENI
Mnozina Z, ma piesné m prvkd, totiz 0,1,
Diikaz: Je tfeba dokazat dvé zalezitosti:
@ (0,1,..,m—1}=Z,
(I 0, 1, ..., m—1 jsou navzajem rizné.
ad(1): (0,1, ..., m—1|SZ, : To je ziejmé.
Z,={0,1,...,m—1} : Necht a€Z . Chceme: a€{0, 1, ..., m—1} . Vydélme ¢&islo a se
zbytkem ¢islem m : a=q-m+r projistd q, r€Z , 0<r<m .Pak ovSem a—r=q-m,
mla—r, r=a, F=a, a0, 1, ..., m—1]
ad (II): Necht a, b€Z , 0<a<b<m—1.Chceme: a#b . Pro diikaz sporem predpokladejme,
7e a=b .Pak a=b, mlb—a, b—a=c-m projisté c€Z, ¢>0 (uvédomme si, ze b—a>0,
m>0). Oviem b—a<(m—1)-0=m—1 takze m<c-m=b—a<m—1spor.
Na mnoziné Z,, piirozenym zplisobem zavedeme operace s¢itani a nasobeni. Necht' a, bEZ
.Klademe a+b=a+b, a-b=a-b
Necht ¢, de€Z, c¢=a, d=Db.Aby vyie zavedené operace s¢itini a ndsobeni v Z,, byly
definovany korektnd , musi platit a+b=c+d , a-b=c-d .




1.2.19 TVRZENI
Necht a, b, ¢, d€Z .Jestlize a=c, b=d ,pak a+b=c+d, a-b=c-d.
Dikaz:Necht a=c, b=d . Existujetedy p, q€Z, c—a=p-m, d—b=qg-m.
c—a=p-m
d—b=q-m
(c+d)—(a+b)=(p+q)m
Vidime,7e m|(c+d)—(a+b),tedy a+b=c+d . Dile,
cd—ab=cd—cb+cb—a-b=c-(d=b)+(c—a)b=cqgm+p-mb=(c.q+ p-b)-m.Cili
mlc-d—a-b, a-b=c-d.

1.2.20 TVRZENI
Necht na Z,, definujeme séitani a nasobeni takto: a+b=a+b, a-b=a-b (a,b€EZ).Pak Z,, je
komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem 1 .
Dikaz: (I) Z,, s operaci + je komutativni grupa s nulovym prvkem O :
Operace + je asociativni:
a+(b+c)=a+b+c=a+(b+c)
(@+b)+c=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)
Operace + je komutativni:
a+b=a+b=b+a=b+a.
0 je nulovy prvek:
a+0=a+0=a
Existence opacnych prvku:
a+(—a)=a+(—a)=0
(vSimnéme si, Ze —a=—a)
(IT) Operace - komutativni, asociativni, 1 je jednotkovy prvek: Postupuje se obdobné jako v &asti (I).
(IIT) Operace - je distributivni vzhledem k operaci + :
a(b+c)=a-b+c=a-(b+c)=a-b+a-c, ab+ac=ab+

1.2.21 TVRZENI
Necht m je celé &islo, m>1 . Plati: Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.
Dtikaz:
= : Necht d je celé &islo, d >0, d|m . Chceme: d =1 nebo d =m .
m=d-e prongjaké e€Z , e>0.
Ziejmé 0=m(m) . Takze 0=m=d-e=d-e . Protoze Z,, je téleso, je Z,, obor integrity (viz
1.2.10.)a d =0 nebo e=0.
Necht d =0.Pak d =0(m), ml|d . Protoze d|m ,je d=m .
Necht e=0.Pak e=m, d=1.
<: Z,, je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem (1.2.20). Jelikoz Z,, ma m prvkl
(1.2.18.), je okruh Z,, aspoii dvouprvkovy. S ohledem na 1.2.10. zbyva dokézat: Jestlize a-b=0 , pak
a=0 nebo b=0.Pocitejme: 0=a-b=a-b, 0=a-b(m), mla-b . Jelikoz m je prvocislo, m|a

nebo mlb .V ptipadd mla mame a=0(m), a=0.V ptipadé m|b mame b=0.

Pro ilustraci uvedeme tabulky operaci s¢itani a nasobeni v okruzich Zs a Z .

+ 0 1 2 3 4 o 1 2 3 4
o,0 1 2 3 4 0,0 O 0 0 O
111 2 3 4 0 1,0 1 2 3 4
202 3 4 0 1 2,0 2 4 1 3
3 /3 4 0 1 2 30 3 1 4 2
4 14 0 1 2 3 4 10 4 3 2 1




+ 0 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 53
o 0 1 2 3 4 5 0,0 O O 0 0 O©
11 2 3 4 5 0 10 1 2 3 4 5
2,2 3 4 5 0 1 2 .0 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 3,0 3 0 3 0 3
4 14 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
55 0 1 2 3 4 5,0 35 4 3 2 1

Z; je téleso (viz 1.2.21.); Z4 je komutativni asociativni okruh s jednotkovym prvkem 1 (1.2.20.),
avSak neni to obor integrity, nebot’ naptiklad 3-4=0 .

1.3. Usporadani

1.3.1 DEFINICE
Uspotadani je relace (na n¢jaké mnozing), ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Mnozina, na
niz je definovano uspofadani se nazyva uspotradand. Usporadani budeme vétSinou oznaCovat symbolem
< .Je-li a<b ,budeme fikat, Ze a je mensinebo rovno b .Je-li a<b a a#b ,piseme a<b a
fikame, Ze a je mensinez b . Relace inverznik < a < budeme oznaovat symboly > a >.Je-li
a<b nebo b=<a,pakprvky a, b jsou porovnatelné. Pokud neplati ani a<b ,ani b<a, prvky
a, b jsou neporovnatelné.

1.3.2 DEFINICE
Necht' A je usporadana mnozina, X €A . Prvek x se nazyva minimalni prvek mnoziny A , pokud
neexistuje zadné y €A splijici podminku y<x . Jinymi slovy, pokud pro viechna y €A plati:
jestlize y<x,pak y=x.Obdobné se zavadi pojem maximalni prvek mnoziny A .

1.3.3 DEFINICE
Necht A je uspotadana mnozina, BE A, x€A . Prvek x se nazyva horni hranice (horni odhad,
horni mez) podmnoziny B v mnoziné A, pokud pro kazdé y€B je y<x.Podmnozina B se
nazyva shora omezend, existuje-li v mnoziné A aspoi jedna horni hranice mnoziny B . Obdobné se
zavadéji pojmy dolni hranice podmnoziny a podmnozina zdola omezena. Je-1i podmnozina zdola
omezend a soucasné shora omezena, pak se nazyva omezena.

1.3.4 DEFINICE
Necht A je uspofddana mnozina, BE A . PodmnoZina B se nazyva fetézec, pokud pro kazda
x, YEB je x<y nebo y<x (kazdé dva prvky z B jsou porovnatelné). Retézec B se nazyva
maximalni, jestlize neexistuje Zadny fetézec CS A spliujici B C (tj. B&EC, B#C).

1.3.5 DEFINICE
Uspotradand mnozina, v niz kazda neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek se nazyva dobie
usporadana mnozina.

Piipomeiime Ze mnozina @ (A), ktera sestavé ze viech podmnozin mnoziny A , tedy
® (A)={X|X<SA}, se nazyva potence mnoziny A .

1.3.6 DEFINICE
Funkce ¢ , definovana na mnoziné ® (A) , pro kterou plati (X€® (AAX#H)=>p(X)eX, se
nazyva selektor na mnoziné @ (A) .
Je-li mnozina A kone&na, pak Ize (aspon teoreticky) sestrojit selektor na mnoziné @ (A) . Necht
napiiklad A={a, b, c|.Pak ® (A)={H,(a}, (b}, (¢}, |a, b], a, ¢}, |b, c], (a, b, c}]



X P (X)
)] Na této hodnoté nezalezi
la) 1 moznost: a
[b] 1 moznost: b
{c] 1 moznost: ¢

{a, b) 2 moznosti: a, b

la, c} 2 moznosti: a, ¢

(b, cf 2 moznosti: b, ¢

{a, b, c] 3 moznosti: a, b, ¢

Pokud odhlédneme od hodnoty ¢ (&), existuje celkem 1-1-1-2-2-2-3=24 selektorti na mnoziné
®(A).

Problém je s existenci selektoriina @ (A) , je-limnozina A nekone¢na. Tento problém obejdeme

prijetim nasledujiciho axiomu.

1.3.7 AXIOM VYBERU
Na kazdé potencni mnozin€ existuje selektor.

1.3.8 ZERMELOVA VETA
Kazdou mnozinu Ize dobfe uspotadat.

1.3.9 HAUSDORFFOVA VETA
Kazdy fetézec usporadané mnoziny je obsazen v nékterém maximalnim fetézci.

1.3.10 VETA KURATOWSKEHO — ZORNOVA
Je-li kazdy fetézec usporadané mnoziny shora omezeny, je kazdy prvek mensi nebo roven nékterému
maximalnimu prvku.

1.3.11 TVRZEN(
Zermelova véta, Hausdorffova véta, a véta Kuratowského - Zornova jsou ekvivalentni s axiomem
vybeéru.
Dukaz:
(D) Z axiomu vybéru plyne Zermelova véta.
Viz A. G. KUROS, Kapitoly z obecné algebry, Academia, Praha, 1977, strany 23-24.
(IT) Z Zermelovy véty plyne Hausdorffova véta.
Viz A. G. KUROS, Kapitoly z obecné algebry, Academia, Praha, 1977, strany 24-25.
(II) Z Hausdorffovy véty plyne véta Kuratowského — Zormova.
Necht M je uspofadana mnozina, @ €M . Hledame prvek bEM splitujici dvé podminky: (x)a<b ,
(B) b je maximalni
Uvazme fetézec A={a] . Dle Hausdorffovy véty existuje maximalni fetézec C takovy, ze ASC .
Kazdy fetézec usporadané mnoziny M je shora omezeny. Existuje tedy prvek bEM , jenZ je horni
hranici fetézce C . Ukéazeme, ze b spliiuje podminky () a ()
ad (o ): Jelikoz b je horni hranici mnoziny C,je x<b pro kazdé x€C.Ovsem a€A SC, takze
aeC, a<b
ad ( B ): Piedpokladejme, ze prvek b maximalni neni. Existuje tedy d € M, b<d . Uvazme mnozinu
D=CU{d | . Mnozina D je fetézec: Zvolme libovolné x, yE€D . Chceme: x<y nebo y<x.
Rozlisime 4 piipady:
(1) x, yeC
2) xeC, y=d




3) yeC, x=d

4) x=y=d.

ad (1): Jelikoz C je fetézec, mame X<y nebo y=<x.

ad (2): b je horni hranici mnoziny C , takze x<b .Také b<d=y  takie x<y.

ad (3): Obdobné jak v ptipade (2) se dokaze, ze y<x.

ad (4): Protoze x=y ,nutné¢ x<y.

Dale vidime, ze d €C . Kdyby totiz platilo d €C , byloby d <b (b je horni hranici mnoziny C)a
tedy b=d (vime totiz, ze b<d ). To by vSak byl spor s faktem b<d .

Protoze d €C ,je CcD .Avsak D je fetézec, spor (piedpokladali jsme, Ze C je maximalni fetézec).
Nutné tudiz prvek b je maximalni.

(IV) Z véty Kuratowského — Zornovy plyne axiom vybéru:

Viz A. G. KUROS, Kapitoly z obecné algebry, Academia, Praha, 1977, strana 25.

1.3.12 POZNAMKA
Je snadné dokazat, ze z Zermelovy véty plyne axiom vybéru. Predpokladejme platnost Zermelovy véty.
Ukazeme, Ze plati axiom vybéru. Necht A je libovolna mnozina. Je tieba sestrojit selektor ¢ na
mnoziné @ (A) . Definujeme funkci ¢ takto: Necht BE® (A) . Pak

¢ (B)=
(I) COKOLI pokud B=4
(IT) nejmensi prvek mnoziny B pokud B# 0



Kapitola 2 - Obecna teorie vektorovych prostori
2.1. Definice vektorového prostoru

2.1.1. DEFINICE
Necht V' soperaci + je komutativni grupa, necht’ 7' s operacemi + a - je téleso. Necht
pro kazdy prvek a €T akazdy prvek VEV je jednoznaéné uréen prvek a-VEV . Pak V se
nazyva vektorovy prostor nad télesem T, jestlize:
(1) pro vSechna a, b€T , pro vSechna €V
(a-b)u=a-(bu)
(2) pro vSechna a, b€T , pro vSechna i€V
(a+b)-u=(a-u)+(bu)
(3) pro vSechna a €T, pro vSechna i, vET
a-(i+v)=(au)+(av)
(4) pro vSechna u €V
l-u=1u
(1 je neutralni prvek operace - v T).

Prvky mnoziny 7 nazyvame vektory, prvky mnoziny 7' skalary.

2.1.2. TVRZENI
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', VEV, c€T .
Plati:
(1) 0 v=0 (0 je neutralni prvek operace + v télese T, 0 je neutralni prvek grupy V'; 0
se nazyva nulovy vektor)
) ¢-0=0
() ~(e¥)=(=c)F=c:(=7) )
(4) Jestlize ¢-v=0, pak ¢=0 nebo v=0.

Diikaz:

(1) 0-v=(040)-v=(0-v)+(0-v) |+(=(0-¥))
0-9+(=(0-v))=[(0-¥)+(0-¥)]+(=(0-v))
9=(0-§)+[§O-$)+(—(0-\7))]

5=(0-%)+0

0=0-7

2) c-0=c-(0+0)=(c-0)+(c-0) |+(=(c-0))

0=c-0

(3) (=¢)V+cv=((—c)+c)v=0-v=0, takze —(c¥)=(=c)¥
c-(=V)+ e v=c(=9+7)=¢-0=0 , takze —(c¥)=c:(=7)
(4) Necht ¢-3=0. Rozlidme 2 piipady:

(ax) ¢=0 (B) c#0
ad ( & ): Jsme hotovi.
ad (B): c =0 |l

c

L (C.;)zl_.()
C C
1 . =
(:c)-v—O

[—

=i <
I

oL o



2.1.3. Priklad
Necht' T je téleso, n€IN . Definujeme (@, ..., a,)+(b,, ..., b,)=(a,+b,, ..., a,+b,)
clay, ..., a,)=(ca, .., ca,) prolibovolna c€T, (a,, ..., a,), (b,, ..., b,)ET".
Pak T" je vektorovy prostor nad 7. Zdivodnéni pfenechdvame Ctenafi.

2.2. Podprostory vektorového prostoru

2.2.1. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem I', WSV . W se nazyva podprostor vektorového
prostoru V', plati-li:
(1) 0ew
(2) Jestlize X, yEW ,pak X+yEW .
(3) Jestlize c€T a XEW ,pak c-XEW.

2.2.2. VETA ( o priniku podprostorti)
Necht' 7 je indexova mnozina, I#8 , W, pro i€ jsou podprostory vektorového prostoru

V nad télesem T .Pak iQI W, je podprostor vektorového prostoru V.
Diikaz ptenechavame Ctenari.

2.2.3. DEFINICE
Necht' V je vektorovy prostor nad té€lesem 7', M SV . USV se nazyva podprostor
generovany mnozinou vektora M , jestlize
(1) U je podprostor vektorového prostoru V
2) McU
(3) Jestlize W je podprostor vektorového prostoru Va MEW pak USW .
Tedy: Podprostor generovany mnozinou vektoru je nejmensi podprostor (vzhledem k inkluzi),
ktery danou mnozinu vektord obsahuje.

2.2.4. TVRZEN{
Podprostor generovany mnozinou vektorii vzdy existuje a je urcen jednoznacné
Dtikaz: Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', M SV .
(I) Existence:
Bud W, pro i€l systém vSech podprostori vektorového prostoru V', které obsahuji M . Je
I#8 ,nebot MV a V je podprostor ve V. Polozme U= n W, Pak
(1) U je podprostor vektorového prostoru V' —viz 2.2.2.
(2) McU —to je ziejmé
(3) Necht' W je podprostor vektorového prostoru ¥ a M SW . Pak existuje [,E€/ tak, ze
W=W, . Takze U= I.Q[ Wew,=w.
(IT) Jednoznacnost:
Necht U a U’ jsou podprostory generované mnozinou M . Plati tedy:
(1) U je podprostor vektorového prostoru V
2) McU
(3) Jestlize W je podprostor vektorového prostoru Va MEW pak USW .
(17) U’ jepodprostor vektorového prostoru V
(2") McU"
(37) Jestlize W je podprostor vektorového prostoru V' a MEW pak U 'SW .
Z(1),2)a(3 )plyne U SU.Z(1"),(2")a@)plyne USU’ . Celkem: U=U"

2.2.5. OZNACENI
Podprostor generovany mnozinou vektorti M budeme zna¢it (M ). Prvky mnoziny M se



nazyvaji generatory podprostoru (M ). Smysluplnost zavedeného oznaceni je zaloZena na
2.2.4.

2.2.6. DEFINICE

Necht' V je vektorovy prostor nad télesem 7', k€N, X|, ..., X;€V . Linearni kombinaci
vektordi X7, ..., X; rozumime kazdy vektor ¢,-X;+---+c¢, X, ,kde ¢, ..., ¢,€T.
2.2.7. VETA
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', M SV, M# 0 .
Plati:
(M)={c,"Vi++c, V,|n€EN, V|, ..., V,EM, c,, ..., c,€T|
Specialné:
A s Y =le Vit te, Ve, o e, €T
Dtikaz: Necht U={c,V+ +c,V,[n€N, Vv, ..., V.M, c,, ..., c,€T] .

(1) U je podprostor vektorového prostoru V:
(a) Zvolme X€M . Pak 0-x=0€U.
(b) Necht T=c, Vi -+c, V,, J=d, W+ +d, W,eU.
Chceme: X+y€U. To je vsak ziejmé.
(c) Necht ¥=c¢,"V|+:--+c¢, V€U, ce€T.Chceme: c-X€U.
cXx=c(c; Vi++c,V,)=(cc)Vi++(cc,)V,eU,
2) McU:
Necht ¥X€M . Pak X¥=1-X€U.
(3) Necht W je podprostor vektorového prostoru, M SW .
Chceme: USW . Zvolme libovolné X€U . Pak
5C>=Cl'1_1>]+"'+cn'ﬂ, V:,...,V;EM, C],...,CnET, Jelikoz M SW , mame \7;, ey V;EW_
Protoze W je podprostor, ¢,V},...,c,"V,EW ataké c,"V|+--+c,V,=XEW
2.2.8. DEFINICE
Zavedeme pojem soucet podmnozin vektorového prostoru. Necht' V' je vektorovy prostor nad

t&lesem T, M,, M,SV Klademe M ,+M,=(X\+X,|¥ €M, X,eM,}

2.2.9. VETA
Jsou-li W, W, podprostory, je W ,+W, také podprostora W ,+W,=(W UW,) .
Dtikaz: pfenechavadme Ctenafi.

2.3. Linearni zavislost a nezavislost

2.3.1. DEFINICE

Necht' V je vektorovy prostor nad télesem 7, k€N, Vi, ..., V,€V Vektory Vi, ..., V; se
nazyvaji linearné nezavislé, plati-li: Jestlize ¢, ..., ¢,€T a c*Vi+---+c,V,=0, pak
c,=c,=...=¢,=0,

2.3.2. POZNAMKA

Vektory Vi, ..., V; jsou linearné zavislé znamena: Existuji ¢, ..., ¢,€T,

¢, Vi+-+c, - v,=0, ¢;#0 prongjaké i€(l, ..., k| . Takze
Ci'vi=<_cl)'VI+"'+(_Ci-1)'Vi—1+<_ci+1)'vi+1+"'+(_ck)'vka

-~ _—C —Cig ——  TCi —— —Cr — -, .,
V,;=—— v, + -+ v, + V.t +—v,, vektor V; je linearni kombinaci

C; i i i
N -

vektord Vi, ..o Vi_is Viegs ooos Vi



2.3.3. DEFINICE
Necht’” V' je vektorovy prostor nad télesem 7, M SV, M je kone¢na. Necht M# 0 , M
ma k prvkia, M=(V], ..., V;} . Mnozina M se nazyva linearn& nezavisla pravé tehdy, kdyz
vektory V1, ..., V; jsou linearn& nezavislé. Je-li M =0, pak M povazujeme za linedrng
nezavislou mnozinu.

2.3.4. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', M SV . Mnozina M se nazyva linearné
nezavisla prave tehdy, kdyz kazda jeji kone¢na podmnozina je linearné nezavisla (ve smyslu
definice 2.3.3.).

2.3.5. POZNAMKA
Vsimnéte si,ze pro koneéné mnoziny vektori mame dvé definice linedrni nezavislosti, totiz
2.3.3. a 2.3.4. Musime samoziejm¢ ukazat, ze jsou ekvivalentni. Necht M je konec¢na
mnozina vektorti z vektorového prostoru 7 nad télesem T'. Je-li M nezavisla dle 2.3.4., je
kazda kone¢na podmnozina mnoziny M linedrné nezavisla dle 2.3.3. AvSak M je konecna
podmnozina mnoziny M, takze M je linearné nezavisla dle 2.3.3. Nyni naopak. Necht’ M je
nezavisla dle 2.3.3. Bud’ N kone¢na podmnozina mnoziny M . Je tteba ukéazat, ze N je
linearné nezavisla dle 2.3.3. Ptipady N=8 a N=M jsou jasné. Necht' tedy dcNcM .
Necht N mé k prvka, M ma k+/ prvki (k,[€N), N=[X|, ..., X},

M=(X, ..., %, Vi, ..., V) . Zbyvé zdtvodnit, Ze vektory X;, ..., X; jsou linearn&
nezavislé. Necht’ ¢, ..., ¢,€T | ¢ -X|+---+¢,-X,=0 . Chceme: ¢,=c,=...=¢;=0,
Uvédomme si, ze ¢, X+ --+c, X, +0-7,+...+0-¥,=0 . Protoze vektory
X5 ooy Xo V1s ---» ¥, jsou linedrné nezavislé, dostdvame ¢, =...=c,=0 .

2.4. Baze

2.4.1. TVRZENI

Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7.

(a) Jestlize M <V, M jelinearné nezavisla, NSM , pak N je linearn¢ nezavisla.
(b) Jestlize MV, (M )=V, MSNCV , pak (N)=V.

Dukaz pfenechavame Ctenafi.

baze

linearn€ nezavisla mnozina

2.4.2. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', BEV . Mnozina B se nazyva baze
vektorového prostoru V', plati-li:
(1) B je linearné nezavisla
() (B)=V.



2.4.3. TVRZEN{
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7', B<V . Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) B jebaze
(2) B je maximalni (vzhledem k inkluzi) linearn€ nezéavisla podmnozina ve V
(3) B je minimélni (vzhledem k inkluzi) podmnoZina ve V spliujici (B)=V
Dtikaz:
(1) = (2): Jisté¢ B je linedrné nezdvisld mnozina. Zbyva ukazat jeji maximalitu. Necht’
M SV je linearné nezavisla mnozina, BEM . Chceme: B=M . Uvazme 2 piipady:
(I B=4
I B#Q
ad (I): (0)=(0] , takze V'={0} . Mame 2 moznostipro M:M =8 a M=[0) . Druhy
ptipad odpada, nebot’ vektor 0 je linearn& zavisly. Tudiz M =@ =B
ad (II): Zvolme libovolng ¥€M . Chceme: ¥€B . Vime, ze (B)=V . Dle 2.2.7. existuje
neN, v, .., vV,€B, ¢, ..., c, €T, X=c¢,'V|, ..., ¢,"V, . Lze ptedpokladat, Ze vektory
V], ..., V, jsou navzajem rizné. Piedpokladejme dale, ze X&(V,, ..., ¥, . MnoZina
(¥, 77, ..., V) je linearné zavisl4, jak vidime ze vztahu 1-%+(=c,)-¥,+...+(=c,)-¥,=0.
Oviem (X, V|, ..., V,JSM , coZ je spor s linearni nezavislosti M . Do sporu nas zavedl
predpoklad x&{V,, ..., V,} . Tudiz x€(V,, ..., V,]SB, ¥€B.

(2) = (3): Nejdiive ukazeme, ze (B)=V.
(B)SV :To je jasné.
V<(B):Necht ¥€V.Chceme: XE€(B) . Je-li X€B, jsme hotovi, ponévadz BS(B).

Necht tedy ¥& B . Polozme M =BU(X|.Je BCM . Protoze B je maximalni linearng
nezéavisld mnozina, je mnozina M linearn¢ zavisla. Existuje tedy jeji kone¢nd podmnozina
N, jezZ je linearné zavisla. Kdyby ¥ N, bylo by N S B, coz by byl spor s linearni
nezavislosti mnoziny B . Tudiz X€N.Pokud N={X] ,je ¥=0 (uvédomme si, ¢ mnoZina
N je linedrné zavisla) a ztejm& X€(B) . Necht tedy N ma k+1 prvkd, k€N,

N={X,¥,.... i) . Ztejm¢ ¥, ..., V,€B . Mnozina N je linearné zavisla. Existuji tedy
dy,d,...,d,€T d F+d, F,+...+d,7,=0 aptitom d,#0 prongjaké i€(0, 1, ..., k)
.Kdyby d,=0, tak by platilo: d, ¥, +...+d,7,=0, d,#0 pro n&jaké i€(1, ..., k] .
Mnozina {¥,, ..., ¥;] by byla linearné zavisl4, coz by byl spor s linearni nezavislosti
mnoziny B (uvédomme si, Ze (¥, ---» ¥x)SB). Nutnd tedy d,#0,

55=(—d—1)-?1 +...+(—;l—k)-)7;€<B> . Nyni ukdZeme, z¢ B je minimalni (vzhledem k inkluzi)
0 0

mezi viemi podmnoZinami M ve V spliujicimi (M )=V . Necht tedy M SV, (M )=V,
M<EB . Chceme M =B . Rozli§ime 2 piipady:

(1) M=g

() M#8

ad (I): (M )=()=(0] , takze V'=[0] . Protoze BS[0] je linearn& nezavisla, je B=0 a
rovnost M =B je dokazana.

ad (I): Staci ukazat, z7e BEM . Zvolme X€B . Chceme: XEM . Protoze (M )=V, je
Xe(M).Dle2.2.7. existuji n€N, vV, ..., V,EM ¢, ..., c,€T tak, ze
X=c,-Vi+...+c,V, . Lze predpokladat, ze vektory Vi, ..., V, jsou navzajem rizné.
Piedpokladejme dale, ze x&(V,, ..., V,] . Ze vztahu 1-5c'+(—cl)-ﬁ+...+(—cn)-17;=6 plyne,
7e vektory X, Vi, ..., V, jsou lineadrng zavislé. Protoze X, v}, ..., V,€B  dostdvame spor s
linearni nezéavislosti mnoziny B . Takze X€{V,, ..., V,|]SM €M .

(3) = (1): Zbyva ukazat, ze mnozina B je linearné nezavisla. Pfedpokladejme opak. Existuje
tedy M SB, M konecna, linearnd zavisla. Je M #8 . Necht M =(V],...,%,| . Rozlisime



dva ptipady: (I) k=1 (II) £>1

ad (I): Existuje ¢,€T, ¢,#0 , tak, e ¢,-7;=0. Pak oviem v;=0, 0€B . Ziejms&
(B—{0])=(B) .Pak (B—{0])=V.Jelikoz B—{0]cB, dostali jsme spor s tim, ze B je
minimalni mnozina vektort generujici V.

ad (I): Existuje i€(1, ..., k], €15 .0y €ioys Cipys oons ¢ ET,

Vi=cpVitete  ViIite, Vit e Vi €T Ziejmd <B_[‘_’:‘}>:<B>- Pak
(B={V,})=V . Jelikoz B—{V.J< B, dostali jsme spor s tim, ¢ B je minimalni mnoZina
vektort generujici V.

2.4.4.VETA (o existenci baze a o doplnéni linearné nezavislych mnozin do baze)

(a) Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

(b) Kazda linearné nezavisla mnozina je obsazena v néjaké bazi.

Duikaz: M&jme vektorovy prostor V' nad télesem 7. Budiz S systém vSech linearné
nezavislych podmnozin ve V. Je S#4 , nebot napiiklad & €S . Uvazujme S jako

uspofadanou mnozinu — za relaci uspofadani vezméme relaci inkluze < . Bud' RES fetézec.
Pokud R=0 ,pak R je shora omezeny, naptiklad prvkem & . Necht' R# 0 . Ozna¢me
B= ALGJRA . Nyni ukdzeme, ze B je horni hranici fetézce R . K tomu je tieba ukézat:

() Bes

(IT) Pro kazdé¢ AER je ASHB.

ad (I): Je tedy tieba ukézat, Ze mnozina B je linedrné nezavisla. Pfedpokladejme opak.
Existuje tedy WS B, W jekonetna, W je linearné zavisla. Nutné W # & . Necht’

W={W,, ..., W, . Protoze W je linearng zavisla, existuji ¢, ..., ¢,€T,

¢ W+ e, W, =0, ¢,#0 pro n&jaké i€(1, ..., k} . Vektory W), ..., W, patii do
B:ALGJRA . Takze existuji 4,, ..., A,€ER W EA,, ..., W,€A, . Uvédomme i, ze R je
fetézec. Mezi mnozinami 4, ..., 4, tedy existuje nejvétsi (vzhledem k inkluzi) — oznaéme ji
A, (jEll, ..., k}). Plati:

A4,S4;, 4,c4,, ..., A,S4;. Odtud plyne, ze W,, ..., W, €4, Jelikoz 4,€ERES je 4,

linearné nezavisla podmnozina ve V. AvSak c¢,-W,+-- -+ck~v_v’k=6 , ¢;#0 . Dostali jsme spor.
Vidime, ze vskutku mnozina B je linearn¢ nezavisla.

ad (I1): Stad si pfipomenout, ze B= ALEJRA .

Pravé jsme ukoncili dikaz faktu, ze kazdy fetézec usporadané mnoziny S je shora omezeny.
Véta Kuratowského-Zornova (1.3.10.) nam dava:

Pro kazdé A€S existuje BES takové, ze ASB a B je maximalni (vzhledem k inkluzi).
Tedy:

Pro kazdou linearné nezdvislou mnozinu A4 existuje linedrn¢ nezavisld mnozina B takova, Ze
AS B a B je maximalni (vzhledem k inkluzi).

Nyni vezméme jesté v uvahu tvrzeni 2.4.3. Pro BEV jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(1) B je baze

(2) B je maximalni (vzhledem k inkluzi) linearn€ nezavisla podmnozina ve V.

Dokazali jsme tedy toto: Pro kazdou linedrn¢ nezdvislou mnozinu A existuje baze B takova,
ze ASB.

Diikaz ¢asti (b) véty 2.4.4. je hotov. Cast (a) pak ihned plyne z (b), uvédomime-li si, ze & je
linearné nezavisla.



2.4.5. PRIKLAD
Necht' T je téleso, n€IN . Mnozina vektoru
{(1,0,0,...,0,0),
(0,1,0,...,0,0),
(0,0,1,...,0,0),

(07 03 O)""? 13 0)7
(0,0,0,...,0,1) }
je baze vektorového prostoru 7"

2.5. Steinitzova véta o vyméné

2.5.1.VETA (Steinitzova véta o vyméné)
Necht' V je vektorovy prostor nad télesem 7, k, /€N, V|, ..., V,, W, ..., W, €V
(1M, ..., V})=V vektory W, ..., W, jsou linearn& nezavislé. Pak plati:
(a) k<lI
(b) Existuji ,, ..., i,_, €1, ..., I} tak, ze (W, ... Wy, Viy oo, V7 D)=V
Dukaz: Budeme postupovat indukci vzhledem k ¢islu & .
M k=1
Ziejmé 1<I.Existuji ¢, ..., ¢,€T, c¢;"Vi+--+c; V=W,  Kdyby ¢,=-=c¢,=0 , bylo by
W, =6, coz by byl spor s line4rni nezavislosti vektoru W, . Existuje tedy ]6[ e 1Y,
¢,#0 Poloxme i,=1,i,=2, ..., i,_=j—1 i,=j+1, i ,=j+2, .. i, =,
Pak <{1TV>1, ‘7;9 cees v_;,:}>=V
Zdtvodnéni: Bud X€V . Pak X=d,V,+--+d/V, pro néjaké d,,...,d, €T Oviem

- — _Cl — _Cj—l —_— _cj+] —
vj=w1+—~vl+-~~+ 'vj—1+ j+1+ —l— v/,takze
€ ¢ j ¢
L6 —C | . —Ci . —-c, _
X=d, Vi+td Vo td (W AV e T L T e — ) )+
c; c; c; c;
J J J J
+d ;. vj+1+ +d,; v,
Vldlme Je X= d W, +b V +-- +b] 1V i- 1+b]+1vj+1+"'+b/'7;1=
—d] w +bz, Vl|+ +blj_|-v_i:+b \7>+ +bi,_1 i pro]lsta bi,’ ceey bi,_,ET-
To znamend, ze X=({W,, ;, .. V_>}
1 k>1
Vektory W, ..., W;_, jsou linedrn& nezavislé. Podle indukéniho piedpokladu k—1</
a existuji ji» --r Jip €01 s 1) tak, ze (W, oo, W, V55 o, V7 1)=V  Kdyby k>1
byloby k—1=1, k—=1=1, {[W,, ..., W,2 1]> akby We=c Wi+-+c, " W,_, pro

jista ¢y ..oy Ck_IET,takze Vektory Wiy ooy Wi s
spor. Proto k</.

Existuji Cisvevs Cpyqs dla ceey d; k+1€T takové ze
W=y Wit o W TiHd Vi debd VT

W, by byly linearné zavislé a to by byl

. Nutné existuje

Ji-ks1
pE(L, 2, ..., I-k+1], dp?f().Jmakby totiz W,=c;-w,+---+c,_*'W,_, , coz by byl spor s
linearni nezévislosti vektort V_V'l, ..., W, . Polozme
L=J1 b= s L= T pots 4 ]p+l’ pir=J paas oo L= Jipe1 . Pak

(v, s W Vi, s ,H}> V' Zdivodnéni: Bud X€V . Pak
}:al'w?_f—'"+ak—1'wk—l+b1"7;+'"+bl—k+1'v./,,w pro n¢jaka
Ayy.eos Qy_yy byy ooty by €T . Oviem



Vi, d_p‘Wk+(—d—p) wit +(—d—p) Wk-1+(—d—p)"’j,+" + ;p Vit
d d, ,
+(_ (;H )'vj!,“_f_”.—'—(_%).vlm |

Takze X=e,; W, +-- +ekwk+f]v+ —|—fp1v +f pﬂ-l— +flkv]m]=
Witete, Wt f Vit 4 f oV +f Vi o+ Vi pro néjaka
e, ... e f1,...f1_+€T . To znamena, ze x€<{W1> ceos Wi \7;, s VD)

2.6. Souradnice vektoru v bazi

2.6.1. DEFINICE
Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7 sbazi B, X€V, f:B—T.Zobrazeni f se
nazyva souradnice vektoru X v bazi B, jestlize
(1) {beB|f (b )?&O} je kone¢na

() ¥=2 f(b)

beB
2.6.2. TVRZEN]
Soutadnice vektoru v bazi vzdy existuji a jsou urceny jednoznacné.
Dtikaz:
(I) existence:
Protoze (B)=V ex1stu11 kEN, ¢, ..., c,€T, by, ..., b,€B, ¥=c,-b,+cy'by+ by .
Lze ptedpokladat, ze b1 y o bk jsou navzajem rtzné vektory. Staci polozit
f(b)= a) ¢, pro 13=E,.(i=1, 2, ..., k)
b) 0 jinak.
(IT) jednoznacnost:

Budte f, g soufadnice vektoru X v bazi B.Chceme: f =g .0Oznalme

C={beB|f (b)#0}, D=[heB|g(b)#0] .Jestlize C=D=# , pak ziejmé f =g . Necht
tedy C#0 nebo D#0 . Pfipomenme, ze mnoziny C a D jsou kone¢né. Mnozina CUD je
také konecna dale CUD# ﬂ

Poc1tejme =X¥—X= Z f b_ Z g(l;)-l;= Z (f(z)—g(g))-b.

bhecuD beCcuD becuD
MnoZina B je linearn€ nezavisla. Je tedy linearné nezavisla kazda jeji podmnozina, tedy i
mnozina CU D . Pak ov§em pro kazdé heCuD je f (b ) g(b)=0, f( )=g (b) . Pokud
beB—(CUD),je f(b)=0=g(h).Celkem f(h)=g(b) proviechna peB, f=g.

2.6.3. OZNACEN{
Soufadnice vektoru ¥ v bazi B budeme znadit S(X, B).

2.6.4. POZNAMKA
Pokud B=(b,, ..., b,} (n€N),je zbrazeni S(X¥, B) jednozna¢né uréeno sloupcem
soufadnic vektoru X v kone¢né bazi B :

S(%, B)(b))
S(%, B)(b,)

S(%, B)(5)

Tento sloupec soufadnic budeme Gasto ztotoziovat se zobrazenim S(%, B), tj: budeme psat



2.6.5. PRIKLAD
Uvazme vektorovy prostor IR® a vektory b,=(1, 0), b,=(2, 2).Pak B=[b,, b,} je béze:
(a) mnozina B je linearné nezavisla:
Necht ¢, ¢,ER, ¢,-b,+c,b,=0 . Chceme: ¢,=¢,=0.
¢, (1, 0)+c, (2, 2)=(0, 0)
(c,, 0)+(2-c,, 2:¢,)=(0, 0)
(¢,+2¢c,, 2:¢,)=(0, 0)

¢, +2-¢,=0
2-¢,=0
Reseni: ¢,=¢,=0,
(b) (B)=R*:
Necht ¥=(x,, x,)€R?. Hledame ¢,, ¢,€ER tak, aby c,-b,+c,by=%, &ili ¢,+2-¢,=x,,

2-c,=x,.
L _ 1
Reseni: ¢,=x,—x,, 02—5')62.
X, =X, -1

Z vypodtu v &asti (b) vidime, ze S(X, B)=| 1 .| - Specielng, S((0, 1), B)=

)

| —

S((11, 3), B)=

| W oo

2.7. Homomofrismus a izomorfismus vektorovych prostori

2.7.1. DEFINICE
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem 7', ¢ :U — V. Zobrazeni ¢ se nazyva
homomorfismus, plati-li:
(1) Pro viechna X, yeU: @(x+7)=@(X)+@(7)
(2) Pro viechna c€T, pro viechna X€U: @(c-X)
Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus, plati-li:
(1) @ je homomorfismus
(2) @ je bijekce.
Vektorové prostory U, V' se nazyvaji izomorfni, pokud existuje n€jaky izomorfismus U na

V. Fakt,ze U, V jsouizomorfni, zapisujeme U=V,

—cp(3).



2.7.2. POZNAMKA
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem 7', U=V . Pak existuje izomorfismus

N

c-X

)

Protoze @:U—V je bijekce, maji mnoziny U a V stejnou mohutnost, |U|=|V]| . Volng Ize
tedy fici: U a V jsou stejné mnoZiny; mnozinu ¥ jsme ziskali z U pfejmenovanim prvki
(prvek X se piejmenoval na @(X)).

Navic, jak je vidét na vySe uvedenych obrazcich, prvky z U a pfejmenované prvky z V' se
stéjn¢ scitaji a stejné nasobi skalary.

Miuzeme shrnout (upozoriiuji: opét jde o volné a intuitivni vyjadieni): izomorfni vektorové
prostory jsou stejné, lisi se pouze pojmenovanim svych prvki.

2.7.3. DEFINICE
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem 7', @:U—V je homomorfismus.
Mnozina Ker p={3¥€U|p (%)= 6} se nazyva jadro homomorfismu @ .
Mnozina Im @={y€V|existujeXx€U , ¢ (X¥)=7] se nazava obraz homomorfismu ¢ .

U

%A=

Ker

Imop



2.7.4. VETA
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad t€lesem 7', ¢:U —V je homomorfismus. Plati:
Ker @ je podprostor vektorového prostoru U, Im @ je podprostor vektorového prostoru V.
Dtikaz: pfenechavame Ctenafi.

2.8. Véta o reprezentaci vektorovych prostorti
Necht' 7 jetéleso, X je mnozina, X# & . Definujeme
V(X)={f:X- Tmnozina{x€X|f(x)#0] je konecna} .
Dale pro libovolna f, g€V (X) alibovolné c€T definujeme f+g, c-f takto:
(f+g)(x)=f(x)+g(x)
(c-f)(x)=c f(x)
Ziejmé f+g, ¢ f€V(X).

pro kazde x€X

2.8.1. TVRZENT{
V(X) je vektorovy prostor nad télesem 7.
Dtikaz prenechavame Ctenaii.

2.8.2.VETA (o reprezentaci vektorovych prostort)
Bud’ V' netrividlni vektorovy prostor nad télesem 7. Pak existuje mnozina X tak, Ze
vektorové prostory ¥ a V(X) jsou izomorfni.
Diikaz: Jiz vime, ze ve V existuje baze (viz 2.4.4.). Oznalme ji B .Je B#4 , protoze jinak
by vektorovy prostor ¥ byl trividlni. Ukdzeme, e V' (B) a V jsou izomorfni. Definujeme

@:V(B)—-V takto: (P<f)=z f(b)b pro libovolné f €V (B) . Definice zobrazeni ¢ je

beB
korektni, protoze mnozina [h€B|f (b)#0] je konena.
(D ¢ je homomorfismus
(a) Necht' f, g€V(B) . Chceme: @(f+g)=¢(f)+¢(g).
@(f+g)=2 (f+g)(b)b

beB

=p(f)+e(g).
(b) Necht f €V (B), ceT.Chceme: @(c-f)=c-p(f).

@(c-f)=2 (e f)(b)-b

(II) @ je bijekce
(a) @ jeinjekce
Necht f, g€V (B), ¢(f)=¢(g).Chceme: f=g.Polozme ¥= f(b)b=), g(b)b

beB beB
Podle definice soufadnic vektoru (2.6.1.)je f=S(%, B), g=S(X, B) ,takze f=g
(soufadnice jsou uréeny jednoznacné — viz 2.6.2.).



(b) ¢ je surjekce
Necht ¥€V . Hleddme f €V (B) tak, aby ¢@(f)=X, tj. %f(b)’b:?‘. Staéi polozit
f=8(%, B).

2.8.3. DUSLEDEK
Ma-li vektorovy prostor ¥ nad télesem 7 bazis n vektory (n€IN), pak V jeizomorfni s
T".
Diikaz: Bud’ B baze vektorového prostoru V, |B|=n, B={b,, ..., b,} . V dikazu véty
2.8.2. jsme ukazali, ze V =~V (B) . Sta¢i tedy ukazat,ze V(B)~T".
V(B)=|f:B—T|mnozina b€ B| £ (b)#0) je konetna]

={f:B-T}

Mezi mnozinami V(B) a T" zfejmé existuje vzdjemné jednoznaéna korespondence

[=(f(B), (B, ... £(B)) .

Dale,
e +8)E). (F+8)(F) oo (F ) BN
=(f(b))+g(b)), f(b)+g(b,), ..., f(b,)+g(b,)
= B) fE s B+ E). 8B 2(B)
-1 1B (B, o (e )(B)
=(c-£(B). -/ (). . f(5,)
=c-(f (b)), f(b), ..., f(b,))
Tudiz V(B)=T"

2.8.4. POZNAMKA
Véta o reprezentaci vektorovych prostorti tik4,ze az na izomorfismus neexistuji zadné jiné
vektorové prostory nez V¥ (X) .



Kapitola 3 - Vektorové prostory kone¢né dimenze

3.1. Dimenze vektorového prostoru

3.1.1. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem 7. V' se nazyva vektorovy prostor konecné
dimenze, existuje-li M SV, M je kone¢na, (M )=V .

3.1.2. PRIKLAD

(I) Bud’ P, mnozina vSech polynomi stupné nejvySe n nad t€lesem redlnych &isel (n€IN).
P, 1ze povazovat za vektorovy prostor nad t€lesem R, je-li s¢itani polynomii definovano
obvyklym zpusobem

(ap+a;-x+-+a, x")+(by+b;-x+--+b, x")=(a,+by)+(a,+b,) x+---+(a,+b,)-x" . aje-li
téz obvyklym zptisobem definovano nasobeni polynomu redlnym ¢islem

c(ay+a,; x++a, x")=(c-ay)+(c-a,)-x+---+(c-a,)-x" . Vektorovy prostor P, ma
kone¢nou dimenzi, nebot’ naptiklad 1, x, x>, ..., x")=P,.

(IT) Bud® P mnozina vSech polynomu nad télesem realnych cisel. Obdobn¢ jak v casti (I), P
lze povazovat za vektorovy prostor nad télesem IR . Ukazeme, ze P nema kone¢nou dimenzi.
Predpokladejme opak. Necht' p,, ..., D,E€P, <{P1, ey Pk}> =P . Uvazme polynom
p=c;pt+tepe,kde ¢y, ..., ¢, €RR . Pokud polynom p je nenulovy, je stupeni
p<max(stupeti p,, ..., stupeft p,|=m . Uvazujme polynom x"*'e P . Vidime, Ze

"' p, ..., pi}), nebot stupeit x"*'=m+1>m . Dostali jsme spor. Takze vskutku P
nema konec¢nou dimenzi.

3.1.3. TVRZENI

(a) Z kazdé konecné mnoziny generatori vektorového prostoru lze vybrat bazi.

(b) Kazda baze prostoru konecné dimenze je konecna.

(c) Podprostor vektorového prostoru koneéné dimenze je opét kone¢né dimenzionalni.

Dukaz:

(a) Necht M SV, M jekoneéna, (M )=V . Uvazme nasledujici systém mnozin S:
S={AcM|(4)=V] .

Protoze M €S ,je S#8 . Mnozina S je konetna ( |S|<2™'). Necht S=(4,, 4,, ..., 4,] .

Lze predpokladat, ze |4,|<|4,|<---<|4,] . Staci ukazat, ze 4, je minimalni (vzhledem k

inkluzi) podmnozina ve V splitujici (4,)=V Dle 2.4.3. z toho vyplyne, ze 4, je baze a stadi

si ptipomenout, ze 4;SM . Necht tedy BEA,, (B)=V .Chceme: B=A4, . Sta¢i ukazat, ze
|B|=|4,| . Nerovnost |B|<|4,| jejasna. Protoze BEA, ,a A,SM  je BEM ;také (B)=V,

takze BES, B=A4; prong&jaké i€(l, 2, ..., k} . Tudiz |4,|<|4,/=|B] .

(b) Postupujeme sporem. Necht' B je baze, B je nekonecna. Necht' V' je prostor kone¢né

dimenze, V=<{‘7;7 cees ‘7[}> .Necht ASB, |A|=l+1 , A=[a>1, cees (1_1:1} . ProtoZe mnozina
B je linearné nezavisla, je téz linedrné nezéavisla jeji konecnd podmnozina 4 . Jsou tedy

vektory @, ...a,.; linearné nezavislé. Dle Steinitzovy véty o vymeéné (2.5.1.) je [+1=<1,
1=<0, spor.

(c) Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze, necht’ W je podprostor ve V. Bud’ B
baze podprostoru W (ta existuje dle 2.4.4. (a)). Staci ukazat, ze B je konecna.
Predpokladejme opak. Uvédomme si, Ze B je linearné nezavisla mnoZina ve V a aplikujeme
2.4.4.(b): existuje baze C prostoru V takova, ze BEC. Mnozina C je nekonecnd, protoze
mnozina B je nekonecnd. Tedy 7 ma né&jakou nekonecnou bazi. To je ve sporu s jiz
dokazanou casti (b).



3.1.4. VETA
Kazdé¢ dvé baze vektorového prostoru konecné dimenze maji stejny pocet vektort.
Diikaz: Necht' V' je vektorovy prostor koneéné dimenze, necht’ B, B, jsou baze prostoru V.
Rozlisme tfi ptipady:
() B;=0
(1) B,=4
() B,#8 a B,#0
ad (I): (B,)=(0)=V;oviem (&)=[0] ,takze V' =(0].Pak nutn& B,=# ajsme hotovi.

ad (I1): Tento ptipad je podobny ptipadu (I).

ad (II): Necht B,={u}, ..., iy} , B,={V|, ..., V;] . Vektory u,, ..., u; jsou linearn&
nezavislé a (v}, ..., V}})=V . Dle Steinitzovy véty o vyméng (2.5.1.) je k<I. Naopak,
vektory Vi, ..., V, jsou linearné nezavislé a ({&}, ..., #;})=V . Dle Steinitzovy véty o vym&né
je [<k.Celkem: k=1.

Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze. Uvédomme si tato fakta:
(D 7V mébazi (viz 2.4.4.)

(IT) VSechny baze prostoru ¥V jsou kone¢né (viz 3.1.3.(b)).

(IIT) VSechny baze prostoru ¥ maji stejny pocet vektora (viz 3.1.4.)

M3 tedy smysl nasledujici definice:

3.1.5. DEFINICE
Necht' V' je vektorovy prostor konecné dimenze. Dimenze vektorového prostoru 7 (oznaceni:
dim V") je pocet vektoru v kterékoli bazi prostoru V.

3.2. Véty o dimenzi

3.2.1. VETA
Necht' V', V', jsou vektorové prostory kone¢né dimenze nad télesem 7.
Plati:
V., V, jsouizomorfni ( V,=V,) pravé tehdy, kdyz dimV ,=dimV,
Diikaz:
=:Bud @:V,—V, izomorfismus. Rozli§ime dva pfipady:
(M) V', je trivialni
(I) V| neni trividlni
ad (I): Také V', je trividlni a O=dimV =dimV,
ad (I1): Bud B=lb,, ..., b,] baze prostoru V', . Necht C={(p(?):), e (p(g:,)} . Protoze ¢
je injekce, |C|=n=|B| . Sta&i tedy ukazat, ze C je baze prostoru V.
C je linearn¢ nezavisla:
Necht d,, ..., d, €T, d,-@(b)++d, ¢(b)=0.
Chceme: d,=:-=d, =0,
Pogitejme: @(d,b,++d,b,)=@(d b))+ +p(d,b)=d, -@(b)++d - ¢(b,)=0.
Jelikoz také @ (0)=0 a ¢ je injekce, nutné dl-l;:+---+dn-l;;=6.Protoie vektory 5:, b
jsou linearné nezavislé, mame d,=---=d,=0
(C)= V,:
Necht VEV, . Chceme: VE(C).
Protoze @ je surjekce, existuje #E€V| tak, 7e @ (i1)=V.Protoze (B)=V existuji
dy, .., d,€T tak,7e d,-b,++d, b =u.Pak
V=@(il)=@(d b+-+d, b)=d @ (b)++d, @(b) a VEC).

n



& : Necht dimV =dimV,=n _Rozli§me dva piipady:

@) n=0 (1) n>0

ad (I): V,=(0}, V,=[0}, takze ztejm& V, a ¥, jsou izomorfni.

ad (I1): Dle 2.8.3. V| a V, jsouizomorfnis 7".Pak V', jeizomorfnis V,.

3.2.2. VETA
Necht' V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem 7', W, a W, jsou podprostory
ve V.Plati: dimW +dimW ,=dim(W NW,)+dim (W +W,) .
Diikaz: Nejdiive rozliSme dva ptipady:
Iy W\NW, je trividlni (I W NW, neni trivialni
ad (I): Nyni rozliSme tfi ptipady:
(a) W, je trivialni
(b) W, je trivialni
(¢) W, neni trivialni, W, neni trivialni
ad (a): W, +W,=[3+F[REW,, FEW,|=[0+T[7eW,|=(37em =W,
Tedy: dimW +dimW ,=0+dim W ,=dim W , |
dim (W OW,)+dim(W ,+W,)=0+dim W ,=dim W,
ad (b): Postupujeme obdobn¢ jak v ptipad¢ (a).

ad (c): Necht' (@, ..., #;} je baze podprostoru W, necht (V}, ..., ¥} je baze podprostoru
W, .Ukézeme, 7e (%, ..., Wy, Vi, ..., v, je baze podprostoru W ,+W, . Ziejms
<{LT1, cens ﬁ;, \7;, vy T/;}>=W1+W2,Necht’ Cyy eens Cpy dl, e, dIET,

cl'ﬁ>1+"'ck'l’_l;_{—dl'ﬁ—i_“'—i_dl"_;l:a Pak ¢ W+ ol =(—d )V, -+ (=d) VEW NW, .
Jelikoz W10W2={6} , mame cl~ﬁ’l+---ck~L77€=6=dl-\71+---+d,-T/}.Protoie vektory
iy, ..., U, jsou linearné nezavislé, ¢,='--=c,=0 . Protoze vektory Vi, ..., V, jsou linearn&
zéavislé, d,=---=d,;=0  Ukazali jsme, ze vektory i, ..., Uy, V|, ..., ¥, jsou linearné
nezavislé. Tim je ukon&en diikaz faktu, 7e {#,, ..., Uy, V;, ..., V)| je baze podprostoru
W, +W, . Nyni poéitejme: dim (W NW ,)+dim(W +W,)=0+(k+I)=dimW +dimW , |
ad (II): Nyni opét rozlisSime tii ptipady:

(a) w.cw,

(b) I/VZQVV1

(c) W\ €W, a W, €W (tj. W ONW,cW, W NW,cW,)
ad (a): W \NW,=W, K W ,UW,=W,  takze
dim (W NW,)+dim(W +W,)=dimW +dim W,
ad (b): Postupujeme obdobné¢ jak v ptipadé (a).
ad (c): Bud’ le,, ..., e;] baze podprostoru W ,NW, . Dle 2.4.4.(b) existuji vektory
Frvo, f /8 (pEIN)takove Y6 (81, ooy €y f1s oons f | je baze podprostoru W, .

Obdobné existuji vektory g7, ---» ngW takove 7e {é], @, 8- 8, jebaze
podprostoru W, . Ukazeme, 7 (&, ..., €i» f1, .. fp, g, ..., g, jebaze podprostoru
W +W, . Ztejm& (€], ..., € f1s coos [ ps &1s ooer 8q))= W+ W, . Necht

Ay ey yy byy oy bp, Cps evs €, €T,

ae+--+agpe+by; fi+-+b,f tc g+ +e, g,=0.
Polozme X=a, €+ --+ay e +b, [ ++b, f,. Ziejm& XEW,  Oviem

X=(—c,) g+ +(=c,) T, , takze také XEW, . Zjistili jsme, 7e XEW NW,  Pak
55=d ?-l- +d ek proJ1sta d1,~--,dk€T.P0t0m

6=3c’—3c’=d e t+-+d; e +c g+ +c, g, . Zlinearni nezavislosti vektor

€y s @y 815 s 8, dostavame d,=--=d,=c,=---=¢,=0 Tudiz ¥=0. Linearni

nezavislost vektor e, ..., e, f1, ..., f, dava a,=--=a,=b,=---=b,=0 Podafilo se nam



dokazat, ze vektory e, ..., €%, ]_;1, e 7;, g1, .-, &, jsou linedrné nezavislé. Je tedy
ukonden dikaz faktu, ze (€}, ..., €, f1, .. [ p» &1» --» &, je baze podprostoru W ,+W,.
Nyni dim (W OW,)+dim(W +W,)=k+(k+p+q)=(k+p)+(k+q)=dimW +dimW,

3.2.3. VETA
Necht' U je vektorovy prostor konecné dimenze nad télesem 7', necht’ V' je vektorovy prostor
nad télesem 7', necht @:U—V je homomorfismus.
Plati: dim(Im@)+dim(Ker @)=dimU .
Dukaz: RozliSme dva piipady:
(I) Ker @ je trividlni
(II) Ker ¢ neni trivialni
ad (I): Necht ¥, 7€U, @(¥)=¢(7).Pak @(3-7)=¢(3)-@(7)=0, F-y€Ker p=[0},
¥—7=0, ¥=7. Vidime, 7 zobrazeni @ je prosté. Takze @:U— Im@ je izomorfismus.
Dle 3.2.1. dimU=dim(Im @)
Celkem tedy: dim (im@)+dim(Ker ¢)=dimU+0=dimU .
ad (II): Rozlisime dva ptipady:
(a) Ker p=U (b) Ker pcU
ad (a): Pro kazdé ¥€U je @(%)=0takze Im@=10] . Pak
dim (Im@)+dim(Ker )=0+dimU =dim U .
ad (b): Bud’ V), ..., V] baze podprostoru Ker ¢ . Dle 2.4.4.(b) existuji vektory i}, ..., &,
( [€N) takové, 7e V|, ..., V}, i, ..., i;} je baze prostoru U . Ukéazeme, Ze
lp(u}), ..., @(id})] je baze podprostoru Ime .

U = V

sy —e .
(P(“/)
\ \_eoo(i?)
U,
Ker Imop
o), ..., li)))=Ime:
€ : Stadi si uvédomit, ze (@ (i), ..., @(u)|SIm .
2 : Necht yelm@ . Existuje X€U tak, ze @(Xx)=y.Existuji ¢, ..., ¢;» d, ..., d €T,
76:01“—’?+"'+Ck‘ﬂ+d1‘ﬁ7+"'+dz‘ﬁz.Pak
T (R)=plcr 7yt Ty Tt d )
=c; (V) +-tep@(v)+d, @(u)++d, e(u)
=c,-0+4c,-0+d,-@(u))++d, p(u,)
=d, (i) ++d, p(d)e(e(d), ..., p(@)}).
Vektory @(u;), ..., @(id}) jsou linearné nezavislé: Necht a, ..., a,€T
a,(u,)++a,(i,)=0.Chceme: a,=...=a,=0 _Je
O=a,-@(u)++a,o(u)=¢(a, u,++a,1d) . Vidime, ze a, u;+ +a, u,€Ker .
Existuji tedy b,, ..., b, €T, a,u,+ ++a, w,=b,-V,+:--+b,V, . Pak
bV, ++b,V,+(—a,)u,+ +(—a,)u,=0 . Z linearni nezavislosti vektori
\7:, e, V;(, ﬂ?, ey ffl Vyp]}'/vé, al=---=a1=0 .

Kone¢né, dim(Imp)+dim(Ker p)=I1+k=dimU .



Kapitola 4 — Euklidovské prostory
4.1. Definice euklidovského prostoru

4.1.1. DEFINICE
Necht' E je vektorovy prostor nad télesem realnych &isel R, (,): E°>—>R. E se nazyva
euklidovsky prostor, plati-li:

(I) Pro vSechna #€E : (ii,1)=0 .

(II) Pro viechna u€E : (i, ﬁ)=0 pravé tehdy, kdyz 7#=0 .
(II1) Pro vSechna u, ve€E: (i,v)=(V,u).

(IV) Pro vsechna i, v, weE: (i,v+Ww)=(u,v)+(u,w).

(V) Pro viechna #, VEE , pro viechna c€R : (ii,c-v)=c-(u,7).
Pro #i, VEE se ¢islo (i, v) nazyva skalarni sou¢in vektorti % a V.

4.1.2. PRIKLAD
Uvazme vektorovy prostor IR” . Definujeme (¥, ¥)=x,-y,+x,"y,+x; y;+-+x,°y, pro
libovolna X¥=(x,, x,, ..., x,)ER", $=(y,, ¥,, ..., y,)ER". Pak R" je euklidovsky prostor.

4.2. Cauchyova nerovnost

4.2.1. DEFINICE
Necht E je euklidovsky prostor, ¥€E . Normou vektoru ¥ rozumime &islo (v, ¥) . Normu
vektoru v zna¢ime ||V .

4.2.2. VETA (Cauchyova)
Necht E je euklidovsky prostor, X, Y€E . Plati: |(X, 7)|<|[X|||| 7 , pfic¢emZ rovnost nastava
pravé tehdy, kdyz X a ¥ jsou linearné zavislé vektory.
Diikaz: Rozlisime dva piipady:
D y=0 (1) y#0
ad (: |(%, 7)|=|(x, 0)]=|0|=0, |IZ|I7lI=|IZII|0]|=/|%]-0=0 . Uvédomme si také, ze vektory
% a ¥,tj. vektory ¥ a 0, jsou linearn& zavislé.
ad (II): Pro libovolné c€R polozme f(c)=(¥—c-y, X—c 7). Plati:
0<f(c)=(*,%)=2c(x, ¥)+(7, ¥).Je (¥, ¥)>0. Kvadraticka trojélen f(c) s
realnymi koeficienty mé nekladny diskriminant, tj. (%, 3 —(%, ¥)-(¥, 7)<0. Pak
V(F, 7P<VF, %)V, 7)), cli |F, 9)I<F5 .
Rovnost nastiva pravé tehdy, kdyz f (¢) md nulovy diskriminant, a to je pravé tehdy, kdyz
existuje ¢,€R tak, ze f(cy)=(X—cy ¥, X—cy'¥)=0 ato je pravé tehdy, kdyz existuje
co€R tak, ze X=c¢;'V, ato je pravé tehdy, kdyZ vektory X a J jsou linearné zavislé.

4.3. Norma a metrika

43.1. VETA
Necht' E je euklidovsky prostor, v, WEE , c€R . Plati:
(a) [[¥]]=0
(b) IIP|=0 pravé tehdy, kdyz ¥=0
© lle-¥l/=[cl-7]
(d) [[v+w||<|P[+|[#] (trojtihelnikova nerovnost)
Diikaz:
(a) Ditkaz ptenechavame Ctenafi.
(b) Dikaz prenechavame Ctenafi.



(c) Dlikaz ptfenechavame Ctendfi.
(d) [P+w]=(F+w, v+W)=(V, V)+2:(v, W)+ (W, w)
=[P +2:(3, W)+ [P <[9[+2- (%, )]+
Podle Cauchyovy nerovnosti je |(v, w)|<|[V|||W|| , takze
[V |P<[[B [P+ 2D (@] + [ [F= 171+ [[#])* . Odtud mame: [[v+w[|<[[v[|-+|W] .

4.3.2. DEFINICE
Necht M je mnoZina, p:M”>—IR . Zobrazeni p se nazyva metrika na mnoziné M , plati-li:
(I) Pro vSechna x, yeM: p(x, y)=0.
(IT) Pro vSechna x, yeM: p(x, y)=0 pravé tehdy, kdyz x=y .
(IIT) Pro vSechna x, yeEM: p(x, y)=p(y, x).
(IV) Pro vSechna x, y, zEM: p(x, z)<p(x, y)+p(y, z).

4.3.3. VETA
Necht E je euklidovsky prostor. Plati: Zobrazeni p:E”—IR definované vztahem
p(x, )=|1x=7| (prokazdé X, JEE) je metrika na mnoziné E .
Dutkaz: Ovétime, Ze zobrazeni p splituje podminky (I) — (IV) z definice 4.3.2.
() ovéteni prenechavame Ctenafi
(IT) ovéfeni prenechavame Ctenari
(IIT) ovéfeni prenechavame Ctenari
(IV) Necht X, 7, Z€E . Chceme: p(X, Z)<p(X, y)+p (P, Z)
p(x, 2)=[x —Z[=I(3=7)+(F=Z=lx=FI+ 7 -Zl=p (%, 7
trojuhelnikovou nerovnost — viz 4.3.1.).

)+p(¥, Z) (vyuzili jsme

4.4. Ortogonalita, velikost hlu vektori

4.4.1. DEFINICE

Necht E je euklidovsky prostor, ¥, € E . Rikdme, Ze vektor ¥ je ortogonalni k vektoru 3,
pokud (¥, 7)=0.Oznaceni XL 7.

4.4.2. POZNAMKA

(X, ¥)=0 pravé tehdy, kdyz (¥, X)=0, nebot (X, ¥)=(7, %) . Takze ¥ L7 pravé tehdy,
kdyz yLX.Proto fikame, Ze vektory X, 7 jsou vzajemné ortogonalni.

4.4.3. VETA (Pythagorova)
Necht' E je euklidovsky prostor, X, yE€E . Plati:
XLy prave tehdy, kdyz ||% +3|’=|Z[+I7I’ -
Dikaz: [|[F+7|’=(3+7, ¥+7)=(X, ¥)+2:(F, ?)+(T, »)=[Z[P+7I*+2-(%, ¥) . Vidime, ze
% +3I =R +IPIF=2:(%, 7)=0=(%, 7)=0=317.

Poznatek:
Necht' E je euklidovsky prostor X, VEE, X#0, y#0 . Podle Cauchyovy nerovnosti (4.2.2.)
o\ =l [l X, S y X,y
plati: [(X, ¥)|<|X[]|7]l . Pak |(» )i)|£1 , neboli ekvivalentné —1=< (_’x )_/.) <I.
X1 o X
Pak existuje pravé jedno «€[0, 1] tak, Ze Cosa=%.

Tento poznatek ospravedliiuje ndsledujici definici.



4.4.4. DEFINICE

Necht' E je euklidovsky prostor, X, yEE, 3¥#0, j/';éﬁ . Necht «x€[0, ], cosa=||()_zf||"”)§;)”
Cislo « se nazyva velikost uhlu vektora X, 7.
4.5. Ortogonalni baze
4.5.1. TVRZENT{
Necht' E je euklidovsky prostor, n€IN, V7], . T/’EE—{O} Jestlize VLV, pro kazdé
i, j€{l,2, ..., n}, i#j,pak vektory V], ..., V, jsou linearn& nezavislé.
Diikaz: Necht ¢y, ..., ¢,€ER | ¢,-V|+---+¢,-V,=0 . Chceme: ¢,=--=c¢,=0 . Bud

i€(l, ..., n} . Plati:
0=(0, 7)=(c; Ty b€, 7, 7)
=Cl'(‘_;1> _k)+"'+cz 1 ( T;)—FC (V,, V; )+Cz+1 (_1:19 ‘_":')+"'+Cn'(‘_};> T;z)
=c,-0+-+c,_;-04c,( ¢, 0++c¢, -0
=c (v, V).
Protoze v,#0,je (¥}, ¥)#0 a tudiz ¢,=0 .

—_—

Vi1
v, 7))+

4.5.2. DEFINICE
Necht' E je euklidovsky prostor, BEE. B se nazyva ortogonalni baze prostoru E , plati-li:
(I) B je baze vektorového prostoru E .
(I1) Pro v8echny vektory X, YEB : Jestlize X#y ,pak ¥ LY.
Je-1i navic splnéna podminka
(IIT) Pro v§echny vektory X€B: [[X||=1.
nazyva se B ortonormalni baze prostoru E .

4.5.3. ALGORITMUS (Gramuav-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces)
Necht' E je euklidovsky prostor.
VSTUP: Linearné nezavislé Vektory Vi, ey V.
VYSTUP: Nenulové vektory &, &5, ---» &, spliyjici <{g19 oo ?71}>=<{‘7Ia e VZD a
g, 1% prokazdé i, jE(l, ..., n}, z#].
PROCES: Na poc¢atku klademe &,=V,.Necht' 1<k<n a necht jsou jiz sestrojeny vektory
g - 81 . Klademe g, =V, +c g+ +¢,_,°g,_,, kde
(g, i) _ (85 V%) _ (g2, V)

c,=- c,=— ey Cf =,

1 (gla gl) 2 (gza gz) - (gk—la gk—l)
Diuikaz korektnosti algoritmu: Indukci pro k=1, 2, ..., n dokazeme:
(I) vektory £, &5, ---» &% jsou nenulové.

a gy, ... gh={V, ... b

() g, 1g prokazdé i, jE(l, ..., k), i#].

k=1:

ad (I) ;=0 by znamenalo, 7¢ v,=0 a ze vektory V], ..., ¥, jsou linearn& zavislé;to by byl
spor. Takze 5#6.

ad (II): zfeymé plati

ad (III): zfejmée plati

k>1:

ad (I): Z induké&niho ptredpokladu vime, Ze vektory £, ---» &, jsou nenulové. Zbyva ukazat,
7e Eﬂé() . Pfedpokladejme opak, tj. §7(=6 . Pak

‘77c=(_cl).§>l+'”+(_ck—l)'<§:€<{§15 s Sii))



Ovem dle indukéniho predpokladu ({27, ..., &, })=(V, ..., ¥ _,}), takze

Vi€V, ..., Vo1}) . Tedy vektory Vi, ..., iy, V; nejsou linearn nezavislé. Pak téZ vektory
Vi eoos ViZis Vs ---» V, nejsou linedrné nezavislé, spor. Nutné tedy 7,70

ad (I): (g7, ..., &SV, .. Vi)« Stadi ukédzat, ze 87 ..o €[V}, ... Vi}) . Dle
indukéniho predpokladu <{§:» cees m}>=<{‘7ﬁ “ees W:D , takze

g>19 R g—k>—1€<{§>19 cre gk 1}> <{V1’ tre W:}>§<{\_/’l, R W—»l’ ﬂ]> . Zb}'lvéukézat, 26
€UV, ..., Bi}) . Vime, ze =V, +c¢, g+ +¢, '8, . Oviem

Vis 81 s G €UV o i) takze SEVT, - T

<{‘_}:a T ‘_};}>C<{§>15 AR ED .

Sta¢i ukazat, ze V) e({g, ... g:}) . Dle induké&niho piedpokladu

<{‘_}>13"'avk 1}>=< gl’ :ﬁb,takie

‘_}?’ cees W—»leq‘j:’ > Vi 1}>:<{§:’ cees g_k>—1}>g<[§>19 XS <§—>1’ g;c}> . Zbyvéukézat, ze
ve((g s 7}>.Vlme, ze Vi=(=c,) g+ +(—c, )& +8, . Nutné tedy

vellg, .. ).

ad (I): Necht i, j€{1, ..., k], i#j.Chceme: & 18. Jestlize i, j<k—1,pak & L1g;
dle indukéniho ptedpokladu. Zbyva tedy ukazat, ze €;1 &> &L &5 ---» &L &_1 . Zvolime
libovolng i€(l, ..., k—1} a poditejme:

(g%> &)=k +er gt te '8, g)=

=(Vi, g)tei (8, &)t te (g, 8)te (€, g)te (85, &)+ te (8, &)
Jesté jednou si uvédomme, ze dle idukéniho predpokladu

(g1, £)=0, ..., (g7, €)=0, (g5, €)=0, ..., (2,2, €)=0. Pak

(g% g'):(vka g)+c, 0+ +c,_-0+c; (gia g:) Cipy 04+, _-0=

£, o)

—

=V}, i)+ci'<gia gi):(vka gi)+(_ pra—

(g &)

4.54. VETA
V kazdém euklidovském prostoru konecné dimenze existuje ortogondlni baze.
Dikaz: Necht E je euklidovsky prostor kone¢né dimenze. Necht' dim E=n . Je-li n=0, je
B ortogonalni baze prostoru E . Necht n>0.Necht (V}, ¥, ..., V,] je baze prostoru E .
Aplikujeme Gramiiv-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces (4.5.3.) na vektory Vi, ..., V.
Obdrzime vektory 7. ..., &, . Ukdzeme, 7¢ (8, ---» &, je ortogonalni baze prostoru E .
Vime, ze (g7, .... §,1)=([V], ..., V,}))=E . Déle, 1 prokazdé i, j€(l,...,n}, i#}.
Zbyva dokazat, ze vektory £, ---» &, jsou linearné nezavislé. To ihned plyne z 4.5.1.
(Uvédomme si, ze vektory &1, ---» &, jsou nenulové).

4.5.5. DUSLEDEK
V kazdém netrivialnim euklidovském prostoru konecné dimenze existuje ortonormalni baze.
Dtikaz: Necht E je netrividlni euklidovsky prostor konec¢né dimenze. Dle 4.5.4. existuje
ortogonélni baze B prostoru E.Necht B=(Z), ..., &) (n=dimE).Je g,#0 pro kazdé
i€(l, ..., n}| - jinak bychom méli spor s line4rni nezavislosti vektord &7, ---, &, . PoloZme

~_ 1

Tzl "zl
Protoze &, ---» &, jsou nenulové, jsou téZ €, ..., €, nenulové. Necht i, JE(l, ..., n},
i# j . Pocitejme:
@ &)= E

| T I *g, . UkaZzeme: {5'1, cees 5;} je ortonormalni baze prostoru £ .

— 1 1
T )=

—='8,)== (2, 8,)=0 nebot g,LZ . Takze ele;.
N J Ei~8-



, . , . — 1 — — 1 —_
Déle: Necht i€{1, ..., n} . Pocitejme lEll=| = &||=|r= | IZ/l==lIg/lI=1
”ng ||gl|| ng”
Protoze €}, ..., €, jsounenulové a €L¢; prokazdé i, jE(1, ..., n}, i#j,jsou vektory
€, ..., €, linearnd nezavislé (viz 4.5.1.). Jelikoz dimE=n ,je (€, ..., €,] baze prostoru E,

ktera je ortonormalni.
4.6. Izomorfismus euklidovskych prostori

4.6.1. DEFINICE
Necht' E, je euklidovsky prostor se skalarnim sou¢inem (), ,necht £, je euklidovsky
prostor se skalarnim sou¢inem ( , ),, @ E,— E, . Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus
euklidovskych prostortt £, a E, plati-li:
(I) @ je izomorfismus vektorovych prostora £, a E, .
(IT) Pro viechna X, YEE, plati: (X, 7)=(@(X), @(7)),.
Pokud existuje izomorfismus euklidovskych prostort £, a E,, fikame, ze prostory £, a E,
jsou izomorfni.

4.7. Véta o reprezentaci euklidovskych prostori kone¢né dimenze

4.7.1. VETA (o reprezentaci euklidovskych prostorti koneéné dimenze)

Necht' E je euklidovsky prostor kone¢né dimenze, dim E=n (n€IN). Plati: euklidovské
prostory E a IR" jsou izomorfni.
Diikaz: Dle 4.5.5. existuje ortonormélni baze B=[e|, ..., €,] euklidovského prostoru E . Pro
kazdé X=(x,, ..., x,)€R" polozme @(X)=x,-€ +x, €3+ -+ x,€,.Ziejmé ¢ zobrazuje
IR" do E.UkaZeme, ze @ je izomorfismus euklidovskych prostort:
(I) @ je izomorfismus vektorovych prostori R" a E.
(a) @ je homomorfismus
Necht X=(x, ..., x,), 3=(y,, ..., y,)ER". Chceme: @(x+7)=¢(X)+¢ (7).
P(X+Y)=@((x1, ooy x,)H(y15 o Y))=@ (X1 + 215 -0s X, 4 0,))

=(x,+y1)-¢€ e1+ +(x,ty,)e=xretyrettx, ety e,

=(x €+ +x, )+ (yy el+ +y,€)=p(X )+<P(y)~
Necht ¥=(x,, ..., x,)€R", c€R . Chceme: @(c-X)=c-@(X).
e(cX)=@lc(xy, ..., x,))=@((cxy, ...y cx,))=(c xl) e+-+(cx,)e,
=c-(x1'?1)+---+c-(xn'?n)=c-(x1-67+'"+xn e,)=c-p(X).
(b) @ jeinjekce

Necht X¥=(x, ..., x,), 3=(», ..., »,)JER", ¢(X)=@ (7). Chceme: ¥=3 .
0=p(3X)—@(P)=(x,&+ +x,e,)—(y &+ +y,€)=(x,—y )&+ +(x,—y,)e,.
Vektory €, ..., €, jsou lienarné nezavislé, takze x,—y,=-=x,—»,=0 coz dava

X1=Ve s X =Va

(c) @ jesurjekce

Necht J€E . Chceme: existuje X€R" tak, ze @(X)=7 . Vime, ze (B)=E . Existuji tedy
Vis oo VaER, V= y1 e+ -+y,e, . Polozme X=(y,, ..., ¥,) . Pak

P(R) =y T+t 3, B
(II) NeCht’ 5C’=(X1, Tt xn) s }:(yla LR} yn)EIRn . Chceme: (56, j;>:<(P(_x>), (p<j;)) .



(@), @(I)=(x:+ 2,8, 1T+ +3,F)
= (0G4 0,8 YIB (X 2, T 3, E)
n

n

Uvédomme si, ze (€, €;)=0 prokazdé i, j€(l, ..., n}, i#j.Pak

—

((p(})v (P(j;))=x1J/1(_>1; a)+x2y2(g2: é;)++xnyn(é:1: en)

=;xi.yi.||é>i”2=zl xi'yi'12=; x-y=(%, 7).

4.8. Ortogonalni doplnék podprostoru

4.8.1. DEFINICE
Necht' E je cuklidovsky prostor, W je podprostor prostoru E . Rikame, Ze vektor vV je
ortogonalni k podrpostoru W, jestlize v_LX pro kazdy vektor X €W (znaleni: VL W).

4.8.2. DEFINICE
Necht' E je euklidovsky prostor, W je podprostor prostoru £ . Mnozina (VEE[V LW | se
nazyvé ortogonalni doplnék podprostoru W (v prostoru E ). Oznaleni: W " .

4.8.3. DEFINICE
Necht' E je euklidovsky prostor, W je podprostor prostoru E, VEE . Vektor ViEW se
nazyvé ortogonalni primét vektoru v do podprostoru W, jestlize V=V, L W,

v
o 0
Yo
—
\ 4
4.8.4. TVRZENT{
Ortogonalni primét vektoru do podprostoru kone¢né dimenze vzdy existuje a je uréen
jednoznacng.

Dikaz: Bud’ E euklidovsky prostor, W jeho podprostor kone¢né dimenze, VEE .
Rozlisme dva ptipady:

(D) W je trividlni.

Polozime Vj =0 . Jind moznost ani neni.

(IT) W je netrivialni.

Podle 4.5.5. existuje ortonormalni baze {€,, ..., €.} podprostoru W (k=dim W). Nejdiive si
uvédomme: XL W pravé tehdy, kdyz X L&, pro kazdé i€(l, ..., k} . (¥ je libovolny vektor
z E).

Zduvodnéni:



—

Pak (%, 3)=(X, d &+ +d,-&)=d
Takze XL 7.
Hledame ci, ..., ¢,€R tak, aby V—(c &+ +c,&)Le prokazdé¢ i€(l, ..., k] .K
ukonceni dikazu tvrzeni staci ukazat, ze nasledujici systém & rovnic o neznamych ¢, ..., ¢,
ma prave jedno feseni:

(V=(c;-&++c,¢), €)=0

Necht yeW  XL1é€, pro i=1, ..., k.Chceme: XL 7.
Existuji d,, ..., d,€R tak, ze y=d & +-+d e
(%, @)+ +d, (%, €)=d,-0+-+d,-0=0 .

: Soustavu oznacime * .
(3=(e, @+ ¢, 7). 7)=0.

Necht i€(1, ..., k} . Pogitejme:

(‘7_(01'@:_}_"'4—0/{@;): é:)=(§, _éi)_((cfé»l_{'”'_'_ck'é;): é:)

=({;9 gz)_z c](aa a)=(§7 g1)_C

j=
=({;> a)_ci{:(;a é:')_cr
Soustava (*) ma tedy tvar
(v, &)—c,=0

=i
Y

—_

(v, €x)—c,=0
a je vidét, Ze ma prave jedno feseni.

4.8.5. VETA

Necht' E je euklidovsky prostor, W je podprostor prostoru E .

Plati: W* je podprostor prostoru E a (v piipadé, ze £ ma kone¢nou dimenzi)
dimW+dimW*=dimE, W+W " =E.

Diikaz:

(I) Dokazeme, ze W je podprostor.
Necht i, ve W™ . Chceme: n+veW .
Necht X€W . Poéitejme: (#+V, %)=(ii, X)+(¥, X)=0+0=0, tedy %+ LW, G+veW*.
Necht 7ew ', c€ER .Chceme: c-ieW™ .
Necht X€W . Pocitejme:

(c@i, X)=c(ii, ¥)=c-0=0.Tedy cilW, cuew?'.

Jests checeme: 0€ Wt . Ziejmé pro kazdé X€W je (0, X)=0,tedy O LW, OcW*.

(IT) Pfedpokladejme, ze E ma koneénou dimenzi. Nejdiive dokdzeme, ze W+W*=E.

W +W*<E:Toje jasné.

ECW+W" :Necht VEE . Protoze E ma kone¢nou dimenzi, ma kone¢nou dimenzi téz
podprostor W . Dle 4.8.4. existuje ortogonalni primét v, vektoru ¥ do prostoru /. Plati:
V=V (V=V,), ViEW , V=V, LW tj. v=v,eW" . Vidime, e vEW +W* .

Dle 3.2.2. plati: dim W +dimW ~=dim (W \W*)+dim (W + W) . Vzhledem k vyse
dokazanému dim W +dim W =dim(W NW ) +dimE . Necht YeWnW" . Pak ¥ L%, tedy
(%, ¥)=0, coz dava ¥=0.Proto WNW*=(0}, dim(WnWw*)=0,

dim W +dimW *=dim E .

4.8.6. VETA
Necht E je euklidovsky prostor, P je podprostor prostoru E, VEE, V; je ortogonalni
primét vektoru v do P ( VoEP).
Plati: Pro viechna ¥€P je [[V=V,||<|[v=3%|| , pficemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
=7,

- —

Diikaz: Necht' X€P . V=X=(V=¥)+(V,—%) . Je V=V, L P, tedy specielnd V—v,LV,—% .



Podle Pythagorovy véty (4.4.3.) plati: |[v=X|F =|[v—v;|F+|[V,—X|]* . Pak [[3=v;|’<|[9v—%|,
takze |[V=V,||<[[y—=Z|| . Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz [|V;—X[|=0, coz je pravé tehdy,
kdyz =V, .



Kapitola 5 - Matice (nad télesem)

5.1. Definice matice

5.1.1. DEFINICE
Necht T je téleso, m, n€IN . Matici typu (m, n) nad télesem 7T rozumime zobrazeni
mnoziny (1,2, ..., m}x{1,2,...,n} do T.

5.1.2. OZNACENI
Mnozinu vSech matic typu (m, n) nad télesem 7 budeme znacit T, , .
Necht A€T, ., (i, j)€1,2,..., m}x(1,2, ..., n| .Misto A((i, j)) budeme psat a; .
Déle piseme

a;, ap a,
a a a
=] 92 2 n —
A=|" , A=(a;).
aml amZ amn

5.1.3. DEFINICE
Necht' T je téleso, m, n€IN . Kazdou matici z T, , nazyvame ¢tvercova matice
n-té¢ho stupné .

Necht A€T,, , . Matice 4 se nazyva nulova, pokud ;=0 pro viecha i€{l, ..., m},
J€(1, ..., n} . Nulovou matici budeme zna¢it O.
00 - 0
|10 0 o w2 11
O0=|. (n sloupct, m tadkl)

5.1.4. DEFINICE
Uvazujme nasledujici podminky tykajici se matice:
(1) VSechny nulové fadky (tj. fadky sestavajici z nul) jsou dole.
(2) Kazdy nenulovy tadek zacina nékolika nulami nasledovanymi jedni¢kou Tato 1 se nazyva
vedouci 1 daného tadku.
(3) Pozice vedouci jednicky v fadku s vysSim indexem je vice vpravo nez pozice vedouci
jednicky v fadku s niz§im indexem
(4) Kazdy prvek pod vedouci jednickou je nula.
(5) Kazdy prvek nad vedouci jedni¢kou je nula.

Matice, ktera spliuje prvni Ctyfi podminky, se nazyva matice v fadkovém stupiiovitém tvaru.

Matice, ktera spliuje vSech pét podminek, se nazyva matice v redukovaném tadkovém
stupniovitém tvaru.

5.1.5. PRIKLAD

01 2 3 01 0 17 01 0 17
A=l0 0 1 -7 B=lo 0 1 -7 C=l0 0 0 0
0 0 0 0 00 O 0 01 =7

0 -2 0 —34 0 I 012 3
D=0 0 1 -7 E=l0 1 0 3 F=fo 1 1 -7
0 0 0 O 000 O 0 00 O



A4 je v radkovém stupniovitém tvaru, neni v§ak v redukovaném radkovém stupniovitém
tvaru - podminka (5) neni splnéna.

B je v redukovaném fadkovém stupniovitém tvaru.

C neni v fadkovém stupiiovitém tvaru — neni splnéna podminka (1).

D neni v fadkovém stupniovitém tvaru — neni splnéna podminka (2).

E neni v fadkovém stupnovitém tvaru — neni splnéna podminka (3).

F' neni v fddkovém stupniovitém tvaru — neni splnéna podminka (3), ani podminka (4).

5.1.6. DEFINICE
Necht' T jetéleso, n€IN, A€T, . Matice 4 se nazyva diagonalni, pokud ;=0 pro

viechna i, jE(1, ..., n}, i#j.
a, 0 0 -~ 0

4o 0 @m0 0
0 0 O a

5.1.7. DEFINICE
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, . Matice 4 se nazyva jednotkovou, pokud @;=0 pro

vSechna i, j€(1, ..., n}, i#j,a a;=1 provsechna i€(l, ..., n} .
1 00 -~ 0
a= T
0 00 - 1
Jednotkovou matici n-tého stupné budeme znacit E (ptipadné E, , chceme-li zdiraznit jeji
stupen).

5.1.8. DEFINICE
Necht' 7T je téleso, n€IN, A€T, , . Matice 4 se nazava horni trojithelnikova, pokud ;=0

pro viechna i, j€(1, ..., n}, i>j.
a;; dp diy o 4y

A= 0 ay ay - ay
o 0 0 - a

nn

5.1.9. DEFINICE
Necht 7 je t&leso, n€N, A€T, . Matice 4 se nazyva symetricka, pokud @,=a; pro
vechna i, jE(1, ..., n} .

5.2. Operace s maticemi

5.2.1. DEFINICE
Necht T jet&leso, m,n€N, 4,B,CET, , Matice C je souétem matic 4, B, jestlize
c;=a;+b, proviechna i€{l,..., m}, j€(1,..., n] . Oznateni: C=A+B.
a; dp o 4y by, by, - by, a,+b, a,+b, - a,tb,
Ay Ay "y |4 by by v by || antby anpthy o aythy,
am] amZ amn bml me bmn am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn



5.2.2. DEFINICE
Necht' T je t&leso, m, n€N, A, BET, , ceT.Matice B je skalarnim nasobkem
(c-nasobkem) matice A4 , jestlize b;=ca; pro viechna i€(l,..., m}, j€[l,..., n} .
Oznaceni: B=c-A4 .

ay Ay Ay Cdy Cdyp o Cdy,
c| 2 G 7 Ay || €Ay Gyttt Oy,
am] amZ amn C.am] C.amZ c.amn

5.2.3. DEFINICE
Necht' T je téleso, m, n, peN, A€T, , BeT , CeT, . Matice C je soucinem

P
matic 4, B, jestlize cijza”-blj+ai2-b2j+-~-+aip~bm:z a,b,; pro vSechna i€{l,..., m},
k=1

J€ll,..., n} .Oznateni C=4-B.

5.2.4. DEFINICE
Necht' T jetéleso, m, n€N, A€T, , BeT, , . Matice B je matice transponovana k
matici 4, jestlize b;=a; pro vSechna i€{l,..., m}, j€(1,..., n} . Oznateni B=A".

T
a, 4ap - A4 aypp dy o Ay
ay dp Ay | | Q12 G " 4y
aml amZ amn aln aZn amn

5.2.5. VETA

Necht' T je téleso, m, n, p, g€IN . Plati:
(I) Pro v8echna 4€T, ,, BET, , CET,,
A-(B-C)=(4-B)-C.

(I1) Pro viechna 4, B€T,, , CeT,
(A+B)C=A4-C+B-C.

(1) Pro v8echna 4€T, ,, B,C€eT,
A(B+C)=A4-B+A4-C.

(IV) Pro v8echna «, BET, A€T,,
o-(B-A)=(ccB)-A.

(V) Pro vechna «€T, A€T, ,, BET,
«-(A-B)=(x-A4)-B .

(VI) Pro viechna A€T,, ,

E A=A, AE=A

(VII) Pro vSechna A€T,, ,

(A")'=4.

(VIII) Pro v8echna 4, BET,, ,

(A+B)' =4"+B".

(IX) Pro vechna €T, pro v§echna A€T,, ,
(x-A) =cx-A"

(X) Pro vSechna A€T,, ,, BET,
(4-B)"'=B"- A"

P

P

P



Dtikaz:
(I) Oznaéme U=B-C, V=4-B, L=4-U, P=V-C.Je UeT, , VeET, ,, LET,

PET,, .. Zvolme libovolné i€(l, ..., m}, j€[1, ..., g} . Chceme: [,=p; . Potitejme:

p n

n n P p n
Zij:z aik'”kj:Z a; zbkl Cy Z Z a(by Cz] :Z Z (ay-by) CIJZZ Z (ay by) Cpi s
k=1 k=1 i =

k=11=1 =
p p p
Pyzzviz'clj:z Zaz‘k'bkz Oy ZZ (ay-by) Cp= lij'
=1 =1 \k=1

=1 k=1

=

(I1) Oznaéme U=A+B, V=A-C, W=B-C, L=U-C, P=V+W.Je UET, , VET

m,p s
wer, ,, LeT, ,, PET, . Zvolme hbovolne i€(l, m|, jE1, ..., p}.
Chceme: /;,=p;;.
Pocitejme:
Zij:Z”ik'c/g:z(aik"'bik)’ckj:z(aik'c/g+bik’clg):zaik'ckj+2bik'clg':Vy+Wij:py-

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(IIT) Postupujeme obdobné¢ jako v ¢asti (II).
(IV) Dikaz pfenechavame Ctenari

(V)Necht U=A-B, V=aA, L=a-U, P=V-B.Je UET, , V€T,  LET, .
PET,, ,.Zvolme libovolng i€(l, ..., m|, j€(1, ..., p} . Chceme: [;=p, . Poditejme:

Z;’;:O"ui/‘:“'(; a; by Z o (ay: bk; Z (o ik)'bkj:kz_l Viby=p .

k=1

(VI)Necht L=E,-A.Je LET, ,.Zvolme libovolné i€(l, ..., m}, jE€(1, ..., n}.
Chceme: /;=a; . Pogitejme:

+-- +0a

i+1,j ]

lij:/; e ay=0-a;+-+0a,_, +1-a,+0a

Druha rovnost se dokaze obdobné.

(VII) Ditkaz ptenechdvame Ctenafi.

(VII) Ditkaz prenechdvame ctenafi.

(IX) Dlikaz pfenechavame ctenafi.

(X)Necht U=4-B, v=B", w=4", L=U", P=V-W.Je UET, ,, VET, |
wer,,, LET,,, PET, . Zvolmelibovolné i€(l, ..., p}, j€[l, ..., m| . Chceme:

l;=py . Potitejme: [;=u, Z a b= z Wi Vik z VieWiy=Pij -

5.3. Hodnost matice

5.3.1. OZNACENI

Necht' 7T je téleso, m, n€IN, A€T,, , . Pak klademe
a=(a,, a,, ..., a,)

a,=(ay,, ays -evs Ayy)

n

)

a, =(a,;, a,,, ....,a

5.3.2. DEFINICE
Necht T je t&leso, m, n€N, A€T, , Hodnost matice 4 znac¢ime % (A4) a definujeme ji



takto 2 (4)=dim({a@,, @,, ..., @,}) .

5.3.3. TVRZEN({
Necht T jetéleso, m, n€N, A€T,  Plati: h(A4)< min{m, n} .
Dukaz:
() Ponévadz a, ..., a,€T",je (1@, ..., @,}) podprostor v 7", takze
h(A)=dim{|d,, ..., a,))<dimT"=n .
( B) Vime, ze z kazdé kone¢né mnoziny generatori vektorového prostoru lze vybrat bazi (viz
3.1.3 (a)), tedy z vektori @, -.., @, lze vybrat bazi podprostoru (@, ..., @, ), coz
znamena, ze h(A)Zdl'm<{a>l Y eens E:n}>$m .
Z(o)a(B)plyne h(A)<min{m, n} .

5.3.4. VETA
Necht' T je téleso, m, n€N, A, A'€T,, , . Necht matice 4’ vznikla z matice 4 uZitim
konec¢ného poctu nésledujicich uprav:
1) nahrazenim fadku timto fadkem plus jiny fadek vynasobeny néjakym prvkem télesa T
2) vyménou dvou tadkt
3) vynasobenim fadku néjakym nenulovym prvkem télesa T'.
Pak (@, @,, ..., @, )=(@,", @', ..., @,"}) . Specielng, h(A)=h(A").
Diikaz:
(I) Necht i, j€(l, ..., m}, i#j, c€T, @'=d+ca,, a@,'=a, pro k€(l, ..., m}, k#i.
Ukéieme, 26 <[a>1: Zfz’ tre a:n}>_<[‘_{1,a 6_1»2" tees a:n,}>
< :Pro k€(l, ..., m), k#i,je @=a,'€(@,', ..., @,']) . Dale,
a1, +(~) =3, + ()@, (@, ... T,')). Tudiz (@, ... T, (@, . T, '),
odkud jiz snadno plyne pozadovana inkluze.
D :Pro k€(1, ..., m), k#i,je @,'=a,€(d, ..., a,}) . Dale
a,'=a+caela, ..., a,) . Tudiz (@', ..., a@,'|s({d, ..., @,}), odkud jiz snadno plyne
pozadovana inkluze.

(Il) Necht' i, jE(l, ..., m}, i#j, @'=a,, a@,'=d,, a,'=a, pro k€(l, ..., m}|, k#i,
k#j.
Pak <c_l’1,...,a_’1 Ty Ao oees Ay Ajs A rps s @)

(@ oo T ST s o T s T s s T )

M C At AR et e I el )

(III) Necht i€(1, ..., m}|, c€T, c#0, d@,'=c-a@,, a,=a,’ pro k€(1, ..., m}, k+i.
Ukéazeme, zZe <[ EES <{al SIEERE _;1’}>
< : Pro ke{ > } k#i,je g =a,'€{a;’, ..., a,'}).

Déle, @,= <{ s @,'}) . Tudiz (@, ..., @,}<({@ ', ..., @,'}), odkud jiz snadno

plyne pozadovana inkluze.

2 :Pro k€(l, ..., m|, k#i,je a,'=a€a,, ..., a,)) . Dale a@,'=c-ae(la, ..., a,)}) .
Tudiz (@', ..., @,'}<{@,, ..., @,}) , odkud jiz snadno plyne pozadovana inkluze

Tvrzeni véty nyni vyplyvaji z (I), (IT) a (IIT).

5.3.5. VETA
Necht 7T je téleso, m, n€N, A€T, , Plati: h(A")=h(A).
Diikaz: Pokud 4=0 ,je h(4)=0, h(AT) 0 atvrzeni plati.
Necht 4#0 . Stati ukazat: h(A4")<h(
h(AT):h(_{l).Necht h(A) k h( ) l Je ke(l, m}
, b,

b
Oznaéme b,=(a,,, a,, ..., =(@yyy Ayys - amz) y ooy b=(a,,, ay, ..., a,,).

\_/\-



Existuji ,, ..., i,€[1, ...m} tak, ze (@, ..., @ | je baze prostoru {(@,, ..., @,}) . Existuji

Jiseeer J€ML, oy n) tak, ze (B, .., 5;[} je baze prostoru <{_> e Z;;D

JERE

Oznaéme E?:(ailjlj aizjl’ e aikjl) > L_l;:(ailjz’ aizjz’ e aika) : a 02 iz Ji2 tte aikj/) *
Ukéazeme, ze Vektory iy, ..., U; jsou linedrné nezavislé.
Necht' ¢y, ..., ¢, €T, o i+ +cl u, 0. Chceme: ¢,=c,=-=c,=0.
UkaZzeme: ¢, b ey b]2+ +c,b»—0 K tomu staéi ukdzatze ¢,"@;; +¢y0a,; ++cpa;; =0
pro kazdé le{l Lomi={i, ..., i} . Bud i€{l, ..., ml—{i, ..., lk} . {571, e ,k} Jebaze
prostoru {{@;, ..., am}>, a proto existuji d,,..., d, €T tak, 7e d,=d, @, +d,a, +-+d,a,

k k k
Pak aijIZZ d,a;;, ai.ZZd gy s ai:Zd a; ; . Potom

p=1 p=1
cra;;teya;+etera chd a; +c22d a; ; + +chd a;
d(c,a, ;+c,a; ++ca, )+d(1”+c2 Lteetea; )+ +

+d,(ca; +ca; ; + +c, i )=d " 0+d, 0+ +dk0 0.

Protoze vektory bjm . l;; jsou linearné nezavislé, jsou ¢,=c,=---=¢,=0,

Takze: i, ..., U, jsou linearné nezavislé vektory v prostoru 7% . Z toho plyne, ze /<k.
5.3.6. VETA

Necht T je tleso, m, n, p€N, AET, . BET,  Plati: h(A-B)<min{h(A4), h(B)} .
Dikaz: Oznaéme C=4-B . Necht i€{1, ..., m} . S ohledem na definici nasobeni matic plati:
a:ail'a—i_aiz'z—i_"'_‘_ain'l;; , tedy ae<{l_7:: cees g::}> . Proto <{E>1’ ) E;}>g<{31v cee I;::}>a
tedy h(C)=h(A-B)<h(B).

Pouzitim jiz dokdzaného na sou¢in B”- A" dostavame h(B"-A")<h(A"), coz podle 5.3.5
znamena h(A-B)<h(A) (uvédommesi, ze B"-A"=(4-B)").

Celkem h(A-B)<min{h(A), h(B)} .

5.4. Gausstiv-Jordaniv eliminacni algoritmus

5.4.1. VETA
Necht' T jetéleso, m, n€EN, A€T, , . Necht matice 4 je v fadkovém stupiiovitém tvaru.
Necht k€N, 1<k<m, d,#0 pro i<k, d,=0 pro i>k. Plati:

(D (@, a,, ay, ..., 5}} je baze prostoru <{pr Ay ey iy vens a_;}>,
() dim{|@,, ..., a@,})=k .
Dtkaz:
(D Jelikoz a, =0 pro i>k,je (@, .. 5}}>:<{_}, ey 5;,}> . Staci tedy ukazat, ze vektory
a, ..., @ jsou linedrné nezavislé. Necht ¢, ..., ¢,€T, ¢, @+ +c¢, @=0.
Chceme: ¢, =c¢,=-=¢, =0,
Oznaéme pozice vedoucich jednigek: (1, j,), (2, jo), -, (k, j).Je ji<j,<<J,.
Plati: ¢,-a,;+¢ya,; ++ca,;=0,ddle ¢,ra,; +cya;; ++c,a;,, =0
ci'l +c 0 +-4cr0 =0 ¢yl +c¢;0 +-4c:0 =0
c =0 c, =0.

Obdobné také cy=c,=-=c,=0.
(IT) Tvrzeni (II) ihned plyne z (I).

5.4.2. GAUSSUV-JORDANUV ELIMINACNI ALGORITMUS
VSTUP: Matice 4 typu (m,n) nad télesem T .
VYSTUP: Matice 4 typu (m,n) nad télesem T s témito vlastnostmi:



(I) 4 jeviadkovém stupiiovitém tvaru.

an {{a, ..., a,h=(a, ..., d.}).

NEBO

Matice 4 typu (m,n) nad télesem T s témito vlastnostmi:

(I 4 jev redukovanég fédkozs’:m stupniovitém tvaru.

ar (a, ..., a,h={a, ..., d,}).

VYPOCET:

1. Najdéte nejlevéjsi sloupec, jenz neobsahuje samé nuly.

2. Je-li to nutné vyméiite prvni fadek s fadkem, jenz obsahuje nenulovy prvek a ve sloupci
nalezeném v kroku 1.

. 1 . .
3. Jestlize prvek a neni 1, vynasobte prvni fadek prvkem o abyste ziskali vedouci jednicku

prvniho fadku.

4. Pouzijte prvni fadek k ziskani nul pod vedouci jednickou prvniho fadku (pouzitim upravy
(1) z véty 5.3.4.).

5. Zakryjte prvni fadek a aplikujte prvni 4 kroky na zbyvajici podmatici. Pokracujte tak
dlouho, aZ cela matice je v fadkovém stupfiovitém tvaru. To bude matice 4 .

6. Pouzijte posledni nenulovy fadek k ziskani nul nad vedouci jedni¢kou tohoto fadku. Pouzijte
piedposledni nenulovy fadek k ziskani nul nad vedouci jednic¢kou tohoto fadku. Pokracujte tak
dlouho, az matice je v redukovaném fadkovém stupiiovitém tvaru. To bude matice A .

(Je—1i A=0, vypodet neprobéhne a A=A=A=0.)

Dukaz korektnosti algoritmu: Fakta (I) a (I') jsou zfejma po kratké uvaze. Fakta (II) a (II')
zdivodnime takto:

Jednotlivé kroky algoritmu upravuji vychozi matici A4 :

Krok 1: K tpravé nedochazi.

Krok 2: K tpravé nedochazi nebo je pouzita tprava (2) z véty 5.3.4.

Krok 3: K upravé nedochdzi nebo je pouzita uprava (3) z véty 5.3.4.

Krok 4: Je pouzita kone¢né¢ mnohokrat Giprava (1) z véty 5.3.4.

Krok 5: Kone¢n¢ mnohokrat se opakuji kroky 1 az 4, je tedy pouzito konecné¢ mnoho tprav
(1), (2), (3) z vety 5.3.4.

Krok 6: Je pouZzita kone¢n€ mnohokrat uprava (1) z véty 5.3.4.

Shrnuti: P¥i vypoctu matic 4 a A4 se vychozi matice A upravuje pomoci kone¢né mnoha
uprav (1), (2), (3) z véty 5.3.4. Rovnosti (IT) a (II') nyni plynou bezprostiedné z véty 5.3.4.

5.4.3. PRIKLAD

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20

Necht' A€R,5, A= . Vypodtéte matice 4 a 4 .

Reseni: Pouzijeme Gausstiv — Jordantiv eliminac¢ni algoritmus.

1 2 3 4 5 I 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10fkky0 =5 —10 —15 —20|k*k310 1 2 3 4
11 12 13 14 15 0 —10 -20 —-30 -—-40 0 —10 —20 —-30 —40
16 17 18 19 20 0 —15 -30 —45 -—-60 0 —15 -30 —45 -60



1 2 3 4 5 10 -1 -2 -3
wokd|0 1 2 3 4lweks|l0 1 2 3 4
— —

00000 00 0 0 0
0000 0 00 0 0 0
Tedy: 1 23 45 1 0 -1 -2 -3
~lo1 234l =01 2 3 4

A= A=
000 00o0 " loo o 0o o
000 0 0 00 0 0 0

5.4.4. POZNAMKA
Gausstv-Jordantiv elimina¢ni algoritmus lze pouzit pii feSeni této standardni ulohy:

Je dano téleso T, pfirozena &isla m, n a vektory Vi, v, ..., v, €T" . M4 se uréit dimenze a
(n&jaka) baze prostoru ¥ =([¥}, ¥, ..., ¥,,]) . Postupujme nasledovné:
Necht’
Vi=(v], Vhy s V1)
Va=(Vi, Vas e V)
e R i
Sestrojime matici 4€7,, ,, (a ), a —v;«.Vypoéteme matici A4 .
Vime: V={a,, a5, ..., ] = {c_f G, ...y @), A je v tadkovém stupiiovitém tvaru.
Dle 5.4.1. pak dimV =k a (@), a>, ..., a@;) je baze prostoru V', pticemz ¢islo k& je pocet
nenulovych fadka matice 4 (. @,# 6 pro i<k, a, a=0 pro i>k). Obdobn¢ Ize pouzit
matici 4 .
Konkrétné necht’ v prostoru R° jsou dany vektory v;=(1, 2, 3, 4,5),v,=(6,7,8,9, 10),
s=(11,12, 13, 14, 15) | v,=(16, 17, 18, 19, 20) . Necht V = <{7 vy, V3, Va)) . M4 se
ur01t dimV angjaka baze prostoru V. Sestrojime tedy matici A4 .
1 2 3 4 5
4=0 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
1 23 45 1 0 -1 =2 -3
. oo (01 2 3 4] =_(0 1 2 3 4
V 5.4.3. jsme spocitali, ze A= 000 0 of A= 00 0 0 o
000 00 00 0 0 O
Dostavame tedy tuto odpovéd: dimV=2, {(1, 2,3, 4,5),(0, 1,2, 3, 4)} jebaze V

(1,0, -1,-2,-3),(0, 1, 2, 3, 4)} jebaze V.

5.5. Matice regularni a singularni

5.5.1. DEFINICE
Necht' T je téleso, n€N, A€T, .
Matice 4 se nazyva regularni, kdyz h(A4)=n.
Matice 4 se nazyva singularni, neni-1i regularni.

5.5.2. VETA
Necht' T je téleso, m, neN, A€T, , BET, ,  Jestlize A je regularni, pak maticova
rovnice A-X =B ma pravé jedno feseni mezi maticemi typu (m, n) nad télesem 7.



Dtkaz: Pouzijeme toto oznaceni:
Vi=(a,, ays s ), =(a0, Gy s @,5) oy V=010, Gogs o5 G,,)
Uvédomme si tato tti fakta:
D) dim((V}, V3, ..., V,})=h(4")

(dle definice transponované matice a dle definice hodnosti matice)
(D) h(A")=h(A4) (dle5.3.5.)
(Ill) h(A)=m (matice 4 je reguldrni)
Shrneme-li, dostaneme dim ({V,, ¥, ..., V,,})=m . Ztejm& ((¥], ¥, ..., v, )ST",
dim T"=m . Tudiz ([V;, V,, ..., v, )=T", {V\, V5, ..., V,,] je baze prostoru T" .
Porovnejme j-ty sloupec matice 4-X a j-ty sloupec matice B ( j€!(1, ..., n}).

a“-xlj+a]z-xzj—i----+a]m-xmj=blj

Ay Xyt Ay Xyt ay, x, =by,

Dostaneme

a,,; X;+ta,,xy+-+a,,x,=b,

neboli vektoroveé le‘V1+X2j‘V2+"‘+.X'mj'Vm:Wj ) kde Wj:(blj') b2j7 M) bm]) .
Resit rovnici 4- X =B tedy znamena fesit soustavu

Xy VitXy Vot tx, v, =wo (j=1, ..., n) (*)
(dény jsou Vi, Vs, ..., V.., Wi, W,, ..., W, neznamé jsou X; pro i=1, 2, ...,m,
j=1,2,..,n).
Vzhledem k tomu, 7¢ {V}, V5, ..., V,,| je baze prostoru T, soustava ( * ) mé pravé jedno

feSeni.

5.5.3. POZNAMKA
Necht' T je téleso, m, neN, A€T,, ,, BET, . A jeregularni. M4 se vyfesit rovnice
A-X=B . Matici X lze urcit pomoci Gaussova-Jordanova elimina¢niho algoritmu. Tento
algoritmus, aplikovany na matici 4 , postupné pomoci tprav U, U,, ..., U, (jde o upravy
(1), (2), (3) z véty 5.3.4.) vypoéte matici 4 . Uvédomme si, 7e matice 4 ma viechny fadky
nenulové, takZe kazdy jeji fadek ma svou vedouci jednicku. Protoze 4 je v redukovaném
fadkovém stupiiovitém tvaru, je 4= E . Aplikujeme postupné tpravy U,, U,, ..., U, na
matici B . Vyslednou matici oznatme C.
B—-o(C

U, U
Tvrdime, ze matice C je jediné feSeni rovnice A-X =B . Necht tedy A-X =B . Je tieba
ukazat, 7 X =C . Zvolme libovolné j€(1, 2, ..., n} . Matice 4-X maétento j-ty sloupec:
all-xlj+a12-x2j+---+alm-xmj
mj

a21~x1j+a22-x2j+~~-+a2m-x

Ay Xy ;T Ay Xyt ta,, X

mj

Tento sloupec bude postupnou aplikaci uprav U, U,, ..., U, na matici 4-X pfeveden na
tvar
czlll-xlj+512-x2j+---+c:11m-xmj 1-x1j+0-x2j+---+0-xmj Xy
azl-xlj+a22~x2.j+--~+a2m~xmj cili 0~xlj+l-x2{+-~+0-xmj’ il x.zj '

a,,; X, ;+a,, x,++a,, x,, 0'x1j+0'x2j+~--+1-xmj X,



Uvazme nyni, ze A-X=B . Tudiz

X176
X2, =C2;
xmj.:cmj
X=C.
5.5.4. PRIKLAD.
1 1 0 1 2 3 4
Necht A=({-100 2 0], B=[5 6 7 8 | jsoumatice nad t€lesem R1
-3 =3 10 9 10 11 12

Vyfeste maticovou rovnici 4-X =B .

Reseni: PouZijeme postup popsany v poznamce 5.5.3.

1 1 0|1 2 3 4 1 1 0 1 2 3 4
—-100 2 O |5 6 7 8| — |0 102 0 | 105 206 307 408
-3 -3 109 10 11 12 0 0 10| 12 16 20 24

L1 o0l 1 2 3 4 I 1o 1 2 3 4

105 206 307 408 0 1 o |19 206 307 408
O 10190 T2 102 T02| 102102 102 102
216 20 2

00 10| 12 16 20 24 00 1190 0 10 To
-3 -2 -1

1

00 102 102 102 0

105 206 307 408

]
0 01702 To2 102 102
12 16 20 24
00119 0 10 10
—3 =2 -1 4\ zL ZL =1
102 102 102 34 51 102
105 206 307 408| |35 103 307
X= =22 Y2 U/
Tedy 102 102 102 102|134 51 102 *
12 16 20 2416 8 , 12
10 10 10 10 5 5 5
Zkouska:
5 5 15 O
L L0055 103 307 2 3 4
A-X=[-100 2 0 134 51 102 41=|5 6 7 8|=B
~3 -3 10 9 10 11 12
6 8 5, 12

5 5 5

-

—



Pomocné vypocty:

—1.35_34_ 100 614 _714 _
3434730 102 T102 " 102~
—1,103_102 _ _
51751 51 et
~1, 307 _306_, 3 105 60 _—102 \h_ 5. 45-9
102 102 102 ~° 34 34 5 34
3309, 80 —306

- = =22 16=—6+16=1
0+4=4, 51 515 s lemorleslo
100 70 _ 170 _ 3 921 502918 o= -
34 T34 32 2 102 102 7207 g T0=T9H20=1
100 . 206 306 _ 0—12+320 _ _15i0a—12
51 51 51 5

5.6. Matice inverzni

5.6.1. LEMMA
Necht' T je t€leso, n€IN, A€T, , . Plati: existuje nejvyse jedna matice X€T, , tak, ze
A X=X-A=FE.
Dikaz: Necht X, YE€T, ,  A-X=X-A=E, A Y=Y-A=E.
Chceme: X =Y. Po¢itejme: X=X-E=X-(4-Y)=(X-4) Y=E-Y=Y.

5.6.2. DEFINICE
Necht' T jetéleso, neN, 4, X€T, .
Matice X se nazyva matice inverzni k matici A4 , plati-li:
A-X=X-A=E.
Oznaceni: X=4"".

5.6.3. VETA
Necht T jet&leso, n€N, A, X€T, , Jestlize A-X=FE ,pak X-A=E atedy X=4"".
Dikaz: n=h(E)=h(A4-X)<min{h(A), h(X)|<h(X)<n.(Pouzili jsme vétu 5.3.6.) Odtud
h(X)=n, X jeregularni matice. Dle 5. 5.2. existuje pravé jedna matice Y €T, , spliiujici
X-Y=E.
Potom A-X=F /Y
(4-X)-Y=E-Y
A(X-Y)=Y
A-E=Y
A=Y
Takze E=X-Y=X 4.

5.6.4. VETA
Necht' 7T jetéleso n€N, A€T, , . Plati:
Matice 4~ existuje pravé tehdy, kdyz matice 4 je regularni.
Dukaz:
(I) Necht 47" existuje. Chceme: A je regularni, tj. h(A4)=n.
n=h(E)=h(A-A""Y<min{h(A4), h(A")}<h(4)<n (pouzili jsme vétu 5.3.6.).
Odtud h(A4)=n.
(II) Necht A4 je regularni. Chceme: 4~ existuje.
Dle 5.5.2. existuje pravé jedna matice X€T, , tak, 72 A-X=FE .Dle5.6.3.pak X=4".



5.6.5. POZNAMKA

Necht' T jetéleso, n€IN, A€T, ,, A jeregularni. M4 se ur¢it matice 4~ . S ohledem na
5.6.3. to znamena vyfesit maticovou rovnici 4-X=E ( X€T, ). K tomu lze pouzit
Gausstv-Jordantiv elimina¢ni algoritmus, jak je vyloZeno v poznamce 5.5.3.

5.6.6. PRIKLAD
1
Necht A=[—-100
-3

1
2

=3

0
0
10

je matice nad t&lesem IR . Urdete matici 47" .

Reseni: PouZijeme postup popsany v poznamce 5.6.5.

1 1 0l1 0 0 1 1 0| 1 0 0
—100 2 0|0 1 0ol — |0 102 0100 1 O] —
-3 =3 100 0 1 0 0 100 3 0 1
1 1 0 1 0 0 b ! 0 0
100 1 0 1 1001
1 - _—_
0 0 0 102 ol — 1(;2 102 1 -
0 0 10| 3 0 1 0 0 0 0 m
2 -1 2 -1 1 -1
1 _= - _= I i P
00 102 102 0 102 102 0 51 102 0
100 1 S |100 1 50 1
0 0 102 102 0. Tedy 102 102 0 51 102 0
3 1 3 1 3 1
00110010 10010 10010
Zkouska:
1 -1
— — 0
1 1 1 0 gé 1(1)2 1 0 0
A-A =[-100 2 0-5—11—02 0|=[o 1 0o|=E
-3 =3 10 0 0 1
3 9 L
10 10
Pomocné vypocty:
1 50 51
5151 51 0+0=0
-1 1 _ -3 150,30 _—30—1500+1530 _
102 T102 =Y 51 51 10 510 0
3 3 B
0+0=0 0 102+0_0
—100 100 _ 1
51 51 =0 10 10_1
100, 2 _102_,

102 102 102



5.6.7. VETA
Necht' T jetéleso, n€N, A, BET, ,, A, B jsouregularni. Pak
(@) A" jeregularni a (A*')*'—A
(b) A" jeregulamia (47)'=
(c) A-B jeregularnia (4-B) '=

Dﬁkaz

(b) 4" (A ‘)T:(A‘l-A)TzEng, (A ) A"=(4-A")'=E"=E ,takze (4")'=(4"")".
(c) ( ‘B)-(B"A"=4-(B-B")4 1—A E-A” ‘—AA '=F,
(B'A")(4-B)=B'-(4"-4)-B=B"-E-B=B '-B=E, takze( B) '=B'47".



Kapitola 6 — Symetrické grupy
6.1. Symetricka grupa mnoZiny

6.1.1. DEFINICE
Necht M je mnozina. Permutaci mnoziny M rozumime kazdou bijekci mnoziny M na
mnozinu M . MnoZzinu viech permutaci mnoziny M budeme znacit S(M ) .
Tedy S(M)={m:M — M| je permutace} .

6.1.2. VETA
Mnozina S(M) s operaci skladani zobrazeni je grupa.
Diikaz: Necht 1, p€S (M) . ProtoZe sloZeni bijekci je bijekce (viz 1.1.8.(c)), je mpES(M ).
Necht 1, p, 0€S(M) . Pak (mp)o=m(po) na zakladd 1.1.3.(a). Ziejmé id ,€S(M) a
id \, je neutralni prvek vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Kone¢ng, necht meS(M ) .
Pak 7t je bijekce (viz 1.1.8.(d)), m'€S(M) a ' je inverzni prvek k prvku .

6.1.3. DEFINICE
Grupa S(M) se nazyva symetricka grupa mnoziny M .
Necht n€N . Misto S({1, 2, ..., n}) piseme S, ahovoiime o symetrické grupé n prvka.

6.1.4. VETA
Necht M je mnozina. Plati:
Grupa S(M) je komutativni pravé tehdy, kdyZz mnozina M ma nejvyse 2 prvky.
specielné: S, S, jsou komutativni, S;, S,, S5, S¢, .- jsou nekomutativni.
Diikaz:
= : Pfedpokladejme, ze M ma aspon tii prvky a, b, ¢ . Definujme m: M —->M a p:M > M
takto:

w(x)=x pro xeM —{a, b, c} .

Ziejmé 1, p€S(M).Dile (mp)(a)=p(m(a))=pla)=b, (pr)(a)=m(p(a))=m(b)=c.
Vidime, ze mp#p 1. Takze grupa S(M ) neni komutativni.

< Jestlize M=8 ,pak S(M)=(0] .Jestlize M je jednoprvkova, pak S(M) je
jednoprvkova. Jestlize M je dvouprvkova, pak S(M) je dvouprvkova. Stac¢i si uvédomit, ze
kazda jednoprvkova a dvouprvkova grupa je komutativni.

6.1.5. VETA
Necht n€IN . Grupa S, je kone¢nd ama n! prvka.
Dtikaz: pfenechavame Ctenafi.

6.1.6. OZNACENT
Necht nelN, weS, . N&kdy budeme psat m= nl

6.1.7. DEFINICE
Necht n€N, i, j€(1, 2, ..., n}, i#j.Definujeme permutaci (<> j)€ES, takto:
(i j)i)=j
(i) j)=i
(i< j)(k)=k prokazdé ke(l, 2, ..., n}—{i, j
Permutace (i< j) se nazyva transpozice prvkil i a j .



6.1.8. VETA
Necht n€N, n=2, wES, . Plati:
existuji transpozice T, Ty, ..., T,ES, (k€N)tak, 7e T=T,T,""'T,.
Dukaz: Indukci vzhledem k # :
(D n=2

el 33

1 2— — —
12)—(1 2)(12)
1 2\_ o
L 212

(II) n=3

Rozlisime 2 piipady:

(1) m(n)=n

Definujeme PES, | :

p(1)=m(1), p(2)=m(2), ---, p(n—1)=m(n—1). Podle indukéniho predpokladu existuji
transpozice 0, ..., 0,E€S, | (k€N)tak,ze p=0,--0,.

Definujeme T, ..., T,E€S, takto:

Ti(l):O-i(l)a XS Ti(n—l):()'i<l’l—l) 5 T,‘(n):n pro i:1, ceey k.

Ziejmé Ty, ..., T,ES, jsou transpozice a T=T, " T,.

(2) m(n)=i<n

Polozme m'=m-(i<>n).Pak 7'(n)=n takze podle jiz diskutovaného ptipadu (I) existuji
transpozice T, ..., T,E€S,, (k€IN) tak, ze T'=T---T,.Pak
n=m(ion)(icon)=n'(icon)=1,1,(i<n),

6.2. Sudé a liché permutace

6.2.1. DEFINICE
Necht neN, meSs,, (i, j)€(1,2, ..., n}*:
Dvojice (i, j) se nazyva inverze v permutaci 7 , plati-li:
@) i<j
a0 m(i)>ml(;)
T se nazyva suda permutace, je-1i pocet vSech inverzi v permutaci 1 sudy.
1T se nazava licha permutace, je-li pocet vSech inverzi v permutaci 1 lichy.
Dale definujeme
je-litt suda

je-litr licha

6.2.2. TVRZENI
Necht n€IN, TES,, T je transpozice. Plati: Sg(7)=—1.
Dikaz: T=(i <> j) projista i, j€{1, ..., n}, i#j.Lze pfedpokladat, ze i< .
Inverze v permutaci T :
(i, i+1), (i, i+2), ..., (i, i+(j—i—1))
(i+1, j), (i+2, j), ..., (i+(j—i—1), j)
(i, J)
Celkovy pocet inverzi v permutaci T je 2+(j—i—1)+1.Cislo 2:(j—i—1)+1 je liché, takZe
Sg(t)=—1.

r=(i j)=



6.2.3. VETA
Necht n€IN, ™, TES,, T je transpozice. Plati Sg(tm)=—Sg ().

Dikaz: T=(i<> j) projista i, j€(1, ..., n}, i#j.Lze predpokladat, ze i< j.Postupujme
indukci vzhledem k j—i:
() j—i=1
Tr:(l AV & A n)
w(l) ... w(i)m(j) ... m(n)
PG | ij n
(i j)m (nu) ()l . Tr(n))

Je ziejmé, 7e v permutaci (i <> j) T je o jednu inverzi vice, nez v permutaci 7t (kdyz (i, j)
neni inverze v 1t ), nebo o jednu inverzi méné nez v permutaci  (kdyz (i, j) je inverze
v 7). Kazdopadné plati, ze Sg(tm)=—Sg ().

(B) j—iz2
Tri=(i< j)w=(i<>j—1)(j—1¢<> j)(i<>j—1)m . Podle indukéniho predpokladu
Sg(tm)=S8g((i<>j—1)(j—1<j)iej—1)m)

=—Sg((j—1< j)liej-1)m)

=Sg((i<>j—1)m)

=—Sg ().

6.2.4. VETA
Necht n€IN, m, pES, . Plati: Sg(mp)=Sg(m) Sg(p).
Dukaz: Pokud n=1, je tvrzeni ziejmé, nebot’ m=p=id .
Necht' n>2 . Podle 6.1.8. existuji transpozice T, ..., T,ES,, k€N tak, ze T=T,T, " T,.
Aplikaci véty 6.2.3. snadno dostaneme
Sg("ﬂ)ZSg(TlTz"'Tkﬂ)Z—Sg(Tz"'TkP)Z“‘(—l)k'S
Ovsem Sg(m)=Sg (7,7, T4id)=—Sg (1, Tid)=""-
takze Sg(mp)=Sg(m) Sg(p).

(p).
(—1)"Sg (id )=(—1)"1=(-1)",

IS

6.3. Alternujici grupa

6.3.1. OZNACENI
Necht n€N . Klademe 4,={T€S,|Sg(m)=1} .

6.3.2. TVRZENI
Necht' n€IN . Plati: 4, je podgrupa grupy S, .
Dukaz:
(a) Chceme: id €A, . To viak plati, nebot’ Sg(id)=1.
(b) Necht 1, pEA4, . Chceme: TpE A, . Tedy chceme: Sg(mp)=1.Podle 6.2.4. mame
Sg(mp)=Sg(m)Sg(p)=1-1=1.
(c) Necht WE A, . Chceme: 1 '€4, . Tedy chceme: Sg(m")=1.Vime, ze 7t '=id, tedy
Sg(m)-Sg(m ')=Sg(id)=1, coz dava Sg(m')=1, protoze Sg(m)=1.

Grupa 4, se nazyva alternujici grupa n prvka.

6.3.3. TVRZENI

!
Necht n€IN, n>2 . Plati: card(An)Z%card(Sn) (tedy card(A”):%).
Dikaz: Oznatme L,={m€S |Sg(m)=—1} . Je S,=A,UL,, A,NL,=0  takze

card S,=card (A,)+card (L,) . Stadi tedy sestrojit bijekci ¢ 4,— L, .Pro TE 4,



definujeme @(m)=(1<>2)-1r . Podle 6.2.4. 2 6.2.2. je
Sg(@(m))=Sg((1<2)m)=Sg((12))-Sg (m)=—1-1=-1.

Vidime, ze @(m)€L, . Tudiz ¢ je korektné definované zobrazeni mnoziny 4, do mnoZiny
L, .Zbyva ukazat, ze ¢ je bijekce. Zdivodnéni pfenechavame Ctenafi.



Kapitola 7 — Determinanty

7.1. Definice determinantu

7.1.1. DEFINICE
Necht' T je téleso, n€N, A€T, , . Determinantem matice A4 rozumime nasledujici prvek z

Oznaceni:

det A

4]

dyy Ay Ay,
dyp Gy 777 Ay,
anl an2 ann

7.1.2. PRIKLAD

) a,, a
(a) K¥izové pravidlo: | '' '?

ay dy

Zdavodnéni: S,={m, p}, m=

ap; dp|_
—Sg(")'am(l)'azn(2)+Sg(P)'alp(l)'azp(z)
ay 4y

=l-a, a,+(=1)a,,a,
=d Ay T a1y Ay,
(b) Sarrusovo pravidlo:
Ay dyp 43
Ay Gyy Ay3|TAyy Ay Ay Tay37Ay, A3yt d)y Ayy Ay = 37 Ayy A=Ay 33— Ay Ay sy

as; dzp; Qdsj

Zduvodnénti:

LI Sg () A1) Ao (2) A3n(3)
1 2 3

(1 5 3) +1 a7y, ds;
1 2 3

(1 3 2) —1 ay1°dy3°d3,
1 2 3

(3 2 1) —1 SERSTN Y
1 23

(2 1 3 —1 STRCINEY
1 2 3

(3 1 2 +1 SEROINEY)
1 2 3

(2 31 +1 Q) dy3dsy,




7.2. Zakladni vlastnosti determinantu

7.2.1. VETA (Zakladni vlastnosti determinanti)
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, . Plati:
(I) Jestlize matice 4 mé néktery fadek sloZen ze samych nul, pak |4|=0
(|II) |Nec}|1t’ |c €T . Jestlize matice A' vzniklaz 4 vynasobenim jednoho tadku prvkem c , pak
A'l=c-|A| .
(IIT) Necht' i€{1, 2, ..., n}, A", A"€T, , Necht matice 4, A', A" se shoduji ve viech
fadcich kromé 7 -tého, necht’
i -ty fadek matice 4' je (a';;, a'yy, ..., a'y,),
i -ty tadek matice 4" je (", a"y, ..., a",),
i -t}'/ fadek matice A4 je (a'i1+a "jl ) a'i2+a "iza -eenda in+a"in) .
Za téchto predpokladii je |A|=|A"|+]4"] .

(IV) Jestlize matice 4' vzniklaz 4 vyménou dvou fadka, pak |4'|=—|4] .

(V) Jestlize matice 4 ma dva fadky stejné, pak |A|=

(VD) [4"|=]4]

Dikaz:

(I) Necht’ 1'6{1 2,...,n}, a;;=0 pro viechna jE[l 2, n}

| A|= Z Sg(1)-a, ., azn( )" Ain) Aig1m(ivn) Ay Z O 0 . (Protoze @y (i) .)
mES, mES,

(IT) Necht A4' Vzmklaz A vynasobenim i -tého radku ( 16{1 2, ..., n}) prvkem c€T . Pak

'

|A |_ Z Sg Cl 1m(1) """ a‘l 1,m(i—1) a iTr(i).a'l+1 mw(i+1)’ eal n(n)

TES,
_Z Sg(m alrr " aifl,n(ifl)'(C'am(i))'anln(wl) """ 2
meSs,
=c- Z Sg alrr . anrr(n):c'|A|
meS,
(111
|A| Z Sg alTr '.al'*l,T((i*l).aiﬂ(i)'ai‘i*l,Tr(i+l)'.'..anﬂ(n)
mES,
= Z Sg al'rr ) ai*l,ﬂ(i*l).(a'irr(i)+a"i'rr(i)).ai+l,Tr(i+l).””anTr(n)
meSs,
- Z Sg aln 'ai—l,Tr(i—l)'a'in(i)'ai-%—ln(i-%—l)“.”ann(n)
meSs,
+ Z Sg alTr al‘*l,T((l.*l).av'iﬂ(i).ai‘Fl,Tl'(l"Fl)“...anﬂ(n)
mES,
_z Sg Cl 17 (1 ’ + Z Sg a Im(1)”" ‘a"nrr(n)
mES, meES,
=\ 4"

(IV) Necht 4' Vzniklaz A vyménou i-tého a j -tého fadku (i, jE(1, 2, ..., n}, i<j).
|A |— Z Sg a ]Tr ..... a'[Tr([)".”a'jrr(j)".”a'nrr(n)

mES,

= z Sg alrr ajrr(i)“."airr(j)“."anrr(n)

mwES,

= z Sg aln o al'Tr(j)”'“ajﬂ(i)”'“an‘r((n)

meSs,

== Z =SETO) (s ) Dol i)™ Bl il Lol )

mES,

- Z Sg((i‘_’J')<"))'a1(u~j)rr)m“""’Auwm) 07l gm) )T Dl i) (n)

mES,

Zaved'me novy séitaci index p=(i<> j)m . Pak |4'1==2_ Sg(p )@y 0y =14

pES,

Je tieba si uvédomit: Sg((i<> j)m)=—Sg(m) (viz 6.2.3.).



Dale: 1 probéhne S, pravé tehdy, kdyz p prob&hne S, , nebot zobrazeni ®:S,—S,,

@ (m)=(i<> j)m prokazdé TES,, je bijekce.

(V) Necht 4 ma i -ty fadek stejny jako j -ty fadek (i, j€(1, 2, ..., nf, i<j).

Vytvoime matici 4' tak, ze v 4 vyménime i-ty a j -ty fadek. Ziejm¢ A'=A . Avsak podle
jiz dokazané (IV) mame |A'|=—|A4|.Tedy |A|=—|A4|.Je-li T &iselné téleso (Q, R, C), lze
uvazovat takto: 2:|4|=0, |4|=0. Tento ditkaz vS§ak nem4 obecnou platnost: napiiklad v t&lese
Z, je 1=—1, aviak 1#0.

Nyni provedeme dukaz platny pro vSechna télesa 7':

|A| Z Sg aln ””anrr(n)

mES,
= 21 S (1)@ 1y o T ST Ty 007 i
me
To plati, nebot zobrazeni ®-A4,— L, @(m)=(i<> j)m prokazdé mE A, je bijekce
(L,={p€S,|Sg(p)=—1}) . Déle pak pro TE 4, plati:
Sgl(i 2 )T a3y @it jym

Ao mG)T Dal(io j)ymn)

)
=—8g(1)a,,q i D D) | uzijeme TOVNOSH @, (1= ;5 @ @ (= A
:_Sg(ﬂ-)'aln(l)“'"airr([)"'"ajrr(j) anrr(n)
Dostavame:
|A| Z Sg alrr ’ nTr(n)_Sg< ) alrr Z 0=0 .
TrEA TrEA

(VI) Oznaéme B=4".
|AT|: Z Sg(ﬂ-)'blrr(l)"'“bnﬂ(n)

mES,

= Z Sg(")’an(l)l”"'an(mn
mES,

=> Sg (1))
meS,

Nyni zménime s¢itaci index. Polozime p=1"
Dostaneme (uzijeme toho, ze Sg(m)=Sg (') ):
T -1
|A |: z Sg('IT ).alrrfl(l) ..... anrrfl(n)

mweSs,

_z Sg alp o np _|A|
pES,

7.3. Véta o rozvoji determinantu

7.3.1. DEFINICE
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, i, je{l,2,...,n}, n=2.

Determinant
ay 4y ay iy T A,
L T S DUy R ¢ S T Y ¢ 2
Aivi1 Aivi,j-1 Qiy1, j+1 Aivin
an,l an,j—l an,j+1 an,n

se nazyva subdeterminant determinantu | A ptisluSejici prvku @;; a znaci se A, j



Determinant

Ay 0 4y Ay Gy T Ay

L T U 2 T £ T N L B P

0o - 0 1 0 0

i+, 7 Q-1 Qv Qi e T Qi

an an,j—l anj an,j+1 Ay

se nazyva doplnék prvku @;; v determinantu |A4| aznacise D,

7.3.2. VETA
Necht T jetéleso, neN, A€T, , i, j€(1,2,...,n}, n=2.
Plati: D,;=(—1)"" 4,
Dukaz: Necht’

ay, a4y a; a j+1 "t Ay
iy 7 Ao Qi i T G,

B=| 0 0 1 0 0
Aivi 7 Qi -1 Qivryy Qi1 T Qg

Ay an,jfl anj an,j+l o Ay

n - i vyménami fadkl v matici B lze ziskat tuto matici:

ap ap ;- a; ay i1 0 Ay,

i1 7 g1 G Gig i T G,
B': a ces a

i+, -1 vt G417 it

an an,j—l anj an,j+l Ay

0 0 1 0 0
Podle véty 7.2.1., st (IV), je |B'|=(—1)""|B|=(-1)""-D;;.

n—j vyménami fadkd v matici (B')" a transponovéanim vzniklé matice Ize ziskat tuto matici:

ap a -1 ap v 7 Qg ay;
iy 77 Qi Qg T Qi Qi
C= Aivi,1 77 Gy Qv v 77 i Qg
a, an,j—l an,j-H T ayy anj
0 0 0 0 1

Podle véty 7.2.1., ¢ast (IV), je |CT|:(—1)"_'j-‘(B')T| . S ohledem na ¢&ast (V1) téze véty:
[Cl=(=1)""|B . Pak |Cl=(=1)"/(=1)""D,=(=1)""""/-D, .

Odtud (—1)"/ |c|—( )“-D,:D . Stag tedydokézat e |C|—A,_,.
|C| Z Sg Clrr CC A (n-1) Z Sg Cln Ch 1, n(n-1)

mES, mTES,

Tr(n)=n

Je-li mES, , m(n)=n, definujme T'ES,_, takto: m'(k)=m(k) pro k=1,2, ..., n—1.



Ztejmé pocet inverzi v permutaci 1 se rovna poc¢tu inverzi v permutaci ' .
Takze Sg(m)=Sg(m') (viz definici 6.2.1.).
Nyni zménime s¢itaci index:

Cl= 2. Sglm) ey

m'es,

Cn—l,n'(n—l):

a

a1,

Aivy,j-1

an,j—l

7.3.3. VETA (o rozvoji determinantu podle prvkii jedné jeho fady)
Necht' T jetéleso, n€N, A€T, , i€{l,2,...,n}, n>2.
Plati: |4|=a,,-D, +a,,'D,,+...+a,, D, .

Dukaz:

a,D;+a,D,+...+a,,

ay ap,
a, 11 44,
tap | 0 1
i1 412
a, a,,
ag a,
a, 11 41
T | 9a 0
7.2.1.(11)
iy 9412
anl an2

apy 2P)
a;,1,1 412
‘D, =a; |1 0
Aiv1,1 v
anl an2
a, apy
Ai1,n a, 11
0 +'“+ain' 0
Aiv1n a1
ann anl
a, apy ap,
A 1,nl |Qic1,1 Gic1)2
0 [+] O a;,
Aivia [Giv11 Qiv12
ann anl anZ

Ay jv1

di 1 j+1
Aity, j+1

an,j+l

aln
ai—l,n
0 +
ai+l,n
ayy
ap a,
ai_12 ai1n
0 1 |=
Aiv12 Aitin
an2 ann
aln
ai*l,n a
0 |[+-+
ai+l,n a
a,,

aln
ai*l,n
ai+l,n
ann
apy ap,
i-1,1 ic12
0 0
1,1 Qg1
anl an2

ij .




a ayp, a4

a; 1,1 di1 4

i—1,n
T a; a;, a, :|A| .
7.2.1.( 1)
i1 Qi1 Ai1n
anl anZ ann

7.3.4. POZNAMKA (Vypocet determinantti)

7w

(a) kiizové pravidlo (viz 7.1.2. (a))

(b) Sarrusovo pravidlo (viz 7.1.2. (b))

(c) Rozvoj determinantu podle prvki jedné jeho fady (nebo sloupce — s ohledem na to, ze
matice a tdz matice transponovand maji stejny determinant).

Vypocet determinantu n -tého stupné se tak pfevede na vypocet n determinantd stupné¢ n—1
(vzali jsme v Givahu vztah mezi dopliikem prvku v determinantu a subdeterminantem
ptisluSejicim danému prvku).

(d) Uprava matice, jejiz determinant poéitime; pfitom pouzivame vétu o zékladnich
vlastnostech determinantti (7.2.1.) a nasledujici tvrzeni 7.3.5. a 7.3.6.

7.3.5. TVRZENI

Necht' T je téleso, n€N, A€T, , . Plati:

Jestlize A je horni trojuhelnikova, pak |A|=a”-a22-----an”_
Specielné:

Jestlize A je diagonalni, pak |A|=a,,ay,a,,.

Diikaz pfenechavame Ctendfi.

7.3.6. TVRZENI

Determinant se nezméni, pficteme-li k jednomu fadku linearni kombinaci ostatnich radku.
Duikaz:

Necht' T je téleso, n€N, A€T,
Je tfeba ukdzat:

i€(1,2,...,n), Clyues Ciyy Ciyys -y C, €T .

nos

a,
i1
|A|=|G,+c, @ +... e, -G +e,, T+ ++e, T, .
ity
a,

+Cl' a, +...+Ci71' a;_, +Ci+l'al_+1 +...+Cn' a

.

Sy
S
8

8y

8y

0 0
dle 7.2.1. (V)



T @ Tleray| T Tea L [Tl ai| T T e d,
72.0.(10) | : : :
an al‘l an an an
a
T |laitcrat+..tc_yaterant+. . te,a, .
7.2.1.(m) |:
af’l

7.3.7. POZNAMKA
Pti vypoctu determinantu ¢asto kombinujeme rtizné postupy. Naptiklad: matici, jejiz
determinant poc¢itame, nejdfive upravime (zvlasté s vyuzitim tvrzeni 7.3.6.) a potom
provedeme rozvoj podle prvkl jedné tady.

7.4. Determinant soué¢inu matic
7.4.1. LEMMA

Necht n€N, n>2, BET,, mES, Plati:

buta|=Sg (m)-|B|

Dtikaz:
Necht' T, pES,, T je transpozice.

|
|

Matice (b, | vzniklazmatice [b,,| vyménou dvou fadki,
b(ﬂT)(Z) bp(Z)
b(pT)(n) bp(n)

—_— | —

takze dle 7.2.1. V) je [Poa)|  [Pou)| -

—_— [

b(pT)(Z) == bp(Z)

—_— [

b

pT)(n)

Dle véty 6.1.8. existuji transpozice T, Ty, ---» T,ES, (kE€IN) tak, ze T=id T, T, T,.

Pak bTr(l) b(id'Tl'Tz""'Tk)(l) b(id‘Tl'Tz""'qu)(l) bid(l)
b |=|Biia vy w2 = —{Plidryrseom, (2) =.=(-1)" bis2) =(—1)"|B|=Sg ()|B|.
bTr(’l) b(idT,-Tz-w-‘r,\.)(n) b(id‘Tl‘Tz""‘Tk,l)(}’l) bid (n)




7.4.2. VETA
Necht' T jetéleso, n€IN, 4, BET, , . Plati: |4-B|=|A||B| .
Dtikaz: Pro n=1 je véta ziejm¢ pravdiva. Necht n>2 .
OznaCme
5,=(by1, by s B

b

b2:(b2], byys e 2;1)

b,=(b,,,b,,,....,b,)

n

a,,+b,+a,b,+...+a, b,

—_

n

|4 B|= a.21~b1+a22~b2+...+a2n~b

—_

a,b+ta,b,+..+a,, b,

K dalsi tpravé vyuzijeme zékladni vlastnosti determinantt (viz 7.2.1.).

b, -
S Bta, Bt tay, B N b
a,, a,, e ta, - — — —
|A'B|:Z ay-| TR o :Z aul'z Di'lay, b +ay, b, +...+a,, b
i=1 : i=1 i, =1 . "
a ~F+a 'F+...+a,-g . —- —
S e a,-b+a,b,+..+a, b,
bi —_—
— b,
n n biz n n n ELI
:'_1 ~ @i i ay b+ asy by +...4as, b, :‘_1 ~ —~ Ayi o, Ay 0
— — bi
a, b +ta,b+..+a, b "
b'n(l)
_ b
- Z aln(l)'a2n(2)”“anrr(n)' 17(2)
mES, :
bn'(n)
Nyni vyuzijeme vyse dokézaného lemmatu 7.4.1.
|4-B|= Z An(1)y Co2n(2)”"  Aun(n) )| B|= Z Sg(m aln )y Aor2) " Ay (n) | B|=|4]| B|
mTES, mweSs,
7.4.3. VETA

Necht' T je téleso, n€IN, A€T, , . Plati:

A je regularni tehdy a jen tehdy, kdyz |A|#0 .

Diikaz:

(I) Pfedpokladejme, 7e A je regularni. Pak existuje matice 4" (viz5.6.4.).Je E=A4-4"",
takze 1=|E|=|4-47'|= 1| . Nutng |40

(I) Piedpokladejme, z¢ A je singularni. Chceme: |A4|=0

a=(a,, a;, ..., a,

n

5’2:(a21’ Ays --es aZn)

E;:(anl’ an2’ teto ann)

Protoze h(A)<n  jsouvektory @), ..., @, linearné zavislé. Existuje i€(1, ..., n} ,



Ciy ey Ciys Ciyys - C,ET tak, ze a,=cy-a,+...+c,_-a,_ +c, . -a,,,, +...+c,a
Pak

a a
ai—l n al._l n n
[Al=|e, @+ e T ey T, 0T, =2 €jla; =2 CJ'O_Z 0=0.
R e =1
a;. j#i Aiq| j=i i
a, a,

n -



Kapitola 8 — Aplikace probrané teorie

8.1. Frobeniova véta

8.1.1. VETA (Frobeniova)
Necht' T je téleso, m, neN, a,,€T be€T (i=1,2,...,m,j=1,2,...,n). Uvazme
nasledujici soustavu rovnic:

a,x,ta,;x,+-+a, x
Ay X +a,, X, ++a,,  x

:b1
:b2

n

’ (*)

aml.x1+an12.x2+“ .+amn"xi :b

Necht A€T,, , je matice soustavy ( * ), 4,€T, .., je rozsifena matice soustavy ( * ),

a; ap a, ayy ap a,, b,
A=|%1 92 s, A =% 9» a,, b,
b r

aml Ao amn aml amZ amn bm

Plati: Soustava ( * ) ma aspon jedno feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz 4 (A)=h(4,) .

Dukaz: Ozna¢me
a\=(a,, @y ...y a,y)
a,=(a,y, aysy .. a,,,)

mn)

E :(bla bZa Ty bm)

Protoze h(A)=h(A") (viz 5.3.5.), méme h(4)=dim((a@,, @,, ..., T,}) .

Protoze h(A,)=h ( ) (viz 5.3.5.), mame h (A4 dzm<{a’ a, ..., a, I;}>

(I) Necht soustava ( * ) ma aspoil jedno feseni.

Existuji ¢, ¢y, ...y ¢, €T | b=cyd,+cyar+ +c, a, .

L a)eld@, @, ... @, b)).

ovsem (@,, @, ..., @,, bIC((@,, @, ..., @), takze ([T, @y, ..., @), b))<((@), @y ..., T,)).
\=((a@, @ ..., @, b)), h(4)=h(4,).

—

a,=(a,,, ay,, -,

N

Ztejmé ((a), @, .

—_——

Celkem <{Zf1, ayy ey @,
(II) Necht' h(A4)=h(4,) .
Jeﬂl,%,m,awgﬂa,i,”” nzmammua Ty ... @))=dim| (T, @, ..., @), D))
Z toho plyne, Ze <{c_1’1, a,, < ld,,d,, ..., a, l;}> Pak b€<{a1, sy ...y a,,}> . Existuji
tedy ¢, ¢35 ..., ¢, €T, h= cy a1+02 a,+-+c,a, (viz2.2.7.). Vidime, Ze n-tice

(¢, €35 -5 €,) Fesi soustavu ( * ).

8.2. Cramerova véta

8.2.1. VETA (Cramerova)
Necht' T je t&leso, n€N, a,;, b,€T (i=1, ..., n, j=1, ..., n). UvaZme soustavu rovnic
a, ' x,ta,,x,++a, x,=b
=b,

n

Ay "X, ta,, X, ++a, x

(*)

a, x,ta,x,t-+a,, x,=b

n



Oznacme

ayp Gy " dy, Ay o 4y g b, Ay jv1 7 A,

d=[%1 G2 7 Gy, d =% a4y by a4,
. Jj . .

anl anZ ann anl an,]—l bn an,j+1 ann

(j=1,2,...,n).

Plati:

Jestlize d #0 , pak soustava ( * ) ma prave jedno feSeni. V tomto piipadé pak
dl d2 dn

x1=g, x2:7, ...xn=7 .

Dtikaz: Necht d#0 . Nejdiive ukazeme, ze soustava ( * ) ma feSeni. ZapiSeme soustavu ( * )
v maticovém tvaru: 4-X=8,

a;; dyp, o dyy, Xy b,

a a -ea X b

— 21 22 2n = 2 = 2

kde A . b X : 5 B :
anl an2 ann x” b"

d =|A|#0 , takze matice A4 je regularni a existuje matice 4~ (viz 7.4.3.25.6.4.).

Polozme X =4""-B. Ziskali jsme feSeni soustavy: 4-X=A-(4'-B)=(4-A"')-B=E-B=B.
Soustava ( * ) ma tedy aspoii jedno feseni;oznaéme ho (¢, ¢,, ..., ¢,) .

Zvolme libovolng j€(1, ..., n}, e, e,, ..., ¢, €T .

PoloZzme
Ay 0 Ay € Ay T 4y
A'=|%21 7 Gy € Ay T Gy
anl an,j—l en an,j-H ann

Spocitejme |A'| (pouzijeme rozvoj podle prvki j—tého sloupce - viz 7.3.3.a 7.2.1. (VI)):
|4 '|:z e D’
i=1

Ovsem D', =(—1)"-4", =(=1)"-4,,=D,, (viz73.2.), takze |4'|=) e D,,.
i=1

L

Dostali jsme toto:

(1) Zaij'Dij:d
i=1

2) 2.b:D,,=d,
i=1

(3) 2. a,'D, =0 pro k€[l, ..., n}, k+].
i=1

n
(Uvédomme si, ze Z a;;-D;; je determinant matice, jez ma 2 sloupce stejné — totiz sloupce
i=1

kaj).

Necht' j€(l, ..., n} . Vime, ze
a,;-¢c,tac,t+a,,c,=b |'D1j
4y ¢+ a,,cteta,, ¢, =b, |'D2j
anl.Cl+an2'62+.”+ann'cn:bn |'Dnj



cl'(a11'D1j+a21'Dzj+"'+an1'Dnj)
+Cz'(a1z'D1j+a22'D2j+'"+an2'Dn_;)

+cn~(a1n~D1j+ a2n~D2_].+--~+ann-Dn/):
=b,-D, +by D, +-+b,D, .

n n n n
cl'z ail'Dij+Cz'z aiZ.Di‘j+"'+Cj71'Z ai,j—l'Dij+Cj'z aij'Dij+Cj+1'Z ai,j+l'Dij+
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

+“'+Cn'z am'Di_;:z by D;;.
i=1 i=1

S ohledem na vztahy (1), (2), (3) dostavame

¢:0+c,,0+...4¢;, ;-0+c d+c;,-0+---+c,0=d .

cyrd=d,
d.
c]:d_j.

8.3. ReSeni systémii linearnich rovnic

8.3.1. VETA
Necht' T je téleso, m, neN, a, €T bE€T (i=1,2,..m, j=1,2, ...n). Uvazme
nasledujici soustavu rovnic:
a,;x,ta,,x,++a,, x,=b,

:b2

n

n

Ay "X Ty Xyt ta,, X

(*)
anzl'x1+an12.x2+. Tt amn.xn :bm .

Necht’ soustava ( ** ) vznikla ze soustavy ( * ) uzitim kone¢ného poctu nasledujicich uprav:
(1) Nahrazenim rovnice tou rovnici plus jina rovnice vynasobena néjakym prvkem télesa 7.
(2) Vyménou dvou rovnic.

(3) Vynésobenim rovnice néjakym nenulovym prvkem télesa T .

Pak soustava ( ** ) je ekvivalentni pivodni soustavé ( * ) v tom smyslu, Ze soustavy ( ** ) a
( * ) maji tataz feseni.

Dukaz:

Staci ukazat nasledujici:

Necht’ soustava ( ** ) vznikla ze soustavy ( * ) uzitim jedné z Gprav (1), (2), (3). Pak soustava
( ** ) je ekvivalentni soustaveé ( * ).

(I) Necht’ soustava ( ** ) vznikla uzitim tpravy (1).

Necht p, g€{l, 2, ..., m}, p#q, c€T . Necht soustava ( ** ) m4 tvar
a,;'x,ta,,x,++a,, x,=b,

(a, +ca,)x+(a,,tca,)x,+-+(a,,+ca,)x,=b,+cb,

a, X, +ta, x,+-+a, -x,=b,

anzl.x1+an12.x2+” .+amn'xn:bm'

Piedpokladejme, ze (y,, y,, ..., v,)ET", (¥1, Y25 ..., ¥,) fedisoustavu ( * ). Chceme
ukézat, ze (Vi Vs -oe v,) fesi soustavu ( ** ).



Pocitejme:
(ap1+c'aql)'yl+(ap2+c'aq2)'y2+'"+(apn+c'aqn)'yn:
:apl.y1+c'aq1'yl +ap2'y2+c'aq2'y2+”.+apn'yn+c.aqn.yn:
=(a, yta,, y,tta,, y,)tcla,, y+a,, y,++a, v,)=
:bp+c-bq.

Nyni naopak. Piedpokladejme, ze (¥, ¥y --.» V,)ET", (¥, ¥5s --os ¥,) Fesi soustavu ( ** ).
Chceme ukézat, ze (¥,, Vs, ..., ¥,) Tesisoustavu ( * ). Pogitejme:

Apyitayy y,tta,, y,=
=(a,yita,,y,tota,,y,)tela, yitagy v, +ota,, v,
—cla,yita v, tta, y,)=

=a, 'y, tca,yta,y,tea,y,++a,, y,+tca, y,—cb=
=(a,tcay)yitla,nteagn) yt+-+la,,+teag)y,—cb=

=b,+cb,—cb,=

=b

p*

(IT) Necht’ soustava ( ** ) vznikla uzitim Gpravy (2). Je ziejmé, Ze soustava ( ** ) je
ekvivalentni soustave ( * ).

(IIT) Necht soustava ( ** ) vznikla uzitim upravy (3).
Necht p€(l, 2, ..., m}, c€T, ¢#0 . Necht soustava ( ** ) ma tvar
a, ;' x;+ a,yx,+-+ a, x,=b,

ca,; X, tca,x,t+tea,, x,=cb,

n m*

a,,"x,+ a,,x,t-+ a,,x,=b

Predpokladejme, Zze (¥, V55 - ¥,)€T", (¥15 V55 > ¥,) Tedisoustavu ( * ). Chceme

ukazat, ze (V1> Vg -es ¥,) Fesi soustavu ( ** ). Poc¢itejme:
C.apl.y1+c.ap2.y2+...+c.apn.yn:

=cla, yita,y,+teta,, v,)=

=cb,.

Nyni naopak. Pfedpokladejme, ze (> V5> ---» ¥,)ET", (¥1s V2 ..., ¥,) Tedi soustavu ( ** ).

Chceme ukazat, ze (¥,» Vas ---s ¥,) Fesi soustavu ( * ). Pocitejme:
a,yita,,y,t-+ta, -y,=

=c hela, ytay yytta,, y,)=

:C_l'(c‘apl'yl“'c'apz')h‘l""+C'apn'J7n):

=c_1~c-bp:

=b

p*

8.3.2. VETA
Necht' T jetéleso, m, n€N, a,, €T beT (i=1,2,...,m, j=1,2, ..., n). Uvazme
nasledujici soustavu rovnic:
a, ' x,ta,,x,++a, x,=b

:bz

n

n

Ay "X, Fa,y Xy++a,, x

(*)

a,, x,ta,,x,+-+a, x,=b

m*



Necht' 4,€T,, ., je rozsifena matice soustavy ( * ),

a, a;, - a, b
_|a ay - oay, by

Ar_ .
aml am2 amn bm

Necht’ na matici 4, je aplikovan Gaussiiv-Jordaniv elimina¢ni algoritmus (viz 5.4.2.) a na
vystupu je ziskana matice 4, , nebo A, . Necht

a, a, = a, b ayy ap a, Zﬁ

A =|%1 Ga 0 Ay, b, 1 =% 9 a,, b,
r . 5 r .

aml Clm2 am” bm aml m2 amn bm

Uvazme nasledujici dvé soustavy rovnic:
a,;x,ta,x,++a, x,=b,

a,;"x,tay, x,++a,, x,=b

|38
~
*
*
~

a,,; x,ta,,x,+-+a, -x,=b,.

mr

B
3

a, - x,ta,x,+-+a,,

dy X dyy Xyt tdy, X, =0, (%%%)

a,, x,+a,,x,+--+a, -x,=b,.

Plati: Soustava ( ** ) je ekvivalentni soustaveé ( * ) v tom smyslu, Ze soustavy ( ** )a ( *)

J A

mayji tataz feSeni. Také soustavy ( *** ) a ( * ) jsou ekvivalentni.

Dukaz:

Gausstiv-Jordaniiv elimina¢ni algoritmus (5.4.2.) mlzZe provadét nasledujici Gpravy ve
zpracovavané matici:

(1) vyména dvou fadkt

(2) vynasobeni fadku nenulovym prvkem télesa 7'

(3) nahrazeni fadku timto fadkem plus jiny fddek vynasobeny néjakym prvkem télesa T .
Algoritmus provede pouze konecny pocet uprav (1), (2), (3). Tvrzeni véty nyni ihned plyne
z 8.3.1.

8.3.3. POZNAMKA
Véta 8.3.2. ukazuje, Ze k feSeni systémil linearnich rovnic miizeme pouzivat Gausstiv-Jordaniv

eliminacni algoritmus.

8.3.4. PRIKKLAD
Vyfeste soustavu rovnic nad télesem IR :

X,+ 3x;—x, =3

X, +3x,— x;+2x,=5
—2x,—5x,+2x;+x, =—4
—X;— X,+4x;+2x, =4



Reseni: Pouzijeme Gausstiv-Jordaniv eliminacni algoritmus:

o 1 3 -1 3 1 3 -1 2 5 1 3 -1 2 5
1 3 -1 2 5 o 1 3 -1 3 01 3 —-13
- - —
-2 =5 2 1 -4 -2 =5 2 1 -4 01 0 5 6
-1 -1 4 2 4 -1 -1 4 2 4 0 2 3 4 9
1 3 -1 2 5 1 3 -1 2 5 1 3 -1 2 5
o1 3 -13 /01 3 -1 3| _ (01 3 -1 3|_
0 0 -3 6 3 0 0 1 -2 -1 00 1 -2 -1
0 0 -3 6 3 0 0 -3 6 3 00 0 0 O
1 30 0 4 1 0 0 —15 —14
010 5 6| _ (010 5 6
0 01 -2 -1 0 01 -2 -1
000 0 O 0 00 O 0
Ziskali jsme tuto ekvivalentni soustavu rovnic:
X, —15x,=—14
x, +5x,=6
x;—2x,=—1
0=0
Vidime, ze zadana soustava ma nekone¢n¢ mnoho feSeni
(15p—14, =5p+6,2p—1, p), pER..
8.3.5. PRIKLAD
Vyfeste soustavu rovnic nad télesem IR :
X, +x,+2x,=—1
2x,—x,+2x,=—4
4x,+x,+4x,=-2.
Reseni: Pouzijeme Gausstiv-Jordaniv eliminaéni algoritmus:
112—1112—1113_21113_21
2—12—4—>0—3—2—2—>01§§—>01§§
4 1 4 =2 0 -3 -4 2 0 -3 -4 2 00 -2 4
1 1 2 -1 1 1 0 3 100 1
0122H0102H85?22
33 001 -2 a
0 0 1 =2
Ziskali jsme tuto ekvivalentni soustavu rovnic:
X, =1
X, =2 Vidime, ze zadand soustava ma pravé jedno feSeni (1 , 2, — 2) .

xX,=—2



8.3.6. PRIKLAD
Vyfeste soustavu rovnic nad télesem R:
X, +2x,+3x,=4
2x,+ x,— x;=3
3x,+3x,+2x,=10.
Reseni: Pouzijeme Gausstiv-Jordantiv elimina¢ni algoritmus:

1 2 3 4 1 2 3 4 b2 g 451 !
21—13—>0—3—7—5—>01§§—>0
33 2 10 0 -3 -7 =2 0 -3 -7 _» 0
1234 1230 1020
0 1 73 0 1 7 3
337 30 7o Lo
0 0 0 1 00 0 1 3
0 0 0 1
Ziskali jsme tuto ekvivalentni soustavu rovnic:
5
X, —3—x3=O
7
x2+3—x3=O
0=1.

Vidime, ze zadana soustava nema zadné feSeni.

S W3 W

W Wl



8.4. Homogenni systémy linearnich rovnic

8.4.1. VETA
Necht' T jetéleso, m, n€N, a;, €T (i=1,2,...,m, j=1,2,...,n).
Uvazme nasledujici homogenni soustavu rovnic:

a,,-x,ta,,x,++a,, x,=0
a,;"X,ta,, x,++a,, x,=0 ()

anzl'x1+an12.x2+” '+amn.xn:0 .

Necht' A€T,, , je matice soustavy ( * ),

a; 4y a,
A=|%1 92 a,,
aml amZ amn

Necht W je mnozina vSech feSeni soustavy ( * ).
Pak W je podprostor vektorového prostoru 7" a plati vztah dim W=n—h(A4) .

Dtkaz: Polozme U=T", V=T" . Definujeme zobrazeni ¢ .U — V' timto pfedpisem:
e (X)=%4" (xeU).

(I) ¢ je homomorfismus:

Necht X, JEU.Pak @ (3+7)=(34+7)- A =%A"+7-A"=p(X)+¢(7)
Necht X€U, c€T.Pak @(c-X)=(c-%)-A =c (34" )=c-p(F)
(II) Ker o :
Necht X€U . Plati:
X€Kerpe p(x)=0
=% A4"=0
( AN)'=(0)"
N\T
4(%)"=(0)
a, X, ta,x,tta,x, 0
PN azl'x1+a22'x2+"'+a2n'xn = 0
a, - x +a Xyt ta, 0

< X fesi soustavu (*)
oxelW

(IIT) Dasledek: W je podprostor vektorového prostoru U (viz 2.7.4.)
ay, dy o a ﬂ:<allaa21a-- s dy)

a
b,=(a,,, ay,, ..., a,,)

ml

r_|a a e a v ,
A'=|%12 S m2| Zavedeme oznadeni

|

S
I

aln aZn amn n <a1n’ aZn’ o amn)



=((x;a,,+xya,++x,a,, X0, +Xya,,++x, a5, ...,
xa,, +x,a,,++x-a, )| x;, Xy ..., x, €T}

={x;(a,;, Gypr oer @) FX,7(a1y, Ayyy vy @,,)+oF

x,(a,,, ayy, ..., a'”_".) |x1, X5y ..., x,ET}

:[xl'l;:""xz'gz"'"'xn'bn | X1, xp, ey X, €T
=({b,, b,, ..., b,}).

(V) dim (Imp)=h(A):

dim (Im @)=dim ({(b,, b,, ..., b,}))=h(A")=h(4).
Ptedposledni rovnost plyne z definice hodnosti matice (definice 5.3.2.), posledni rovnost pak
plyne z véty 5.3.5.

(VI) Disledek: Dle véty 3.2.3. plati: dim (Ker @ )+dim(Im@)=dimU .
Tedy dimW +h(A)=n.



