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Definice



Co to Jsou definice?

N

L

Definici v matematice (z latinské¢ho definitio, tedy
ohranieni, vymezeni) rozumime jednoznacné urceni
vyznamu n¢jakeho poymu.

Pojem, ktery se definuje, je takeé nazyvan definiendum,

zatimco popis vyznamu definovane¢ho pojmu se
oznacuje jako definiens.

Matematika ma na rozdil od vSech ostatnich véd tuto
vyhodu: jeji pojmy jsou definovany naprosto presn¢ a
jednoznacné, kazdy jim rozumi stejné, nedochazi k
zadnym vyznamovym posunum. Pojmy vSech jinych
veéd jsou vzdy vice ¢1 meén¢ vagni.
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Klasicka aristotelovska definice
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V téchto definicich ma definiens dvé ¢asti:
® nadfazeny pojem (j1Z znamy)
® adruhovy rozdil.

Napriklad v definici

»Ctverec je pravouhly rovnostranny ¢tyruhelnik
je definiendum ,,Ctverec®, a definiens se sklada ze
dvou ¢asti — ,,Ctyfuhelnik* je nadfazeny pojem, a

,, pravouhly rovnostranny“ je druhovy rozdil, ktery
ctverec odlisuje od ostatnich Ctyruhelniku.




Dalsi priklady klasickych definic
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V nasledujicich prikladech definic urCeme jejich
casti (definiendum, definiens, nadfazeny pojem 1
druhovy rozdil):

®* Rovnobéznikem nazyvame takovy Ctyfuhelnik,
ktery ma kazdeé dvé protéjsi strany rovnob&zne.

* Dvojcifernym cCislem nazyvame takove piirozené
Cislo, které je vEétSi nez 9 a mensi nez 100.
P (x)

® Racionalni funkce je realna funkce tvaru 0 kde

P(x) a Q(x) jsou polynomy a Q(x) neni nulovy
polynom.
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Symbolicky vyjadrené definice

Kromé slovniho vyjadieni pouzivame Casto 1 definice,
ktere uzivaji formule predikatového poctu. Abychom
vyjadrili fakt, Ze jde o definici, pfidavame k symbolu
odd¢lyjicimu defintendum od definiens jako index
symbol D:

® (Vae N)(Vb EN) a|b(:)D (3xeN)x -a=0»b
e (VA)(VB) AnB=p {x;x€A AN x €EB}
® (WxeR)(WVYyER)x<y ©p x<yAN XxX#Yy

Obecné kvantifikatory na zacatku se nékdy vynechavaji.



Definice indukci
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Jsou to konstruktivni definice, které z jednoduchych
piipadi dovoluji uzitim obecnych pravidel vytvaret
dalsi objekty patrici pod definiendum.

Definice mocniny s pfirozenym exponentem:
ao —D 1
(Vn € Ny) a™tt =, a-a"

Pripomenme si, ze definice termu, resp. formule
predikatoveého pocCtu jsou takeé definice indukeci.



Chyby pri vyslovovani definic



SirOké deﬁnice Definiendum Definiens

N

Pod definiens patfi
1 objekty, které
definovany pojem
neobsahuje.

Priklady Sirokych definic:

® Prvocislem nazyvame takove prirozen¢ Cislo, kter¢ je
délitelné jedniCkou a sebou samym.

®* (Odmocninou z nezaporn¢ho Cisla x nazyvame takoveé
realné Cislo y, pro néjz plati, ze y -y =x.

® Spojnice dvou vrcholu mnohouhelniku se nazyva
uhlopricka.




Uzké definice

N

Pod definovany
pojem patfi 1 objekty,
kter¢ definiens
neobsahuje.

Definiens

Definiendum

Ptiklady uzkych definic:

* Elipsy, paraboly a hyperboly se souhrnn¢ nazyvaji

kuzelosecky.

® Nezaporna Cisla jsou realna Cisla vetsi nez nula.
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Definiendum Definiens

Posunuté definice
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Jsou to takové definice,
které jsou soucasné
Sirokeé 1 uzké.

Priklady posunutych definic :

® Kvadratickou funkci nazyvame realnou funkci s
defini¢nim oborem R a pfedpisem y = ax? + bx + c.

® Imaginarnimi Cisly se nazyvaji komplexni ¢isla tvaru
a - i, kde a je realn¢ Cislo a i je 1maginarni jednotka.




Definice kruhem
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Priklady:

® C(Cela cisla jsou Cisla prirozena, Cislo 0 a Cisla opacna
k prirozenym Cislum.
Ptirozenymi Cisly nazyvame kladna cela Cisla.

® Soucin je vysledek nasobeni dvou Cisel.
Nasobenti je operace, ktera dvéma danym cCislum
piifazuje jejich soucin.




Axiomy




Proc potrebujeme axiomy
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Snaha o co nejveEtsi zpresnéni matematiky byla
duvodem pro vystavbu axiomatickych teorii.

Zékladni tvrzeni (nazyvana axiomy) jednak zavadi
primitivni poymy, které se tedy jinak nedefinuyi, a
jednak néktere jejich dulezité vlastnosti, které se
nedokazuji. VSechny dalsi pojmy se jiz dale odvozuji
a vSechna nasledujici tvrzeni (véty) se dokazuji.
Kdokoli se rozhodne uznat vybér axiomu a systém
dokazovani ve zkoumane¢ teor11 za spravny, ten si jiz
muze byt jisty platnosti kazdého tvrzeni, které je z
nich formaln¢ odvozengé.




Pozadavky na axiomy
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Kazda soustava axiomu musi byt vnitiné bezesporna,
coz znamena, z¢ z nich nemohou byt odvozeny dva
vzajemng¢ s1 protifecici vyroky tvorici tzv. spor.

Proc€ je to nutné?

Dale poZzadujeme, aby axiomy byly nezavislé, tzn.
aby nebylo mozné odvodit néktery axiom z ostatnich
axiomu.

Poslednimi pozadavky, které ale byvaji splnény jen
u nékterych teorii, jsou pozadavky syntakticke a
sémanticke uplnosti.




Axiomy Peanovy aritmetiky

(Al) @AX)(Vy)x#y’

(A2) (VX)(VY) X" =y — X=y
(A3) (VX) x+0=x

(Ad) (VX)(Vy)x+y = (X+Yy)
(A5) (Vx) x.0=0

(A6) (VX)(VY)X.y = X.y+X

(A7) [F(O) A (v%) (F(X) — F(x) ] — (vX) F(X)




Samozrejmé axiomy
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Axiomy rovnosti
(VX) X=X
(VX)(VY) X=y — y=X
(VX)(VY)(VZ) X=yY A Yy=Z— X=1Z
Axiomy operaci
(vx)@ly) y =X
(VX)(Vy)(3!z) z=x+Yy
(VX)(Vy)(3!z) z=Xx.y
Axiomy Invariance
(VX)(VY) x=y — X' =y’
(VX)(VY)(VZ)X=y = X+z=y+Z
(VX)(VY)(VZ)X=Yy > X.Z=VY.Z




Axiomy vyrokového poctu
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Axiomy

A—->(B—->A)
(A—->B)>((B>C)>(A—>C))
(-A—>-B) > (B—>A)
((A—>B)>A)—> A

Definice dalSich logickych spojek

AvB &,(A—>B)—>B
AN B (=>D—-|(—1AV—1B)
A>Bey(A—>B)A(B—>A)
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Budovani vyrokového poctu

Pravidlo substituce:
Dosazenim libovolné formule za libovolnou

proménnou do axiomu ¢1 odvozene formule vznika
dalsi odvozena formule.

Pravidlo odlouceni:
Je-li odvozena formule ¢
a take formule ¢ — v,
pak je odvozena i
formule .

Tautologie a odvoditelné véty splyvaji.




Priklady axiomu eukleidovské geometrie
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Ax10my incidence
Kazdymi dvéma riznymi body prochazi jedina pirimka.
Na kazde primce lezi alespon dva ruzné body.
Existuje alespon jedna trojice bodu, které nelezi vSechny na
teze primce.

Priklady axiomu usporadani
Jestlize body A, B, C jsou tf1 rizné body téze piimky a bod
B lezi mezi body A, C, pak take bod B lezi mezi body C, A.
Ze tfi navzajem ruznych bodu A, B, C, lezZicich na téze
piimce, lezi nejvysSe jeden mezi zbyvajicimi dvéma.



Priklady axiomu eukleidovské geometrie

N

L

Priklady axiomu shodnosti
Necht’ je AB usecCka a CD poloprimka. Potom na
polopiimce CD lezi jediny bod E ruzny od C takovy,
ze useCky AB a CE jsou shodné.
Je-1i useCka AB shodna s useCkou CD a usecka CD je
shodna s GseCkou EF, pak také tisecka
AB je shodna s useckou EF.

Axiom rovnobéznosti
V roviné€ lze kazdym bodem mimo primku vést
nejvyse jednu s ni rovnobéznou primku.




Priklady axiomu teorie mnozin
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Axiom extenzionality
MnozZiny, které maji stejn¢ prvky, se rovnaji.
Axiom sumy
Pro kazdou mnoziu A existuje mnozina B, ktera
obsahuje pravé vsechny prvky prvku mnoziny A.
Axiom poten¢ni mnoziny
Pro kazdou mnozinu A existuje mnozina B, ktera
obsahuje pravé vSechny podmnoZiny mnoziny A.
Axiom nekonecna

(AP eA ANVX)(xEA->xU{x}€EA)




Problémy s axiomy
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Godelovy vysledky

Prvni Godelova véta fika, Ze kdykoli mame
rozumnou teoru1 hovorici o prirozenych Cislech
(napriklad Peanovu aritmetiku), pak tato teorie neni
dostatecn€ silna, aby byla schopna dokazat o

prirozenych Cislech vse. Neexistuje tedy takovy
axiomaticky systém, z n¢jz by se daly odvodit
vSechny pravdivé véty o prirozenych Cislech, vzdy
budou existovat n¢jaka nedokazatelna tvrzeni.
Druha Godelova véta o neuplnosti dava konkrétni
priklad takového nedokazateln€ho tvrzeni. Pro
Peanovu aritmetiku je jim napriklad véta ,,Peanova
aritmetika je bezesporna.*




Co je treba znat a umét?

®* Poznat definice, umét je odlisit od vét teorie,
® znat strukturu definic,
® znat ruzné druhy definic,

* poznat chybné utvorené definice (uzké, Siroké,
posunuté Ci definice kruhem),

* chapat roli axiomu pri vystavbé teorii,
* znat priklady axiomu pro nékteré teorie.



Dékuji za pozornost




