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Ekvivalence na mnoziné




Ekvivalence na mnoziné M
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Definice: Relace R na mnoziné M se nazyva
ekvivalence pravé tehdy, kdyz je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

Ekvivalence R na mnoziné M splnuje tedy tyto
vlastnosti:

(VxeM) X R X
(VX,yeM) xRy -y RX
(VX,y,zeM) XRyAyRz— XRz
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Priklad ekvivalence v mnoziné M

v mnoziné M definovanou takto:

Uvazujme mnozinu M = {1; 2; 3; 4; 5} arelaci R

X Ry <« cisla x ay maji stejnou paritu

To, ze Cisla maji stejnou paritu
znamena, Ze bud’ jsou ob¢ suda,
anebo jsou obé licha.

Spojnicovy graf relace R ma
tento tvar.

Ovérme, Ze relace R ma
vSechny tri zminéné
vlastnosti.
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Priklad ekvivalence v geometrii

N

Uvazujme mnozinu M vsech ptimek v roving a relaci R
definovanou takto:

P R < primky p aq jsou rovnobézne

Vzhledem k tomu, Ze kazda pfimka je rovnob&zna sama se
sebou, je tato relace reflexivni.

KdyzZ p je rovnobé€zna s q, je také q rovnobézna s p, tedy tato
relace je symetricka.

JestliZe plati soucCasné, Ze p je rovnob€zna s q a q je rovnobézZna
s 1, pak jisté plati Ze p je rovnob€zna s r, tedy tato relace je 1
tranzitivni.
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Priklad ekvivalence — kongruence

Uvazuyme mnoZinu vsech celych Cisel Z, pfirozene Cislo m > 1
arelaci R, na mnozin¢ Z definovanou takto:

XR,y& m| x-y.

Relace R, na mnoziné Z se nazyva kongruence podle modulu m,

a zapis X R, y budeme Cist ,,x je kongruentni s y modulo m*.
Priklady

6 je kongruentni s 0 modulo 2

15 je kongruentni s (-5) modulo 5

120 je kongruentni s 30 modulo 3

6 neni kongruentni s 1 modulo 4

Ovérme si, Ze relace kongruence ma vSechny tri
vlastnosti ekvivalence.




Rozklad mnoziny podle ekvivalence



Definice rozkladu mnoziny

N

Definice: Rozkladem mnoZiny M se nazyva
takovy systém jejich podmnozin, ktery ma tyto
vlastnosti:

kazda podmnozina je neprazdna,
Zadné dvé nemayji spoleCny prvek,
a jejich sjednoceni je rovno mnoziné M.

Podmnozinam, které tvori rozklad
mnoziny, fikdme tfidy rozkladu.

Na obrazku je znazornén rozklad
mnoziny M, ktery ma 8 tfid rozkladu
(jedna z nich je jednoprvkova, tf1 jsou
dvouprvkoveé, atd.)
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Ekvivalence a rozklad

Kazda ekvivalence v mnoziné M indukuje urcity

rozklad mnoziny M a naopak kazdy rozklad mnoziny
M indukuje urcitou ekvivalenci.

Tridy rozkladu obsahuji navzajem ekvivalentni prvky.
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Priklad rozkladu v geometrii

Ukazali jsme, ze na mnoziné M vSech piimek v roving je relace
rovnobéznosti ekvivalenci.

Prislusny rozklad budou tvofit podmnoziny, kter¢ obsahuji
vSechny navzajem rovnobézné piimky.

Témto tfidam rozkladu rikame sméry (naptiklad svisly smér,
vodorovny smer, atd.)
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Priklad rozkladu — zbytkové tridy

N

Ukazali jsme, Ze na mnozin€ vSech celych Cisel Z je relace
kongruence s modulem m > 1 ekvivalenci.

Jak budou vypadat ptislusné ttidy rozkladu?
Pro m = 2 budeme mit dvé tfidy rozkladu, a to suda a licha cisla.
Pro m = 3 se vytvori ti1 tfidy rozkladu, a to:

nasobky tii {-,-6,-3,0,3,6,9,12,-:-}
nasobky tii zvétsené o 1 {+-,-5-2,1,4,7,10,13, -}
nasobky tii zvétSené o 2 {-,—4,-1,2,5,8,11,14, -}
Pro m = 4 budeme mit Ctyfi tfidy rozkladu, a to: nasobky Ctyf,
nasobky Ctyr zvétSene o 1, nasobky Ctyr zvétSene o 2 a nasobky
Ctyf zvetSene o 3.
V kazdé tridé rozkladu jsou vSechna takova cela Cisla, ktera
pri déleni modulem m davaji stejny zbytek.




Usporadani na mnoziné
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Usporadani na mnoziné M

N

L

Definice: Relace R na mnoziné M se nazyva
usporadani pravé tehdy, kdyz je antisymetricka
a tranzitivni.

Usporadani R na mnoziné M spliuje tedy tyto
vlastnosti:

(VX,yeM) x#yAXRYy— —yRX
(VX,y,zeM) XRYyAyRz— XRz




Priklad usporadani v mnoziné M
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L

Uvazujme mnozinu M = {1; 2; 3; 4} arelaci R v mnozin¢ M
definovanou takto:
XRy& X<y

Spojnicovy graf relace R ma i > 2
tento tvar.

Ovérme, Ze relace R ma obé
dvé zminéné vlastnosti.




Druhy usporadani
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Usporadani v mnoziné M

L

Definice:

Usporadani se nazyva neostré prave tehdy, kdyz je
reflexivni.

Usporadani se nazyva ostré prave tehdy, kdyz je
antireflexivni.

Usporadani se nazyva linearni prave tehdy, kdyz je
konektivni.

Usporadani se nazyva nelinearni prave tehdy, kdyz
neni konektivni.
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Usporadani v mnoziné M - priklad

Relace < v mnozin€ N, je ostré linearni usporadani,
protoze plati:

antisymetrie — (VX,ye Ng) X#Yy AX<y — —y<X
tranzitivnost — (VX,y,ze Ny) X<y Ay<z — X<Z
antireflexivnost — (Vxe N;) =X <X

konektivita — (VX,ye Ny) Xx#y — X<yvy<X




Usporadani v mnoziné M - priklad
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Relace < je neostré nelinearni usporadani ve tiid¢
vSech mnozin, protoze tato relace:

je antisymetricka — (VX,Y) XZYAXcY > mYc X

je tranzitivni — (VX)Y,Z) XcYAYcZ—> XcZ

je reflexivni — (VX) X — X

ale neni konektivni — (3X,Y) XZY A = (X<cY)A=(Y < X)




Hasseovy diagramy usporadani




Konstrukce Hasseovych diagramii
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Hasseliv diagram uspofadani je upraveny spojnicovy
graf této relace, v némz se udé€laji tyto upravy:

odstrani se vSechny smycky,

odstrani se vSechny spojnice, kter¢ vyplyvaji z
tranzitivity.

Hasseuv diagram tedy nerozlisi ostré a neostré usporadani.




Hasseuv diagram relace ,,byt mensi*
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Relace < v mnozin€ N, Je ostré linearni usporadani.
Od cisla 0 vede Sipka jen k Cislu 1, od Cisla 1 vede Sipka jen k
Cislu 2, od Cisla 2 vede Sipka jen k Cislu 3, atd.

Sipka od 0 do 2 jiz neni zakreslena, protoze jeji existence je

zarucena Sipkami od 0 do 1 a od 1 do 2 a tranzitivitou.
Podobné 1 dalsi Sipky se nezakresluji, protoze jsou ,,nadbytecné*.

NO

0—1—2-—3—4—5—
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Hasseuv diagram inkluze
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Co je treba znat a umét?

Znat definice ekvivalence a usporadani,
znat priklady binarnich relaci z riuznych casti
matematiky, které jsou ekvivalence Ci usporadani,

rozumeét souvislosti ekvivalence na mnoziné a
rozkladu mnoziny na tridy,

znat relaci kongruence podle modulu na mnoziné Z,

znat ruzné druhy usporadani (ostré, neostreé,
linearni, nelinearni),

umét konstruovat Hasseuv diagram usporadani.



Dékuji za pozornost




