1 Extrémy na otevienych mnozinach

DEFINICE 1 (Lokélni extrém). Funkce f vice promé&nnych. ma v bod€ p € D(f) lokdlni maximum, resp.
lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U bodu p takové, Ze f(p) je maximdlni (resp. minimdlni ) hodnota
fnaU ND(f).

Funkce f ma v p lokdlni extrém, jestlize ma v p lokdlni maximum nebo lokalni minimum.

Absolumi maximum funkce f na mnozin€ A C D(f) je hodnota max{f(xz,y); (z,y) € A}. Podobng
se definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrémi slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp. slovo minimdlni
slovem nejmensi ), dostava se definice ostrych lokdlnich extrémd.

TVRZENI 1 (Extrémy a derivace). Funkce f definovand na polooteviené mnoZiné A miiZe mit lokdlni
extrém pouze v ndsledujicich bodech:

1. v hrani¢nim bodé A, pat¥i-li do defini¢niho oboru;
2. ve vnitinim bodé A, ve kterém f nemd nékterou z parcidlnich derivact 1.7.;

3. ve vnitinim bodé A, kde md f vSechny parcidlni derivace 1.F. rovny 0.

DEFINICE 2 (Kritické body). Body popsané v predchozi vét€ se nazyvaji kritické body (pro lokalni
extrémy).

DUSLEDEK 1 (Extrémy na otevienych mnoZzindch). Nechf v oteviené mnoziné G md funkce f vSechny
parcidlni derivace 1.F. Md-li f v bodé p € G lokdlni extrém, anuluji se v tomto bodé parcidlni derivace 1.F.
(tedy i smérové derivace).

OPAK NEPLATI!

1.1 Postacujici podminky pro extrém
Predchozi podminky byly nutné pro existenci lokédlnich extrému. Uvedeme nyni postacujici podminky.

TVRZENI 2 (Postalujici podminky). Nechf md funkce f(z,y) spojité parcidlni derivace 2.F. v oteviené

mnoziné G a pro p € G je %(p) = g—i(p) = 0. Ozna¢me F(h, k) druhy diferencidl (h-% + ka%)Qf(p),

co? je kvadratickd forma proménnych h, k. Potom
1. Je-li F pozitivné definitni, nabyvd f v p ostré lokdlni minimum.
2. Je-li F negativné definitni, nabyvd f v p ostré lokdlni maximum.
3. Je-li F indefinitni, nenabyvd f v p lokdlni extrém.
4. Je-li F semidefinitni (a neni definitni), nelze o lokdlnim extrému f v p pomoci F
rozhodnout.

Ozna¢ime symbolem H (f)(p) tzv. Hessovu matici
fya(0)  fyy(P))

Je ziejmé, jak se tato matice definuje pro vice proménnych nez dvé.
TVRZENI 3 (Kvadratickd forma). Kvadratickd forma F' z predchozi véty je

1. pozitivné definitni pravé kdyZ fzo(p) > 0a fuz(p) - fyy(p) > foy(P)
(1j. det(H(f)(p)) > 0a fou(p) > 0);

2. negativné definitni pravé kdyz fo-(p) < 0a fzz(p) - fyy(p) > fiy(p)
(tj. det(H(f)(p)) > 0 a fuu(p) < 0);

3. indefinitni pravé kdyz fo.(p) - fyy(p) < f2,(p)
(tj. det(H(f)(p)) <0;

4. semidefinitni (a neni definitni) pravé kdyzZ fz.(p) - fyy(p) = x2y (p)
(1j. det(H(f)(p)) = 0.



TVRZENI 4 (Vlastni &isla). Nechi A, 1 jsou viastni &isla matice H(f)(p). Kvadratickd forma F z predchozi
véty je

1. pozitivné definitni pravé kdyz A, n > 0;
2. negativné definitni prdavé kdyz \,n < 0;
3. indefinitni (a neni definitni) pravé kdyz A.n < 0;

4. semidefinitni pravé kdyZ A.n = 0.

rakterizace definitnosti kvadratické formy pomoci determinanti). Postacujici podminky jsou stejné, kvad-
ratickévforma ma IlyI/lf t\vlar (h?% + ka% +1 (%)2 S (p) R(z%hodnout o jeji df{ﬁnitnosti 1ze opét pomoci Upravy
na soucty nebo rozdily ¢tverct, nebo pomoci vlastnich ¢isel Hessovy matice.

TVRZENI 5 (Vlastni &sla). Kvadratickd forma F' z predchozi véty je

1. pozitivné definitni pravé kdy? vSechna vlastni &isla matice H(f)(p) jsou kladnd;

2. negativné definitni pravé kdyz vSechna viastni &isla matice H (f)(p) jsou zdpornd;

3. indefinitni pravé kdyz vSechna vilasmi &isla matice H(f)(p) jsou nenulovd a nejsou viechna zdpornd
nebo kladnd;

4. semidefinitni (a neni definitni) prdavé kdyz existuje nulové viastni &islo matice H(f)(p).

Definitnost 1ze uréit pomoci subdeterminanti Hessovy matice (Sylvestrova véta).

2 Vazané extrémy

Pri zkoumani extrémi funkce na polooteviené mnoziné A v roviné se postupuje stejné jako v jedno-
rozmérném piipadé.Nejdiive se zjisti kritické body uvnit A.

Narozdil od jednorozmérného piipadu, kde byly nejvyse dva hrani¢ni body u intervalu, ve vicerozmérném
pfipadé jsou hranice nekone¢né mnoZiny. Nastésti v§ak v praxi byvaji tyto hranice vétSinou kfivkami a tedy
popsany spojitymi funkcemi jedné proménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proménné a pro ni 1ze zjistit kritické body. Je vSak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napr.
lokalni minimum je lokdlnim minimem pouze pro hranici a nikoli pro mnozZinu A. Nicméng, vzdy lze
srovndnim hodnot na vSech ziskanych kritickych bodech zjistit absolutni extrémy.

TVRZENI 6 (Extrémy na polooteviené mnoZing v roving). Nechi A je polooteviend omezend mnoZina v
roviné a jeji hranice patFici k A je grafem parametricky zadané krivky x = o(t), y = ¢¥(t),t € L.
Absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximdlni (resp. minimdlni) hod-

nota f na kritickych bodech f uvniti' A a na kritickych bodech funkce f(p(t),¥(t)),t € 1.

TVRZENI 7 (Extrémy na polooteviené mnoZiné v prostoru). Nechi A je polooteviend omezend mnoZina
v prostoru a jeji hranice patFici k A je grafem parametricky zadané plochy x = p(u,v), y = ¥(u,v),z =
7(u,v),u,v € I.

Absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximdlni (resp. minimdlni) hod-
nota f na kritickych bodech f uvniti A a na kritickych bodech funkce f(o(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v)),u,v € I.

2.0.1 Funkce dvou proménnych

V piipads, Ze je hranice zadéna implicitng, neni vZdy mozné dosadit do funkce f(z, y) za y funkci popisujici
hranici a musi se postupovat jinak.

TVRZENI 8 (Lagrangeovy multiplikdtory). Nechi A je grafem implicitné zadané kFivky g(z,y) = 0,
funkce f je definovdna na néjaké oteviené mnoZiné U obsahujici A a plati:

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho vddu na U;
2. pro kazdy bod (x,y) € A je bud %(x, y) # 0 nebo g—g(a:, y) # 0.
Mad-li v bodé (x¢,y0) € A lokdlni extrém, pak existuje redlné Cislo \ tak, Ze

A(f + A\g) O(f + Ag)

Oz ay (anyO) =0.

(w0,0) =0,



V piedchozi vété se funkce
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)
nazyva Lagrangeova funkce a parametr \ Lagrangeuv multiplikdtor.

Tvrzeni pak Fk4, Ze kritické body (z, y) funkce f na A odpovidaji kritickym bodim (z, y, \) funkce F'
na né&jaké oteviené mnoziné U
(G. grad(f + Ag)(z,y,A) = 0).

Zjistovéni, zda v (z, y) opravdu lokdlni extrém nastane, lze op&t prenést na zjisténi, zda prislusny bod
(x,y, A) je lokdlnim extrémem funkce F' = f + Ag na oteviené mnoZing.

TVRZENI 9 (Kvadratickd forma). Za pFedpokladii pFedchozi véty se oznaci H (h, k) = (h -2 +k 0%)2F D).
V kvadratické formé H se nahradi h nebo k druhou proménnou z rovnice h % (p)+k 99 (p) = 0 a ziskd se

kvadratickd forma H (t) = at? jedné proménné.
1. Je-li a > 0, nabyvd f v p ostré lokdlni minimum.
2. Je-lia < 0, nabyvd f v p ostré lokdlni maximum.

3. Je-li a = 0, nelze o lokdlnim extrému f v p pomocz’f[ rozhodnout.

2.0.2 Funkce tfi proménnych

Zkoumé-li se funkce tff proménnych, mohou pro vdzané extrémy nastat dvé zdkladni situace. Postupy jsou
stejné, jako v pfedchozim pfipadé a podrobnosti budou vynechany.
Prvnim pfipadem je hleddni extrému na néjaké implicitné zadané plose.

Jedna podminka

Pro extrémy funkce tii proménnych f(x,y,z) na mnoZiné A uréené rovnici g(x,y,z) = 0 se hledaji
extrémy funkce F'(x,y, z, \) = f(z,y,2) + A\g(z,y, 2).
Predpoklady

1. Existence spojitych parcidlnich derivaci 1.fddu funkce F' na oteviené mnoZiné
obsahujici A.

2. Nenulovost alespoii jedné z derivaci g, gy, 9. v kazdém bodé A (tj., hodnost 1
matice gradg v kazdém bodé A).

Postacujici podminky pak dava definitnost kvadratické formy H dvou proménnych, kterd vznikne z
kvadratické formy tff proménnych H (h, k,1) = (h % +k a% +l a%)QF (p) dosazenim za jednu proménnou
z rovnice h g—-g(p) +k g—g(p) +1 %(p) =0.

Druhy pfipad je hledani extrému na praniku dvou implicitné zadanych ploch, coZ byva Casto kfivka v
prostoru.

Dvé podminky
Pro extrémy funkce tf proménnych f(z,y, z) na mnoZin€ A urené rovnicemi g(x,y, z) = 0, h(x,y, z) =
0 se hledaji extrémy funkce F'(z,y, z, A\, u) = f(z,y,2) + A\g(z,y, z) + ph(x,y, 2).

1. Existence spojitych parcidlnich derivaci 1.fddu funkce F' na oteviené mnoZiné
obsahujici A.

2. Hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.

Postacujici podminky pak ddva definitnost kvadratické formy H jedné proménné, kterd vznikne z kvad-
ratické formy tif proménnych H (h, k, 1) = (h 2 +k a% +1 2)?F (p) dosazenim za dvé& prom&nné z rovnic
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