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1 Extrémy na otevřených množinách
DEFINICE 1 (Lokálnı́ extrém). Funkce f vı́ce proměnných. má v bodě p ∈ D(f) lokálnı́ maximum, resp.
lokálnı́ minimum, jestliže existuje okolı́ U bodu p takové, že f(p) je maximálnı́ (resp. minimálnı́ ) hodnota
f na U ∩ D(f).

Funkce f má v p lokálnı́ extrém, jestliže má v p lokálnı́ maximum nebo lokálnı́ minimum.
Absolutnı́ maximum funkce f na množině A ⊂ D(f) je hodnota max{f(x, y); (x, y) ∈ A}. Podobně

se definuje absolutnı́ minimum, dohromady se nazývajı́ absolutnı́ extrémy.

Nahradı́-li se v definici lokálnı́ch extrémů slovo maximálnı́ slovem největšı́ (resp. slovo minimálnı́
slovem nejmenšı́ ), dostává se definice ostrých lokálnı́ch extrémů.

TVRZENÍ 1 (Extrémy a derivace). Funkce f definovaná na polootevřené množině A může mı́t lokálnı́
extrém pouze v následujı́cı́ch bodech:

1. v hraničnı́m bodě A, patřı́-li do definičnı́ho oboru;

2. ve vnitřnı́m bodě A, ve kterém f nemá některou z parciálnı́ch derivacı́ 1.ř.;

3. ve vnitřnı́m bodě A, kde má f všechny parciálnı́ derivace 1.ř. rovny 0.

DEFINICE 2 (Kritické body). Body popsané v předchozı́ větě se nazývajı́ kritické body (pro lokálnı́
extrémy).

DŮSLEDEK 1 (Extrémy na otevřených množinách). Necht’ v otevřené množině G má funkce f všechny
parciálnı́ derivace 1.ř. Má-li f v bodě p ∈ G lokálnı́ extrém, anulujı́ se v tomto bodě parciálnı́ derivace 1.ř.
(tedy i směrové derivace).

OPAK NEPLATÍ!

1.1 Postačujı́cı́ podmı́nky pro extrém
Předchozı́ podmı́nky byly nutné pro existenci lokálnı́ch extrémů. Uvedeme nynı́ postačujı́cı́ podmı́nky.

TVRZENÍ 2 (Postačujı́cı́ podmı́nky). Necht’ má funkce f(x, y) spojité parciálnı́ derivace 2.ř. v otevřené
množině G a pro p ∈ G je ∂f

∂x (p) =
∂f
∂y (p) = 0. Označme F (h, k) druhý diferenciál (h ∂

∂x + k ∂
∂y )

2f(p),
což je kvadratická forma proměnných h, k. Potom

1. Je-li F pozitivně definitnı́, nabývá f v p ostré lokálnı́ minimum.

2. Je-li F negativně definitnı́, nabývá f v p ostré lokálnı́ maximum.

3. Je-li F indefinitnı́, nenabývá f v p lokálnı́ extrém.

4. Je-li F semidefinitnı́ (a nenı́ definitnı́), nelze o lokálnı́m extrému f v p pomocı́ F
rozhodnout.

Označı́me symbolem H(f)(p) tzv. Hessovu matici(
fxx(p) fxy(p)
fyx(p) fyy(p)

)
.

Je zřejmé, jak se tato matice definuje pro vı́ce proměnných než dvě.

TVRZENÍ 3 (Kvadratická forma). Kvadratická forma F z předchozı́ věty je

1. pozitivně definitnı́ právě když fxx(p) > 0 a fxx(p) · fyy(p) > f2xy(p)
(tj. det(H(f)(p)) > 0 a fxx(p) > 0);

2. negativně definitnı́ právě když fxx(p) < 0 a fxx(p) · fyy(p) > f2xy(p)
(tj. det(H(f)(p)) > 0 a fxx(p) < 0);

3. indefinitnı́ právě když fxx(p) · fyy(p) < f2xy(p)
(tj. det(H(f)(p)) < 0;

4. semidefinitnı́ (a nenı́ definitnı́) právě když fxx(p) · fyy(p) = f2xy(p)
(tj. det(H(f)(p)) = 0.
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TVRZENÍ 4 (Vlastnı́ čı́sla). Necht’ λ, η jsou vlastnı́ čı́sla maticeH(f)(p). Kvadratická formaF z předchozı́
věty je

1. pozitivně definitnı́ právě když λ, η > 0;

2. negativně definitnı́ právě když λ, η < 0;

3. indefinitnı́ (a nenı́ definitnı́) právě když λ.η < 0;

4. semidefinitnı́ právě když λ.η = 0.

Pro funkce třı́ proměnných je v předchozı́ch tvrzenı́ch jen formálnı́ změna (kromě trochu složitějšı́ cha-
rakterizace definitnosti kvadratické formy pomocı́ determinantů). Postačujı́cı́ podmı́nky jsou stejné, kvad-
ratická forma má nynı́ tvar (h ∂

∂x +k
∂
∂y + l

∂
∂z )

2f(p). Rozhodnout o jejı́ definitnosti lze opět pomocı́ úpravy
na součty nebo rozdı́ly čtverců, nebo pomocı́ vlastnı́ch čı́sel Hessovy matice.

TVRZENÍ 5 (Vlastnı́ čı́sla). Kvadratická forma F z předchozı́ věty je
1. pozitivně definitnı́ právě když všechna vlastnı́ čı́sla matice H(f)(p) jsou kladná;
2. negativně definitnı́ právě když všechna vlastnı́ čı́sla matice H(f)(p) jsou záporná;
3. indefinitnı́ právě když všechna vlastnı́ čı́sla matice H(f)(p) jsou nenulová a nejsou všechna záporná

nebo kladná;
4. semidefinitnı́ (a nenı́ definitnı́) právě když existuje nulové vlastnı́ čı́slo matice H(f)(p).

Definitnost lze určit pomocı́ subdeterminantů Hessovy matice (Sylvestrova věta).

2 Vázané extrémy
Při zkoumánı́ extrémů funkce na polootevřené množině A v rovině se postupuje stejně jako v jedno-
rozměrném přı́padě.Nejdřı́ve se zjistı́ kritické body uvnitř A.

Na rozdı́l od jednorozměrného přı́padu, kde byly nejvýše dva hraničnı́ body u intervalu, ve vı́cerozměrném
přı́padě jsou hranice nekonečné množiny. Naštěstı́ však v praxi bývajı́ tyto hranice většinou křivkami a tedy
popsány spojitými funkcemi jedné proměnné. Dosazenı́m těchto funkcı́ do zkoumané funkce se dostane
funkce jedné proměnné a pro ni lze zjistit kritické body. Je však nutné si uvědomit, že takto zı́skané např.
lokálnı́ minimum je lokálnı́m minimem pouze pro hranici a nikoli pro množinu A. Nicméně, vždy lze
srovnánı́m hodnot na všech zı́skaných kritických bodech zjistit absolutnı́ extrémy.

TVRZENÍ 6 (Extrémy na polootevřené množině v rovině). Necht’ A je polootevřená omezená množina v
rovině a jejı́ hranice patřı́cı́ k A je grafem parametricky zadané křivky x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ I .

Absolutnı́ maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximálnı́ (resp. minimálnı́) hod-
nota f na kritických bodech f uvnitř A a na kritických bodech funkce f(ϕ(t), ψ(t)), t ∈ I .

TVRZENÍ 7 (Extrémy na polootevřené množině v prostoru). Necht’ A je polootevřená omezená množina
v prostoru a jejı́ hranice patřı́cı́ k A je grafem parametricky zadané plochy x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z =
τ(u, v), u, v ∈ I .

Absolutnı́ maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximálnı́ (resp. minimálnı́) hod-
nota f na kritických bodech f uvnitřA a na kritických bodech funkce f(ϕ(u, v), ψ(u, v), τ(u, v)), u, v ∈ I .

2.0.1 Funkce dvou proměnných

V přı́padě, že je hranice zadána implicitně, nenı́ vždy možné dosadit do funkce f(x, y) za y funkci popisujı́cı́
hranici a musı́ se postupovat jinak.

TVRZENÍ 8 (Lagrangeovy multiplikátory). Necht’ A je grafem implicitně zadané křivky g(x, y) = 0,
funkce f je definována na nějaké otevřené množině U obsahujı́cı́ A a platı́:

1. f, g majı́ spojité parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu na U ;

2. pro každý bod (x, y) ∈ A je bud’ ∂g
∂x (x, y) 6= 0 nebo ∂g

∂y (x, y) 6= 0.

Má-li f v bodě (x0, y0) ∈ A lokálnı́ extrém, pak existuje reálné čı́slo λ tak, že

∂(f + λg)

∂x
(x0, y0) = 0 ,

∂(f + λg)

∂y
(x0, y0) = 0 .
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V předchozı́ větě se funkce
F (x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y)

nazývá Lagrangeova funkce a parametr λ Lagrangeův multiplikátor.
Tvrzenı́ pak řı́ká, že kritické body (x, y) funkce f na A odpovı́dajı́ kritickým bodům (x, y, λ) funkce F

na nějaké otevřené množině U
(tj. grad(f + λg)(x, y, λ) = 0).

Zjišt’ovánı́, zda v (x, y) opravdu lokálnı́ extrém nastane, lze opět přenést na zjištěnı́, zda přı́slušný bod
(x, y, λ) je lokálnı́m extrémem funkce F = f + λg na otevřené množině.

TVRZENÍ 9 (Kvadratická forma). Za předpokladů předchozı́ věty se označı́H(h, k) = (h ∂
∂x +k ∂

∂y )
2F (p).

V kvadratické formě H se nahradı́ h nebo k druhou proměnnou z rovnice h ∂g
∂x (p)+ k ∂g

∂y (p) = 0 a zı́ská se

kvadratická forma H̃(t) = at2 jedné proměnné.

1. Je-li a > 0, nabývá f v p ostré lokálnı́ minimum.

2. Je-li a < 0, nabývá f v p ostré lokálnı́ maximum.

3. Je-li a = 0, nelze o lokálnı́m extrému f v p pomocı́ H̃ rozhodnout.

2.0.2 Funkce třı́ proměnných

Zkoumá-li se funkce třı́ proměnných, mohou pro vázané extrémy nastat dvě základnı́ situace. Postupy jsou
stejné, jako v předchozı́m přı́padě a podrobnosti budou vynechány.

Prvnı́m přı́padem je hledánı́ extrémů na nějaké implicitně zadané ploše.

Jedna podmı́nka
Pro extrémy funkce třı́ proměnných f(x, y, z) na množině A určené rovnicı́ g(x, y, z) = 0 se hledajı́
extrémy funkce F (x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λg(x, y, z).

Předpoklady

1. Existence spojitých parciálnı́ch derivacı́ 1.řádu funkce F na otevřené množině
obsahujı́cı́ A.

2. Nenulovost alespoň jedné z derivacı́ gx, gy, gz v každém bodě A (tj., hodnost 1
matice gradg v každém bodě A).

Postačujı́cı́ podmı́nky pak dává definitnost kvadratické formy H̃ dvou proměnných, která vznikne z
kvadratické formy třı́ proměnných H(h, k, l) = (h ∂

∂x +k ∂
∂y +l ∂

∂z )
2F (p) dosazenı́m za jednu proměnnou

z rovnice h ∂g
∂x (p) + k ∂g

∂y (p) + l ∂g
∂z (p) = 0.

Druhý přı́pad je hledánı́ extrémů na průniku dvou implicitně zadaných ploch, což bývá často křivka v
prostoru.

Dvě podmı́nky
Pro extrémy funkce třı́ proměnných f(x, y, z) na množině A určené rovnicemi g(x, y, z) = 0, h(x, y, z) =
0 se hledajı́ extrémy funkce F (x, y, z, λ, µ) = f(x, y, z) + λg(x, y, z) + µh(x, y, z).

1. Existence spojitých parciálnı́ch derivacı́ 1.řádu funkce F na otevřené množině
obsahujı́cı́ A.

2. Hodnost 2 matice s řádky gradg, gradh v každém bodě A.

Postačujı́cı́ podmı́nky pak dává definitnost kvadratické formy H̃ jedné proměnné, která vznikne z kvad-
ratické formy třı́ proměnnýchH(h, k, l) = (h ∂

∂x +k ∂
∂y +l ∂

∂z )
2F (p) dosazenı́m za dvě proměnné z rovnic

h
∂g

∂x
(p) + k

∂g

∂y
(p) + l

∂g

∂z
(p) = 0 ,

h
∂h

∂x
(p) + k

∂h

∂y
(p) + l

∂h

∂z
(p) = 0 .


