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Pascaluv Ctyrstén

Petr Gajdos

Zopakujme si nékteré poznatky o po¢tech podmnozin n-prvkové mnoziny a
z nich vyplyvajici vlastnosti Pascalova trojihelniku a pfipomenme si nékteré
techniky dikaz®, aby se ndm jednoduseji podarilo proniknout do podstaty
analogie tohoto schématu.

1 Pascaluv trojuhelnik

n
Pii konstrukci Pascalova trojuhelniku miizeme vyjit z rozvoje H(l + a;),

i=1

naptiklad:
M@® = 1
M{a}) = 1+4a

M({a,b}) = (1+a)(1+0b)

= l4a+b+ab
M{a,b,c}) = ({Q+a+b+ab)(l+c¢)
= 14a+b+c+ab+ac+ bc+ abe
M{a,b,e,d}) = (14+a+b+c+ab+ac+be+ abe)(1l+d)

= 14+ (a+b+c+d)+ (ab+ac+bc+ ad+ bd+ cd)+
+(abe + abd + acd + bed) + abed

Obecné piseme M(A) = M({a;}?,). Jak je patrné, jednotlivi s¢itanci poly-
nomt M (A) indikuji podmnoziny dané mnoziny A. JelikoZ

M(AU{a}) =MA) (1 +a)=M(A) +aM(A) (1)

vidime, Ze cely rozvoj M(A) koresponduje s mnozinou vSech podmnozin,
tzv. potenéni mnoZinou mnoziny A, P(A), pfi¢emZ 1 stoji za prazdnou
mnozinu ). Potenéni mnozinu P(A U {«a}) totiz vytvaiime intuitivné tak, Ze
vezmeme vSechny podmnoziny mnoziny A, ¢ili P(A) a pfiddme k nim stejné
mnoziny obohacené o prvek a.
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Z rovnosti (1) pfimo vyplyva pocet séitanct v M(A) a tedy i velikost

potenéni mnoziny P(A).

Véta 1 Je-li |A| =n, pak |P(A)] = 2".

Dukaz. Indukci vzhledem k poc¢tu prvkt mnoziny A.

I 0] =0;|P0)]=[{0}=1=2°

II

Predpokladame:
Chceme dokéazat:

|[P(A)] =2
IP(A) Ua| = 27+

|P(AU {a})— je stejny jako pocet s¢itanct v
M(AU{a}) = M(A) +aM(A), éli dvojnasobek s¢itanct v M (A).

cbd.l]

Casto je potieba zodpovédét otézku, kolik se v potenéni mnoziné pifslugné
k mnozing A, pro ni% |A| = n, nachazi jejich podmnozin o velikosti k.
K tomuto ticelu ozna¢me m,, (x) polynom vynikly z M (A), kde A je n-prvkova
mnozina, dosazenim x za vSechny proménné:

mo(z)
my(x)
ma(x)

1

14+

(1+2)?

1+ 2z + 22

(1+2)3

1+ 3z + 322 + 28
(1+x)4

1+ 4z + 622 + 423 + 24
(L4a)"

6+ () @) ()

Jak lze koeficienty jednotlivych polynomt m,,(z) zapsat pfehlednéji, uka-
zuje obrazek 1. Toto schéma, které vSak chapeme jako nekonecné, nazyvame
Pascaluv trojahelnik. MuzZeme pfistoupit k nasledujici definici.

Definice 1 Pro 0 < k < n, (n

k) (¢teme: n nad k) necht oznacuje pocet

k-prokovijch podmnoZin (kombinaci) n-prvkové mnoZiny. >

Ztejmé plati:

Véta 2 Necht mnoZina A md n prvki. Potom

IKupiikladu P({a,b,c,d}) (n = 4) obsahuje est dvouprvkovych (k = 2) podmnozin.
2Tzv. kombinaéni &islo C(n, k).
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k=0 / k=1 / k=2 / k=3 / k=4 / k=5
n=0 1
- 1/1
n=2 1/2/1/ /
=3 1/3
=t 1/4/6/4/1

n=5 1/5/10/10/5 /1
@ @OC - )@

Obréazek 1: Cast Pascalova trojihelniku.

(a)
(b)
(c)

(d) (,",) = n vyjadruje pocet viech (n — 1)-prvkovijch podmnoZin mnoZiny

A.

) = 1 wvyjadiuje pocet véech prazdnijch podmnozin mnoZiny A,

)

) n vyjadruje pocet véech jednoprvkovych podmmnozin mnoZiny A a

vyjadiuje pocet vSech n-prvkovych podmnoZin mnoziny A,

(
(
(7
(

Z (a) a (b) vime, jak vypadaji dvé ramena nekoneéného Pascalova troj-
Ghelniku. Jaka cisla tvori jeho vnitiek, zodpovi nésledujici véta. Polozime-li
kupfikladu n = 4 a k = 3, vidime z rovnosti definujici M ({a,b, c,d}) (str. 1),
ze vsechny tiiprvkové mnoziny vznikly

1. zdédénim tiiprvkovych podmnozin pro pfipad n = 3 a
2. z dvouprvkovych podmnozin pro pfipad n = 3 pfidanim prvku d.

Lze tedy vypocitat pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny o n-prvcich z
udaji pro (n — 1)-prvkovou mnozinu: jako soudet k-prvkovych podmnozin
a (k — 1)-prvkovych podmnozin této (n — 1)-prvkové mnoziny.

Véta 3 Necht je ddna mnoZina A o n prvcich. Potom pro 1 < k < n plati:

()= (5 <2>
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Véta 3 spolu s tvrzenim (a) a (b) véty 2 vyjadiuje rekurzivni vyjadieni
kombinacnich ¢isel. Tyto tedy tvori induktivni strukturu, coz lze vyuzit v
dtikazech indukci po této induktivni struktufe, jak si ukdzeme u nasledujici
véty.

Explicitni vzorec zavisly pouze na parametrech n, k odhadneme nasledu-
jici tvahou. Pocet viech moznych uspofadanych n-tic prvkd 3 z n-prvkové
mnoziny A takovych, Ze se jednotlivé prvky v n-tici neopakuji, vyjadiuje sou-
¢in*

n-n=1)-(n—=2)-...-2-1=mnl!
Obdobné, pocet vSech k-tic neopakujicich se prvkiu n-prvkové mnoziny A jest

n!
n-n—1)-n-2)-...-n—(k+1) = ——.
(=1 (=2 (= (k1) =
Pokud odhlédneme od potadi v k-ticich a vybereme ze vSech moznych pouze
jedinou ze vSech ze stejnymi prvky, obdrzime vSechny k-prvkové podmnoziny.
Vsech k-tic se stejnymi prvky je prave kl.

Véta 4 Dodefinujme 0! = 1. Pro 0 < k < n pak plati

()=a—mrm ®

Duikaz. Postupujme indukci podle induktivni struktury kombina¢nich ¢isel
patrné z obrazku 2. Nejdiive dokazme tvrzeni pro hrany Pascalova trojihel-
nika a poté pro jeho vnittek.

3n-tici rozumime uspofadany seznam prvki; napiiklad soufadnice bodu v roviné & pro-
storu libovolné dimenze jsou urceny n-ticemi.
4Povazujme tuto rovnost za definici n!, ¢teme n faktoridl.
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1 (o)
11 (o) (1)
1 2 1 () () )
1 3 3 1 ) () G) G)
1 4 6 4 1 G) () G) G) &)
1 5 10 10 5 1 () G) G GG G

GGG - ()E)

Obrézek 2: Kombinaéni ¢éisla v Pascalové trojiuhelniku

I Dle véty 2 (a)

n n!
1 = = — - = 1
(0) (n—0)!-0!
Tvrzeni (3) tedy pro k = 0 plati.

Dle véty 2 (b)
(™ n! _1
n (n—mn)!-n!

Tvrzeni (3) tedy pro k = n plati.

Nyni indukéni krok (vnitiek Pascalova trojihelniku)

-1 -1
Predpoklddame:  Véta plati pro " 1 ) a (Z 1).

II

I11

Chceme dokazat:

Véta plati pro Z .
Dle véty 3 postupné dostavame
ny (n-1 n n—1
k) k k—1
[(n—1)—Fk]!- k! [(n—l — k— ]'
_n=D'(n—k)+(n—-1) _n n—
B (n—k)! K (n—k)!-
n!

K- (n—k)!
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Upravime-li defini¢ni rovnost m.,(z) (str. 2) tak, Ze piSeme y misto 1,
dostaneme tzv. binomicky rozvoj

(y+2)" = (g) y"a® + (?) y Tt

nY n-2 2 n 1 n—1 Y o n
4
(2>y e+ +(n1>yx +(n>yx (4)

n
kde obecny ¢len je tedy ve tvaru < k:) y" " *z* se souhrnnou mocninou

n—k+k=n.

2 Pascaltv ¢tyrstén

Zkusme nyni nalézt analogii Pascalova trojihelniku v prostoru. Zkoumejme,
jaky ttvar vznikne rozvojem (z + y + 2)!. Takovyto rozvoj budeme nazjvat
trinomickym a koeficienty jednotlivych séitancti koficienty trinomickymi®.
Jeden z moznych vysledkd zkoumani zachycuje tabulka 1 na strané 7.

K tomu, abychom byli schopni dat do souvislosti koeficienty rozvoje a
prislusné exponenty, je nutné zavést systém soutradnic v nasich myslich vzni-
kajicim tfirozmérném objektu. Jednotlivé jeho patra (pfislusna k rozvoji (a +
b+ ¢)!) budeme indexovat symbolem [. Koeficienty v daném patie uspoia-
dejme do trojuhelniku tak, ze prislusny stupen mocniny z, y a z bude urcovat
vzdalenost od jednoho z vrcholid tohoto trojahelniku (jak je patrné z tabulky
1 a obrazku 3). Soufadnice v dané Grovni muZeme oznacit podobné jako v
Pascalové trojuhelniku (obr. 1).

Je zfejmé, zZe soucet koeficientd jednotlivych sc¢itanci musi byt roven [. S
vyse zvolenou soustavou soufadnic se timto dostavame k nasledujici definici.

Definice 2 Pro 0 < k < n < I, v trinomickém rozvoji oznacme symbolem
l
n koeficient u at~ "y k2.

k

l
Poznamka. Jinou moZnosti je napiiklad n | zt=FRyn 2k Jak by vy-
k

5Budeme tak vlastné zkracovat termin polynomicky koeficient tietiho stupné.
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Rozvoj Schéma
(x+y+2)° 1 1
1 er 1
(x+y+2) Utz 11
2
xr+ 1
(x+y+ 2)? 2zy + 2w2+ 2 2
Y2 + 2yz + 22 1 21
x3+ 1
322y + 3x22+ 3 3
3
(@+y+2) 3zy? + 3zyz + 3x22 3 6 3
y3+3y22+3y22+23 1 3 3 1
i+ 1
a3y + a2+ 4 4
(x+y+2)* 622y? 4 122%yz + 62222 6 12 6
dzy® 4+ 122y%2 + 120y22 + 4223 4 12 12 4
y4+4y32+6y222 +4y23+24 1 4 6 4 1
1
5 5
10 20 10
(x+y+2)° 10 30 30 10
5 20 30 20 5
1 51010 5 1

Tabulka 1: Trinomické rozvoje malych radi
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k=0 / k=1 / k=2 / k=3 / k=4 / k=5
x5

h=0 1
n=1 5/5
n=2 10,/20/10/ /
n=3 10/30 /30 /10
n=4 5 /20/30/20/'5
n=5 1/5/10/10/5 /1

y5 25

(x+y+zf

Obrazek 3: Soutadnicova soustava v jedné urovni Pascalova ¢tyfsténu.

padala soustava soufadnic v trojuhelniku na obr. 37

Koeficienty trinomickych rozvoji je tedy mozno uspotradat do trojrozmér-
ného objektu, schématu, které obdobné jako Pascaliv trojihelnik chapeme
jako nekoneé¢ny. Budeme jej nazyvat Pascaliv &ty¥stén.® Tyto koeficienty
budeme nazyvat trinomickymi a indexovat soufadnicemi (I, n, k). Plat{ tedy

l
(x—l—y—i— Z)l — Z n xl—nyn—kzk (5)
0<n, k<l k

Véta 5 Steny Pascalova ctyrsténu jsou tvoreny Pascalovymi tojuhelniky.

Dukaz. Tato véta shrnuje nésledujicich sedm rovnosti, které dokazeme zv1ast.

6Nékdy téz Pascalova pyramida.
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0
I 0 | @1
0
l , l p
11 0o |2 |9 |9
0 0 l
l l l
111 m © l & m (:)<l> pro0<m <l
0 m m m
I
0
0 | je koeficient u 2%94°2°, tudiz
0
0
I=(a+b+c)=1] 0 |- -2%°°
0
Odtud plyne (a).
II.
l
(b) [ 0 | je koeficientem u 2!=%9y°=929 = z!. Tento ¢len ma vzdy koeficient
0
1.
l
(c) l je koeficientem u z!~!y! =920 = 4! Tento ¢len mé vizdy koeficient
0
1.
(d) l je koeficientem u z!~!y'~!2! = 2!, Tento ¢len méa vidy koeficient
l
1.
II1.

Dokézeme tvrzeni (e); (f) a (g) by byly pravdépodobné analogické. Nejdiive
se zabyvejme platnosti nasledujici rovnosti pro 0 < m < [:

l+1 l l
m = m |+ m—-1 (6)
0 0 0
l+1
Podle definice 2 m je v rozvoji (x +y + 2)!*! koeficient u z(+1)—m .

0



10 Petr Gajdos

y™0.20 = pl=m+lym Nasobime-li rozvoj (x+y+2z)! mnohoclenem (x+y+z),
I+1
élen m =Mt lym v rozvoji (z +y + 2)'T! vznikne seGtenim:
0

o z-a-zt"y™ a

l—m+1, m—1
)

oy -B-w Yy

kde o a 3 jsou jisté trinomické koeficienty v rozvoji (z + y -+ z)'. Podle expo-
nentl dopocitdme

a= m af= m—1
0 0
a tedy
[+1 l l
m Il7m+1ym _ m + m—1 xl7m+1ym
0 0 0
l
coz dava rovnost (6). Jak vidno, | m | tvofi téZ induktivni strukturu, stej-
0

nou jako binomické koeficienty, jsme tedy na dobré stopé. Dokonceni dikazu
tvrzeni (e) je jiz pouze formalita, postupujme indukei po této induktivni struk-
tufe.

1. Piipad [ = 0 a tudiz m = 0 je pfedmétem tvrzeni (a). P¥ipady m =0 a
m = [ jsou jiz vyTeSeny také.

2. Necht 0 <m <, t.j. 1<

l l
l l
Predpokladame: m | = ( ), tedy téz m—1 | = (
0 m 0 m—1
[+1
Chceme dokézat: m = (l + 1)
0 m

)

Podle tvrzeni (6), indukéniho pfedpokladu a véty 3 mame

l+1 l l _
0 0 0 m m—1 m

—~
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Nyni vime, jaké koeficienty najdeme v plasti Pascalova ¢tyfsténu. Zbyva tedy
jeho vnitfek. Dokazeme analogii véty 3. cbd.J

Zkoumame-li trojuhelnikovité trovné Pascalova ¢tyfsténu prol =4al=>5

podezteni, ze plati nasledujici véta.

Véta 6 Pro 0 < k <n <1 plati

l -1 -1 J—
n = n + n—1 + n—1 (7)
k k k k—1

l
Dukaz. Dle definice 2 jest n v tozvoji (z + y + 2)! koeficientem u
k

xl=myn=Fk 2k Nésobime-li rozvoj (z +y + 2)'~! mnohoclenem (z +y + 2), ¢len
l

n | 2'="y""F2* rozvoje (x + y + 2)! vznikne nasledujicim zptisobem:
k
l
n xl—nyn—k:zk
k
= - (Oé . x(lfl)fnynszk) +
Y- 6 . ml—ny(n—l)—kzk +
z-(y- xlfnynszkfl)
= . (Oé . x(l—l)—nyn—kzk 4
y- (8. p-D=(-Dy(n=D—k k) 4
2+ (7 - 2D (=D yn=D~ (=) o)

Pokud si nyni uvédomime, jak podle definice 2 trinomické koeficienty «, 8 a
~ vypadaji, tvrzeni (7) jiz okamzité vyplyne. cbd.O

Probadejme nyni trojihelnik arovné [ = 5 v Pascalové ¢tyfsténu. Je mozno

si povSimnout, Ze jeho Ffadky jsou symetrické. Ale nejen to. Co se stane, kdyz
l 5

vydélime v8echna ¢isla v daném fadku n cislem < ) = ( >? Neni pochyb, ze
n n

vysledkem je opét ¢ast Pascalova trojihelniku (obr. 1 na strané 3). MuZeme

vyslovit nasledujici zajimavou vétu vyjadiujici vztah mezi binomickymi a tri-
nomickymi koeficienty.
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4 k=0 / k=1 / k=2 / k=3 / k=4
(3) :
0 X

n=0 1
n=1 \ 4/4
=2 \ 6/12/6/ /
=3 4 /12/12/ 4
=t 1/4 4 /1

y4 /4 /X 24

G) G) (x+v+z)4

k=0 / k=1 / k=2 / k=3 / k=4 / k=5
XS

n=0 1
-1 5 /5
=2 10/20/10/ / /
-3 10,/30,/30/10/
=4 5 /20/30/20/'5
s 1/5/M0/10/5 /1

75

(1) (x+y+z)

Obrazek 4: Induktivni povaha trinomickych koeficient.
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k=0 / k=1 / k=2 / k=3 / k=4 / k=5

=0 1 (s)
n=1 5/5 :(7)
=2 10/20/10/ / /()
n=3 10 /30 /30 /10 :(3)
n=a 5 /20/30/20/'5 ()
s 1,/5/10/10/5 /1 :(5)

(x+y+z)5

Obrazek 5: Déleni fadku trojahelniku pro [ = 5 ¢islem (2)

Véta 7 Mezi trinomickymi a binomickymi koeficienty plati vztah

(£)-06)

K dtkazu upotiebime nasledujici t¥i pomocna tvrzeni.

Lemma 1
<Z> - v!(uuL vl uiv ol [(iu_s)'_ ol ufv <uv1> 9)
Lemma 2
(Z) N v!(uuiv)! - u_ZH ' @-1)![(1;!_%1]! = u_(:_l)(UZ)
(10)
Lemma 3

()= ) == 0n) =500
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Nyni dokazme vétu 7 indukci vzhledem k induktivni struktufe Pascalova
CtyTsténu, o niz vime diky vété 6.

Duikaz. 1. Dokdzeme, Ze tvrzeni (8) plati pro plast Pascalova ¢tyfsténu.

V5(e) <l>
Je-li k =0, potom k n

l n\ v2() (! 1= l

n k) \n \n
Tvrzeni 8 tedy plati. Piipady & = n a n = [ analogicky podle véty 5(f)
a véty 5(g).

2. Dokéazeme, Ze tvrzeni (8) plati pro vnitfek Pascalova ¢tyfsténu, tedy pro

O<k<n<l 3<l.
l7_11 _(1=1\(n
i - n k

-1 I—1\/n—-1
Predpokladame: n—1 = ( )( )

k n—1 k

-1 (

cbd.lJ

l
Dusledek 1 Diky vété 7 mizZeme interpretovat ¢islo n | jako pocet moz-
k

nosti, jak vybrat z l-prvkové n-prvkovou podmnoZinu a z této pak jesté vybrat
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k-prvkovou podmnoZinu.

Dusledek 2 Z véty 7 okamzité vyplyvd explicitni vzorec pro trinomicky koe-
ficient:

)= (0)-6) = wr = e

Vsimnéme si korelace jmenovatele vysledku s exponenty v (5).

Na obrazku 6 vidime jaké krasné symetrie panuji v Pascalové ¢tyisténu
pro | = 6. Uz jsme dokazali, Zze stény Pascalova ¢tyfsténu tvoii Pascalovy
trojthelniky a hrany jednotlivych pater tedy tvoii fadky téchto Pascalovych
trojihelniki, o kterych vime, Ze jsou symetrické’. Cilem nésledujici véty je
pravé toto rozsirit na cely trojihelnik kazdého patra [ v Pascalové ¢tyfsténu.

Symetrie zduvodnime obdobné jako se zduvodiuji symetrie v Pascalové

trojuhelniku. Méjme trinomicky koeficient | n |.Zda se, Ze na jistém misté
k

v fadku n a v jistém misté v diagonéle k naléza se trinomicky koeficient o

stejné hodnoté.

Véta 8 Pro trinomické koeficienty plati:

l " l " l
n | 2 n Y k+({—n)
k n—k k

Dukaz. (a) vyplyva pfimo z véty 7 a symetrie binomickych koeficientt:

711 AV A n B 711
k C\nJ\k) \n)\n-k) n—k
(b) mizeme dokazat vyuzitim dusledku 2:

|
kt(-n) | = L _
k

(—Tk+ (- (k+(—n)]—kE&
l

= n

I
(n— k)l —n)lk!

cbd.lJ

"Diikaz je jednoduchy, pfenechavame &tenafi.
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15/ 36&15
20/ /60‘ 50\2{1
}(90 /< 60 \15

6/ 30 ,60 0 (60 : 30"
v 6 15 20 15 6

Obrazek 6: Sest4 troven Pascalova &tyfsténu.

3 Pascaltv simplex

Zobecnéni Pascalova trojuhelniku do jakékoliv dimenze je tzv. Pascalav sim-
plex. Objekty vyssich dimenzi se htife pfedstavuji, ale bylo by zajimavé se
zabyvat stejnymi otazkami, které jsme si polozili pro Pascaltiiv trojithelnik a
pro Pascaliv ¢tyfstén. Naptiklad: lze Pascaluv simplex definovat jako koefi-
cienty d-nomického rozvoje? Pokud ano, 1ze nad d-nomickymi koeficienty téz
nalézt induktivni strukturu? Plati néjaky vztah mezi d-nomickymi koeficienty
a koeficienty niz$ich dimenzi (tedy zobecnéni véty 7) a vede tato véta k jedno-
duché interpretaci a k explicitnimu vzorci? Jaké objekty vymezuji 4-nomické
koeficienty o stejnych hodnotéch, jsou pravidelné? Co tvori hranice Pascalovo
simplexu ve ¢tvrtém rozméru, jsou to ¢tyfi Pascalovy Ctyfstény?



