1 Integral a jeho vlastnosti

1.1 Integral na intervalu

DEFINICE 1 (Integral na intervalu). Necht je dana funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (c, d)
v roving. Pak se definuje integral funkce dvou proménnych f na I jako

[semavas= ([ s@mas)as, [sepasar=["( [ ras)ay,

pokud maji pravé strany smysl.

Pokud je [, f(x,y) dy da vlastni &islo, fikdme, Ze [, f(x,y) dy dx konverguje nebo Ze funkce f je na A
integrovatelnd.

Pokud je [, |f(z,y)| dy dz vlastni ¢islo a [, f(z,y) dy dz mé smysl, fikime, Zze [, f(z,y) dy dz
absolutné konverguje nebo 7Ze funkce f je na A absolutné integrovatelnd.

Intervaly se nepfekryvaji, jestlize jejich prinik neobsahuje Zadny interval.

1.2 Vlastnosti

TVRZENI 1 (Vlastnosti integrace na intervalu L v roving). 1. Integrdl na I je linedrni,
4.
/(af + Bg) = a/f + B/g, md-li pravd strana smysl.
I I I

2. Necht I je sjednocenim nepiekryvajicich se intervalii Jy, ..., J, a f je funkce
definovand na I. Potom

/ flz,y)dydx = Z / f(x,y) dy dx , md-li jedna strana smysl.
4 i=17Ji

3. Jsou-li g, h funkce definované na I a h < g na I pak
/h < /g, maji-li obé strany smysl.
I I

4. Je-li f(z,y) = g(x)h(y) na J x K, pak
|t ayae= [ o s [ wiay,

md-li pravd strana smysl. V tomto pripadé tedy integrace nezdvisi na poradi
integrovdni.

1.3 Existence
TVRZENI 2 (Spojité funkce). Nechf f je spojitd funkce na intervalu I.
o Je-li f >0, integrdl [, f existuje.
o Je-li f spojitd a omezend a I je omezeny interval, integrdl | ; | konverguje.

o Je-li fO < f < gnala [,gkonverguje, paki [, f konverguje.

1.4 Geometricky pristup

TVRZENI 3 (Véta o stiedni hodnot&). Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [c, d),
pak existuje bod (p, q) leZici uvniti I tak, Ze [, f = f(p,q)(d —¢)(b— a).

TVRZENI 4 (Riemanntv integral). Necht f je spojitd funkce na kompakmim intervalu I = [a,b] ¥ [c,d] a

prokaZdén € N jsou zvolena rozdélenia = xo < 1, < ... < Tk, n = bintervalu [a,blac=yo < y1n < ... <Y, n

intervalu [c, d] takovd, Ze délky jednotlivych intervalii nepiesahuji 1/n.
Pak pro libovolné zvolend &isla pi n € [Ti—1,n, Tin)s Gin € [Yj—1,n, Yjn) j€

En,ln

lim Z f(Pi,na Qj,n)(xi,n - xifl.,n)(yj,n - yjflyn) = /f(fay) dxdy.
n I

i,7=1

=d



1.5 Zména poradi integrace pro kompaktni interval

TVRZENI 5. Necht funkce f(x,v) je spojitd na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [c, d]. Potom

[ ([ revas)as= [ ([ rwpas)ay.

1.6 Integral na obecnéjsich mnozinach

Zakladni definice se omezi na mnoziny mezi grafy dvou funkeci.

DEFINICE 2 (Integrdl na obecn&jsich mnoZindch). Nechi ¢ < 1) jsou funkce na (a,b) a f je funkce
definovand na mnozin€ G = {(x,y);z € (a,b), ¢(z) < y < ¢(x)}. Pak se definuje dvojrozmérny integral
funkce f pfes mnozinu G rovnosti (existuje-li prava strana).

f(z,y)dy dx = f(z,y)dy ) dx,
i [, ren)

@

Jestlize fG f je konecny, fika se, Ze fG f konverguje, nebo f je integrovatelnd.

Jestlize [ |f] je kone¢ny a [ f existuje, fika se, Ze [, f absolutné konverguje, nebo f je absolutné
integrovatelnd.

V definici 1ze mnozinu G beze zmény vysledku zvétsit o ¢ast nebo celou hranici. Funkce ¢ (resp.t))
muiZe nabyvat hodnoty —oo (resp. +00).

Za predpokladu absolutni integrovatelnosti se véta o zméné potadi integrace pfenese z intervalli na
obecnéjsi mnoziny pomoci nésledujictho vyjadfeni integralu souétem integralti na intervalech.

TVRZENI 6 (Rozd&leni mnoziny na intervaly). KaZdd oteviend podmnozina roviny je sjednocenim spocetné
mnoha nepfekryvajicich se kompaktnich intervali.

TVRZENI 7 (Integrace pomoci intervald). Nechf f je absolutné integrovatelnd funkce na G. Potom pro
rozdéleni G na intervaly {J,, } plati

/G o) axdy =3 /J () dxdy.

TVRZENI 8 (Véta o zmén& pofadi integrace). Nechi funkce f(x,y) je spojitd a absolutné integrova-
telnd na mnoziné G leZici mezi grafy spojitych funkci p(z), 1 (x) na intervalu (a,b). Necht existuji spojité
Sfunkce T(y) < n(y) na intervalu (c, d) tak, Ze G = {(z,y);y € (¢,d),7(y) < x < n(y)}. Potom (jakmile
md jedna strana smysl).

Lb<Aijj) f(m:y)dy) dxz/cd(/T?:j)f(x7y)dx> dy,

2 Substituce

TVRZENI 9 (Regularni zobrazeni). Necht G je oteviend mnozina v roviné a funkce u = p(x,),v = h(z,y)
Jjsou definovdny na G. Nechf jsou splnény ndsledujici podminky:

1. Funkce p, v maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant
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Jje v kaZdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p,1) : G — R? je prostd.
Potom ® zobrazuje G na otevienou mnoZinu H.

Zobrazeni majici tfi vlastnostmi z pfedchozi véty se nazyva reguldrni zobrazeni.
Uvedeny determinant se zna¢i J (¢, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo stru¢néji Jacobidn.

TVRZENI 10 (Substitucni véta). Nechf (p, ) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité
zobrazeni na G. Potom, jestliZe md jedna strana smysl (H je obraz G)

/ f(z,y) dxdy = / £, v), 0 0))| (9,9 du o
H G



3 Trojrozmérny integral

DEFINICE 3 (Trojrozméry integral). Trojrozmérny integral funkce f : G — R, kde G C R? je ,hezka”
mnoZina, je sled jednorozmérného a dvojrozmérného integralu (a tedy tif jednorozmérnych integralt):

/Gf(x,y,z)dxdydz:/ab</H$ f(x,y,z)dydz) dx,

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoZiny G na osu = a H,, je prinik mnoZiny G s rovinou kolmou
na osu x v bodé p.

Pro pouziti pfedchozi ¢ésti je tFeba pozadovat, aby H, byly uréeny grafy dvou funkei (nebo kone¢né sjed-
nocen{ takovych neptrekryvajicich se mnozin) a projekce G do osy x byl interval (nebo kone¢né sjednoceni
interval).

Véta o rozdé€leni otevienych mnoZin na intervaly je stejna a stejny je i integralu pomoci souctu integralt
pres néjaké rozdéleni na intervaly.

Véta o zméné& poradi integrace plati i pro trojrozmérné integraly. Rikd, Ze trojrozmérny integrdl spojité
absolutné integrovatelné funkce Ize pocitat v jakémkoli poradi souradnic. MozZnosti téchto poradi je Sest.

Tvrzeni o zdméné soutadnic se také zméni jen formalné.
Nejdrive se zadefinuje reguldrni zobrazeni prostoru do sebe:

Regularni zobrazeni v prostoru
Na oteviené mnoziné G jsou definovany funkce u = ¢(x,y, 2),v = ¥(z,y, 2), w = 7/x,y, ), které maji
nasledujici vlastnosti:

1. Funkce @, ¥, T maji spojité parcialni derivace na G.

2. Determinant
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je v kazdém bodé¢ G nenulovy.

3. Funkce ® = (¢,,7) : G — R3 je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva reguldrni a zobrazuje GG na otevienou mnozinu. Uvedeny determinant je Jacobiho
determinant nebo Jacobidn a znali se J(p, 1, 7).

TVRZENI 11 (Vé&ta o substituci). Nechf (¢, 1, T) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je
spojité zobrazeni na G. Potom (H je obraz G)

/f(x,y,z)dxdydz
H
= [ fotuvw) b, w) )] du do o,

JjestliZe md jedna strana smysl.



