1 Parcialni derivace

1.1 Definice a vlastnosti

DEFINICE 1 (Definice parcidlnich derivaci). Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v
bodé (zo, yo) svého defini¢niho oboru je derivace funkce jedné proménné f(x,yo) (resp. f(zo,y)) v bodé
o) (resp. y()).

Znaci se

97 (20,90) , resp. 22 (20, 30)
al’ To,Yo), T pay Zo,Yo) -

Obcas se pouziva znaceni f(zo, o), resp. fy(xo, Yo)

TVRZENI 1 (Parcidlni derivace aritmetickych operaci).
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TVRZENI 2 (Spojitost a derivace). Md-li funkce f v néjakém okoli bodu p omezené parcidlni derivace, je
f v p spojitd.
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+f377

1.2 SmiSené derivace

Yy s Yy

Parcidlni derivace vysSich fadu se definuji stejné, jako derivace vyssich fadua pro funkce jedné proménné.

Y otr “o cf1s Lo o1 e . so1 e .
Napft. Froyon Zhac druhou parcidlni derivaci podle x z parcidlni derivace podle y z parcidlni derivace

funkce f podle z. Tj., nejdiive derivujeme f podle x, pak vysledek podle y a pak vysledek dvakrat podle x.

TVRZENI 3 (Rovnost smiSenych derivaci). Jsou-li parcidlni derivace % a a‘fgw spojité v bodé (xo, yo),

pak se v tomto bodé rovnaji.

Obdobné pro dalsi smiSené parcidlni derivace.
Md-li funkce vSechny parcidlni derivace v néjakém bodé az do vddu n spojité, pak u vsSech parcidlnich
derivact do tddu n nezdleZi na poradi derivovdni.

1.3 Derivace sloZzené funkce

TVRZENI 4 (Derivace slozené funkce). Nechi f(x,y) md spojité parcidlni derivace v bodé (xq, o),
Sunkce x = p(u,v),y = Y(u,v) maji parcidlni derivace v bodé (ug, vo) @ xog = p(uo,v0), Yo = ¥ (ug, vo)-
Pak g(u,v) = f(p(u,v),¥(u,v)) md parcidlni derivace v bodé (ug, vo) a plati
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1.4 Smérové derivace

DEFINICE 2 (Smérové derivace). Necht (u,v) je nenulovy vektor v roving. Pak derivace ve sméru (u,v)
funkce f dvou proménnych v bod€ (xg, yo) je derivace funkce jedné proménné ¢

u v
feo b ¥ )

% je parcidlni derivace f ve sméru (1,0), g—g je ve sméru (0, 1).

) vbods t=0.

TVRZENI 5 (Smé&rové derivace pomoci parcidlnich). Md-li f v bodé (z0, yo) obé parcidlni derivace spo-
Jité, pak derivace f ve sméru jednotkového vektoru (u,v) v bodé (xq,yo) je rovna

fz(xo,y0) - u+ fy(zo,v0) - v.

Je-li a iihel, ktery svird vektor (u,v) s kladnym smérem osy x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bodé
(x0,Y0) je rovna

fa(zo,Y0) - cosa + fy(xo,yo) - sina.



2 Pouziti derivaci

2.1 Tecna rovina

Ma-li f v bodé (zo,yo) spojité parcidlni derivace, 1ze rovinu danou rovnici

(z = f(w0,%0)) = (z — 20) %(fﬂoa Yo) + (¥ — vo) %5(5507110)

chépat jako tecnou rovinu grafu funkce f.

Te¢nd rovina je tedy ddna bodem dotyku (zo, yo, f (0, yo)) a vektory (1,0, %(azo, Y0)), (0,1, g—i(:co, Yo))-

Tecny grafu f v libovolném sméru lezi v te¢né roviné (vSe za predpokladu spojitosti parcidlnich derivaci).
2.2 Gradient
DEFINICE 3. Gradient funkce f(z,y) v bodé (9, yo) je vektor

gradf =Vf = (fx(l“myo), fy(xo,yo)> :

gradnebo V bez proménné Ize chapat jako operator (%, 8%) a potom je grad f = V f hodnotou operatoru

v bodé f. Operator V je linedrni a na soucinech se chova obdobné, jako derivace:

V(f+9)=Vf+Vg, V(fg)=fVg+gVf.
Skalérni sou¢in V - V = V2 se znadi jako A, co# je Laplacediv operator:
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Parcidlni derivace funkce f ve sméru (u,v) je v pfipad€ spojitych parcidlnich derivaci tedy rovna
skaldrnimu souéinu grad f - (u,v)/|(u,v)|. Geometricky ukazuje gradf smér nejvétsiho ristu funkce f.

3 Implicitni funkce a Taylorovy polynomy

3.1 Funkce dvou proménnych

TVRZENI 6 (Véta o implicitni funkci f(z,y) = 0). Mé&jme funkci f dvou proménnych definovanou v okoli
bodu (xq,yo). PFedpoklddejme

o f(zo,y0) =0,
o f mdv okoli bodu (x,yo) spojité parcidlni derivace az do Fadun > 1,
o 5Lz, 90) #0.
Pak existuje interval U = I x J bodu (x¢,yo) a jedind funkce ¢ definovand na I do intervalu J tak, Ze
1. ¢(z0) = yo,
2. f(z,¢(x)) = 0provsechna x € I
3. @ md na I spojité derivace aZ do rddu n.
Derivace funkce ¢ je rovna

of
¢'(x) = ~af °

oy



3.2 Funkce tfi proménnych

TVRZENI 7 (Véta o implicitni funkei f(x,y, z) = 0). Mé&me funkci f t¥i proménnych definovanou v okoli
bodu (x, Yo, 20). PFedpoklddejme

o f(l’o,yO,ZO) =0,
o f md v okoli bodu (x,yo, z0) spojité parcidlni derivace aZ do Fadu n > 1,
i %(:C07y0a20) 7&0

Pak existuje interval U = I x J x K okolo bodu (xy, yo, 20) a jedind funkce p definovand na I x J do
intervalu K tak, Ze

1. p(z0,y0) = 2o,
2. f(z,y,p(z,y)) = 0 pro viechna (xz,y) € I x J
3. wmdna I x J spojité parcidlni derivace aZ do 7ddu n.
FParcidlni derivace funkce ¢ jsou rovny
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3.3 Taylorovy rozvoje

TVRZENI 8 (Taylortv polynom). Md-li f spojité parcidlni derivace aZ do Fadu n + 1 v intervalu I okolo
bodu (a,b), pak pro (x,y) € I plati

(n+1)( 7 d)
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kde £ je j-td derivace f ve sméru (z,y) — (a,b) a (c,d) je bod leZici na visecce mezi body (a,b) a
(z,y)-

(R RLY fab) (R + kL) f(c,d)
J! (n+1)!

fla+hb+k) =

)

§=0
kde

0 0 i PN\ . O
— —) — ipj—v__ ~ J
(hax+k8y) f(a,b) §' :<i>hk axiayjfi(a,b).
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TVRZENI 9 (Vé&ta o stfedni hodnot&). Nech? f md spojité parcidlni derivace prvniho Fddu v intervalu 1
okolo bodu (a,b). Pak pro (x,y) € I existuje bod (¢, d) lezici mezi body (a,b) a (x,y) takovy, Ze

flo) = fah) = e -0+ L e -b).

4 Geometrie

Te&na kiivky zadané implicitné rovnici f(z,y) = 0 je ve svém bodé& (x¢, yo), kde % # 0, ddna smérem

vektoru (——gi , —‘35 ) a jeji normdla smérem (—‘;i , %)
Tato tecna ma tedy rovnici
of of
T —20) 2= + (Y —yo) == =0.
( 0) Oz (¥ — wo) dy

Te&nd rovina plochy zadané implicitné rovnici f(x,y, z) = 0 je ve svém bodé (¢, yo, 20), kde % #0,

dana Vektory (—%, 0, %)7 ( ) _%7 %),]ij normdla smérem (%7 %57 %)



Tato te¢nd rovina ma tedy rovnici

of of of
— 20) 2L 4 (Y — yo) 2= + (2 — 20) =~ = 0.
€ xO)@x +(y — yo) By + (2 — 20) 9z
Te&na kiivky zadané parametricky rovnicemi x = ¢(t),y = ¥ (t), z = 7(t) je ve svém bodé& (o, yo, 20),
pro t = tg, ddna smérem vektoru (¢ (to), ¥’ (to), 7’ (t0))-
Pro kfivku f(z,y) = 0 nebo plochu f(x,y, z) = 0 je grad f smér normély v daném bodg.



